SCHAUM'S 
ouT/lines 


全 美 经 典 y ss 
[ 美 ] S. 利 普 舒 尔 蓉 ”M. 利 普 森 著 
周 兴 和 ” 孙 志 人 张 学 斌 译 


获取 好 成 绩 的 最 好 帮手 


> 涵盖 了 课程 的 所 有 基本 内 容 ， 任 一 教材 的 补充 


时 > 教授 有 效 的 解 题 技巧 


人 几 百 道 含有 详细 解答 的 习题 


AR 
给 出 了 最 新 的 应 用 


E 秋 学 骨科 诗 
再 考 格 劳 - 希 尔 教育 出 版 集团 


全 美 经 典 学 习 指 导 系 列 


，、S. 利 普 舒 尔 薪 
[ 闫 ] M. 利 普 森 全 


周 兴 和 ”和 孙 志 人 张 学 斌 译 


矢 学 多 有 艇 社 
麦 格 劳 - 希 尔 教育 出 版 集团 


2002 


内 客 简 全 


本 书 共 分 15 章 ,包括 离散 数学 的 最 基本 内 容 . 其 中 包括 :集合 .关系 .函数 与 算法 , 渴 
辑 、 向 量 与 答 阵 计数 ,概率 .图 论 .有 向 图 ,二 炙 树 、 整 数 的 性 质 、 代 数 系 统 、 形 式 语言 与 自 
动机 .有 序 集 与 格 太 布尔 代数 的 性 质 . 本 书 的 特点 是 叙述 清楚 .浅显 易 懂 ,简洁 明快 ,内 容 
多 而 不 杂 ,占有 材料 量 大 ,分 易于 自学 . 音 后 配 有 站 题 和 解答 与 补充 题 ,几乎 占 全 书 的 一 
半 以 上 的 篇 凡 , 提 供 了 大 量 练 习 和 学 习 的 机 会 . 本 书 基 一 本 优秀 的 参考 书 ， 

读者 对 象 : 大 学 数学 及 计算 机 等 相关 专业 的 学 生 . 


Seymour Lipschutz, Mare Lipson: Schaum's [atline of Theory and Problems of Discrete 
Mathemat.cs: Second edition 

ISBN:0-07-038045-7 

Copyrighrt ®@ 1997 by the MeGraw-Hi] Companies. Tc. 

Authorized translation from the English language edition published by NeCsraw- Hill 
Companies: Inc. 

All nghis reserved, 

本 书 中 文 简体 字 版 由 科 堂 出 版 社 和 美国 表格 劳 - 希 尔 教 育 出 版 集团 合作 出 版 . 未 经 出 版 者 
书面 许可 , 涉 得 以 任何 方式 复制 或 抄 玖 本 书 的 任何 部 分 . 

版 权 所 有 . 釉 印 必 究 . 


本 书 封面 贴 有 MeGraw- Hill 公司 防伪 标签 ,无 标签 者 不 得 销售. 
图 宇 :01 - 2001 - 1774 


图 书 在 版 编目 {C 四 } 数 据 

离散 数学 / 美 ] 利 普 客 尔 欧 (Lipschutz,S. 3[ 美 ] 利 普 森 CLipson, M .) 著 ; 周 兴 和 , 孙 志 
人 人, 张 学 斌 译 . 一 北京 :科学 出 版 社 .2002 

全 美 经 典 学 习 指 导 系 列 ， 

ISBN 了 - 03 -009629 -3 

I 工 . 离 … 卫 . 人 名利 … 铝 利 … 名 周 … 轩 让 … 名 张 … 亚 . 离散 数学 人 .O158 

中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2001? 第 047379 号 


并 学 和 上 典 诗 弛 版 
北京 东明 城 要 北周 16 号 
邮 咏 锯 拘 :100317 
http- www sciencep.com 
需 漆 十 制 厂 印刷 
科学 出 版 社 发 行 ”种 地 新 华 书店 经 销 
ba 
2002 插 上 第 一 版 ” 开本 ;Atl (390 X1340} 
2003 年 1 上 第 - -次 省 天 印张 :36 
印 上 :一 和 309 字数 :747 D00 
定价 :36.00 元 
{如 有 了 印 装 质 是 问题 ， 我 社 人 负责 调换 : 北 若 ) ) 


译 者 序 


本 书 是 我 们 所 见 到 的 内 容 最 为 广泛 的 离散 数学 教材 之 一 . 学 生 往 往 感到 离散 数学 课程 不 
仅 内 容 多 ,而 和 且 繁 而 又 难 , 梧 燥 元 味 . 但 是 本 书 叙述 清楚 , 浇 显 易 懂 , 葡 洁 明 快 ,内 容 多 而 不 杂 ， 
占有 材料 量 大 而 不 难 , 书 中 附 有 大 量 的 例子 ,这 些 例子 不 仅 生动 活 泌 ,语言 叙述 细腻 , 而且 紧 扣 
实际 应 用 和 日 常生 活 ,使 人 读 来 顺理成章 ,兴趣 顿 生 , 对 于 一 些 有 难度 的 重要 定义 和 定理 ,这 样 
处 理 之 后 ,都 不 再 让 人 感到 枯燥 和 困难 了 . 问题 和 解答 与 补充 题 几 乎 占 全 书 一 半 以 上 的 篇 幅 ， 
提供 了 大 量 的 习题 和 理解 练习 机 会 ,是 本 书 的 又 一 大 特点 . 作为 教材 ,教师 可 有 活动 范围 宽广 
的 选择 空间 ;作为 自学 读本 ,又 十 分 易于 人 门 ,大 量 获得 知识 ,相信 本 书 将 成 为 我 国 读者 学 习 高 
散 数学 的 一 本 优秀 参考 书 ， 

本 书 第 一 章 到 第 五 章 由 周 兴 和 翻译 ,第 六 章 到 第 十 章 由 孙 志 人 翻译 ,第 十 一 章 到 第 十 五 章 
由 张 学 斌 翻译 ,最 后 由 局 兴 和 负责 全 书 的 统 稿 和 审 校 . 在 釉 译 过 程 中 ,我 们 参阅 了 国内 外 大 量 
的 离散 数学 资料 ,力争 翻译 准确 并 保持 原 书 的 风格 , 同时 ,对 于 原 书 中 的 许多 (打印 ;错误 ,进行 
了 力 所 能 访 的 纠正 ,纠正 与 修改 之 处 , 想 不 一 一 注 明 , 由 于 水 平 有 限 ,不 当 之 处 在 所 难免 ,恳请 
读者 批评 指正 . 

最 后 ,并 对 科学 出 版 社 及 其 科学 出 版 中 心 ,特别 是 林 鹏 、. 吕 虹 . 陈 玉 琢 等 的 指导 和 帮助 , 以 
肥 他 们 为 本 书 出 版 所 何 出 的 辛勤 劳动 致 以 衷心 的 感谢 . 
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随 着 计算 机 科学 的 发 展 , 重 点 研究 有 限 系 统 的 离散 数学 已 经 成 为 一 门 越发 重要 的 科学 , 数 
字 计 算 机 本 质 上 是 一 个 有 限 结构 , 它 的 许多 性 质 都 可 以 在 有 限 数学 系统 的 和 框架 下 得 到 解释 .本 
书包 括 离散 数学 的 最 基本 的 内 容 , 既 可 作为 离散 数学 先 修 课程 的 教材 ,也 可 和 作为 现行 课程 的 补 
充 读物 . 

前 三 章 讨 论 集合 .关系 、 函 数 与 算法 . 第 四 音 至 第 七 章 分 别 讨 论 轩 辑 .向 量 与 矩阵 .计数 与 
概率 , 第 从 意 至 第 十 意 是 关于 图 论 的 三 章 , 分 别 讨 论 图 .有 向 钱 和 二 叉 树 , 第 十 一 章 至 第 十 五 章 
是 相对 独立 的 ,分 别 讨 论 整数 理论 .代数 系统 ,形式 语言 与 自动 机 .有 序 集 与 格 以 及 布尔 代数 的 
性 质 . 第 三 章 包 括 了 对 基数 .可 数 集 和 计算 复 洒 性 的 讨论 , 第 八 章 岂 计 论 了 图 的 平面 性 .可 旅行 
性 、 极 小 路 以 及 Warshall 算法 和 Huffman 算法 . 第 十 三 章 讨 论 了 正则 表达 .自动 机 .Turing 机 
以 及 可 计算 孙 数 , 基于 本 书 内 容 的 合理 组 织 ,改变 本 书 章 的 次 序 不 会 造成 学 习 困 难 也 不 会 影响 
知识 的 连贯 性 ， 

《离散 数学 ) 第 二 版 在 内 容 的 广度 和 深度 上 都 比 第 一 版 有 明显 的 增 坊 , 有 关 概 率 论 .正则 表 
达 与 正则 集 ,二 丸 树 ,基数 ,计算 复杂 性 以 及 Turing 机 和 可 计算 函数 等 内 容 在 第 -~ 版 中 或 者 没 
有 出 现 或 者 仅仅 是 提 及 而 已 , 增加 这 些 材料 的 主要 原因 是 ,大 部 分 学 校 都 已 将 离散 数学 由 一 学 
期 课程 改 为 一 学 年 课程 . 

每 一 章 都 从 有 关 的 基本 定义 和 原理 的 清晰 叙述 开始 ,对 于 所 有 的 定理 ,我 们 都 给 出 了 一 系 
列 的 例子 和 其 他 帮助 理解 的 材料 . 各 章 间 题 与 解答 部 分 的 主要 作用 是 给 出 增进 理解 学 习 内 容 
的 例子 和 该 章 定理 的 证 明 , 而 补充 题 则 是 对 该 章 内 容 的 完整 复习 . 本 书 所 包括 的 内 容 已 大 大 让 
过 了 对 初步 课程 要 求 , 材 料 的 整体 组 织 更 增进 了 本 书 作为 教材 的 更 大 的 灵活 性 ,作为 参考 书 的 
更 强 的 功用 性 ,并 可 以 进一步 提高 读者 学 习 离 散 数 学 的 兴趣 . 

最 后 ,我 们 对 McGraw-Hill Schaum 概览 丛书 的 全 体 编 辑 人 员 , 特 别 是 对 Arthur Bider- 
man 和 Maureen Walker 给 予 的 成 功 合作 表示 衷心 的 感谢 


S, 利 普 舒 尔 英 
M ,. 利 普 森 


0O—1514.0101 


责任 编辑 : 陈 玉 琢 


全 球 畏 唱 
超越 的 
“全 美 经 典 学 习 指 导 系列 ” 
是 您 的 最 佳 
学 习 伴 倡 ! 


[| 
各 年 来 最 畅销 的 教 辅 系列 
全 甘 敬 名 高 校 资 深 教授 倾 力 之 作 
国内 重点 高 校 任课 教师 全 力 推 荐 并 扣 当 翻 译 
省 时 高 效 的 学 习 辅 守 ， 全 面 详细 的 习题 解答 
运 今 为 止 国内 最 全 面 的 教 辅 系列 
畴 盖 大 学 埋 上 科 信 业 


人 全美 经 典 学 习 指 导 系 列 


概率 和 统计 2000 工 程 力学 习题 精 解 电气 工程 基础 
统计 学 工程 力学 工程 电磁 场 基础 
离散 数学 3000 物 理 习题 精 解 数字 信和 号 处 理 
Mathernatica 使 用 指南 流体 动力 学 数字 系统 导论 
数理 金融 引 论 物理 学 基础 数字 原理 
机 械 振动 材料 力学 电机 与 机 电学 
微分 方程 2000 离 前 数学 习题 精 解 基本 电路 分 析 
统计 学 原理 【上 工程 热力 学 言 号 与 系统 
统计 学 原理 【下 1 数值 分 析 微生物 学 
微 积 分 量子 力学 生物 化 学 
静 力 学 与 材料 力学 有 机 化 学 习题 精 解 生物 学 
限 元 分 析 3000 化 学 习题 精 解 分 子 和 细胞 生物 学 
传 热学 大 学 化 学 习题 精 解 人 体 解 剖 与 生理 学 
近代 物理 学 电路 
| | | 
| | 
ISBN 7—03-009619 一 3/0O ，1514 
9"787030"096197"> 


定 价 : 36.00 元 


第 一 章 集合 论 (1) 
1.1 引 衣 eeeeeeeeeoyee 《1》 
] .2 侣 与 元 萝 ee 《1》 
1.3 人 全集 与 空 舍 ee gnc, (2) 
1.4 子 上 从 ee (2) 
1.5 Venn 图 Ce (3) 
1,6 集 台 的 运算 ereseereee 《3) 
1.7， 集合 的 代数 运算 利 圣 侦 性 pe 《6B) 
1.8 ”有限 集 和 计数 原理 eeesse C7) 
1.9 和 集 族 , 罕 集 和 集合 的 划分 ee (BY 
1.10 ”数学 内 纳 潜 ee C10) 
间 题 与 解答 (10) 
补充 是 (17) 
补充 题 答案 ee (20) 

第 二 童 ” 美 梯 (22) 
2.1 BI 谨 ee (22) 
2.2 集合 的 积 .eeee ee (22) 
2.3 活 乘 oo (23) 
2.4 美 系 的 图 乏 -e ee (24) 
2.5 美 系 的 合 兢 人 (25) 
2.6 典型 美 又 ee (C26) 
2.7 闭 包 性 质 s 带 ee (C28) 
2.8 等 价 关系 : C29) 
2.9 位 序 英 梧 人 (30) 
2.10 元 关系 《30) 
问题 与 解答 …: -… 《31) 
补充 题 “ 《37) 
补充 题 管 手 ee (38) 

第 三 章 ” 充 数 与 算法 ee (40) 
3.1 BI| 畜 wee 0) 
3.2 羡 数 ee (40) 
3.3 一 一 的 ,; 映 上 前 与 可 逆 和 的 请 数 es {2) 
3.4 数学 函数 ,指数 函数 ,对 数 泡 数 语 43) 
3.5 序列 ,集合 的 指标 类 pp Ce (46) 
3.6 递归 函数 ee 《477 
3.7 基 刍 .yeeoovneoeeevreeeeeeeeeereeeensreenenrereereorrrrrenrooennreseenoooeeoooneroeonreonoa (49) 
3.8 算法 与 散 娄 ee (C50) 
3.9 算法 的 复杂 性 :en (51) 
问题 与 解 管 ees (53) 
社 充 题 … {60) 


ti es 


补充 题 管 守 oo 《62 7) 
第 四 章 ”逻辑 与 命题 演算 pe (64) 


证 人 


| 


B[ 油 --eeeeeeeeeees er 《641 


, 10 还 辑 歼 含 eve9999ee99 (70) 
,11 合 题 函数 ,量词 nn 1 (71) 


12 量词 语句 的 否定 PETETTITITTITTEIETE LT TET (C73) 


i 


可 送 ( 非 厅 异 ) 知 阵 和 着 短 阵 … 【ts (RAO) 


>. 11 布尔 ( 零 - 入 ) 姑 阵 a (96) 


第 六 章 


oo 


和 有 并 划分 与 天 划分 1118) 


和 和 
i 


9. 10 


引言 


图 与 多 重 图 和 


K6nigsberg 桥 , 可 旅行 多 重 图 


要 


标号 图 与 赋 权 图 eeeseeeeeeeveeeeeee 


完全 图 ,正则 图 与 二 部 图 


有 根 树 …… 


有 向 图 的 序列 表示 和 


Warshall 算法 ,最 短路 


有 向 图 的 链表 示 
图 算法 ,深度 优先 查找 与 信和 拉 


有 向 无 圈 图 ,拓扑 排序 … 
最 短路 的 修 竟 算法 


问题 与 解答 
补充 题 … 


补充 题 答案- 
二 灵 树 -i en + 
弓 [ 育 …… 和 


第 十 章 
10.1 
10.2 
10. 3 
10. 4 


二 叉 树 … 


完全 二 又 机 与 扩充 一 = 机 


二 义 树 的 存 几 表示 … 


CT 


TT 


TTTETTLI 和 STEEL 


PE 和 


TPTT 和 PT 


oo (127) 

样本 空间 与 事件 和 

有 限 概 率 空间 人 

条 件 概 率 i 

独立 事件 
sat ra (1]32) 


127) 
128) 


" (129) 


(C131) 


(133) 
(136) 
{152) 
{155) 
{158) 
{158) 
{160) 
(161) 
{162) 
《163) 
(164) 
(165) 
166) 
(168) 
C169) 
171) 
173) 
(176) 
(185) 
(189) 
C192) 
(192) 


"+ (192) 


CE 


(193) 


ee (194) 
ee (196) 


199) 


“ee (201) 


COTTETTETEETETLE TE 


(203) 


C205) 


“(207) 
* (209) 


* (217) 


， (221) 
* (224) 
+ (224) 


“or (224) 


PT EE 


(225) 


ee (227) 


MT i a 


vi 


离 散 数 


10. 5 
10. 6 
10.7 
10. 8 
10.9 
问题 与 


补充 题 
第 十 一 章 
11, 


二 


" mF 
的 和 


第 十 三 章 
13, 
13. 
13. 
13. 
13. 
13. 
13, 
13. 
13, 
13, 10 


一 


穿 过 二 琶 本 eesseentesss 


二 叉 查 提 树 -ns 和 
优先 队列 ,堆积 和 


路 长 ,Huffman 算法 


解答 … 


下 和 和 


整数 的 性 质 -…… et 


引言 … 


最 大 公 因 数 . 带 余 除 法 和 
算术 基本 定理 …………………-…， TT 


环 ， 整 环 和 域 


CT 


补充 题 答案 和 
形式 语言、 形式 语法 和 各自 动机 nt 

和 TT (319》 
，(319) 
《320) 
，(321) 


引言 
字母 表 ， 字条 和 四 下 省 和 和 
形式 语言 ……… 
正则 表达 ， 正则 语言 ~… 


有 限 自 动机 和 

ee * (324) 
. (328) 
- (330) 


形式 语法 


有 限 状 态 本 和 ee 


了 群 , 正 规 了 群 和 辣 态 和 


Gedel 数 Ht 


Turing {ee 
襄 计 算 的 函数 es 
问题 与 解答 eee PE 

2 Co “(342) 


a bt ee eh a 


一 般 ( 有 序 有 根 ) 树 回顾 … ne 
0 a F400) 


序 、 不 与 绝对 值 ee 


CLLED AT 


"(228) 


‘229) 
232) 
{234) 
(238) 


(248) 


“(251) 
» (253) 
“ 《253) 


C253) 
(254) 
《255》 
(256) 
《257) 


(259) 


C260) 
(263) 


， (267) 


(C284) 
{286) 
(288) 
(288) 
(288) 


* (290) 
* {293) 
"(294) 
» (297) 


(299» 
C302) 
《314) 
(C317) 
(319» 


322) 


(330) 


， (333) 


(335) 


第 十 四 章 


14. 
14. 
14. 
14. 
14. 
14, 
14, 
14, 
14. 
14. 
14, 


1 


DD 


第 十 五 章 


15, 
15. 
15， 
15. 
15, 
i5., 
15. 
15。 


1 


站 的 


让 


补充 题 答案 


作为 格 的 布尔 代数 pe 


表示 定理 pe 


让 


和 


有 序 信 ee 


CE 
和 
EEE 


TT 
CE 
证 
和 
和 
CREEL 


计 人 和 


[RT 


布尔 代数 


S| 言语 


ET 


CE 


集合 的 积 和 我 eeseeseeee 【oii 
布尔 代数 的 积 和 或 eeereeseeeeeeesseeeennrnnneten 

极 小 布尔 表达 式 , 素 区 项 pe 
.10 地 辑 门 与 电路 


.11 真 值 表 , 布 尔 函 数 


人 


EE EE 


和 


[CETTEETITTETETIET TT 


CELLET 


六 和 


和 


于 


ET 


和 


CE 


» vil 


第 一 章 集合 论 
1.1 引言 


集合 的 概念 出 现 于 所 有 的 数学 分 支 中 . 本 章 引 人 集合 论 的 记号 和 术语 ,这 些 记号 和 术语 都 
是 基本 的 ,其 使 用 将 贯穿 全 书 . 

尽管 要 到 第 四 章 才 正式 讨论 逻辑 , 但 是 本 章 引 人 关于 表示 集合 的 Venn 图 ,并 展示 它 在 
逐 辑 论证 中 的 应 用 . 到 第 十 五 章 讨论 布尔 代数 时 ,我 们 将 进一步 探索 集合 论 与 逻辑 之 间 的 关 
系 . 

在 本 章 的 最 后 ,我 们 给 出 数学 归纳 法 的 正式 定义 .同时 给 出 其 应 用 实例 . 


1.2 集合 与 元 素 


染 全 可 以 看 作 是 一 些 事 物 , 即 集 合 的 元 素 或 成 员 的 全 体 . 我 们 通常 用 大 写字 母 表 示 集 合 ， 
圳 A,B,X,Y,"" ' 而 用 小 写字 和 母 表示 集合 的 元 素 ,和 ] 如 sb TY 术语 “zp 是 六 的 元 素 ” 或 等 价 
地 *p 属于 AA" 记 作 


ptE€A. 
而 术 详 p 不 是 A 的 元 素 , 即 pE A 的 否 命题 , 记 作 
户 多 A 
在 指定 其 元 素 之 后 ,一 个 集合 就 被 完全 确定 .这 个 事实 的 下 式 鬼 述 称 为 外 延 公理 . 
外 焉 公理 ”两 个 集合 A 与 B 相等 当量 仅 当 其 元 素 相 同 . 
如 果 集 合 A 与 B 相等 , 则 记 A=B, 否 则 记 及 冯 B. 


集合 的 表示 
集合 有 两 种 基本 的 表示 方法 , 其 一 蚌 , 在 可 能 的 情况 下 , 列 出 其 元 素 . 例如 ， 


A= {aerin,u} 
这 里 集合 4 的 元 束 为 字母 ae,ibo't 注意 ,无 素 之 问 用 逗号 隔 开 ,并 用 花 括 导 { } 将 它们 括 
起 来 . 其 二 是 给 出 集合 中 元 素 的 特征 性 质 . 例如 ， 
B= 二 {x 7 为 偶数 ,7 全 0 
读 作 “B 是 所 有 大 于 0 的 偶数 z 的 集合 ,注意 集合 BB 的 元 素 一 定 是 正 整 数 ， 我 们 用 一 个 字母 ， 
通常 用 z+ 来 表示 集合 的 一 般 元 素 ; 记 号 中 的 冒号 读 作 使 得 ”, 而 后 面 的 逗号 则 读 作 而且” 
例 1.1 (la) 上 述 集合 4 可 以 表示 为 
让 二 {x :Xz 是 英文 字母 ,x 是 元 音字 母 }. 
显然 .5 经 4Aec4 ,而 太公 A4. 
(b) 对 于 上 述 集合 B, 我 们 不 能 列 出 其 所 有 元 素 ， 但 是 通 党 我 们 将 其 写 为 
B= {2,4,6,.."). 
我 们 假定 大 家 都 知道 其 中 的 涵义 . 显然 ,8E 了 ,但 是 一 7 人 也 
(e) 设 开 一 fr zz 一 3zr 十 2 一 0 换 句 话说 , 王 所 含 的 元 素 怡 是 方程 r? 一 3z 十 4=0 的 
解 ,我 们 有 时 称 之 为 给 定 方程 的 解 集 . 因为 该 方程 的 解 为 1 和 2, 所 以 也 可 记 五 一 (1， 
2}. 
(gd) 设 E={x :一 3T 十 2 二 007, 二 12,1} 而 G={1,2,2,1,6/3), 则 FE=F=G, 显然 ， 
一 个 集合 与 其 元 素 在 集合 记号 中 的 表现 形式 无 关 . 元 素 在 集合 记号 中 被 重复 书写 或 
者 改变 元 素 在 记号 中 的 次 序 ,都 不 会 改变 集合 本 身 . 
有 些 集合 在 本 书 中 将 经 常用 到 , 我 们 以 特定 的 记号 来 表示 它们 . 除非 特别 说 明 ,一 般 设 
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N= 二 全 体 正 整数 的 集合 :1,2,3,… 
Z=- 全 体 整 数 的 集合 :… 一 2, 一 1.0,1,2，… 
QQ= 全 体 有 理 数 的 集合 
及 = 全 体 实 数 的 集合 
C 一 全 体 复数 的 集合 
有 时 ,尽管 理论 上 可 以 列 出 某 个 集合 的 所 有 元 素 ,但 实际 上 却 不 可 操作 . 比如 ,全 世界 生 于 
i976 年 的 大 的 集合 ,尽管 从 理论 上 说 ,我 们 应 该 可 以 列 出 其 所 有 元 素 , 但 我 们 却 宁 愿 不 这 样 
做 . 也 就 是 说 ,只 有 当 集 合 中 所 会 元 素 很 少时 ,我 们 才 用 列举 元 素 的 方法 来 表示 集合 ,否则 我 们 
就 用 元 素 的 特征 性 质 来 表示 集合 . 
利用 元 素 的 性 质 表示 集合 的 方法 的 正式 表述 为 抽象 原则 ， 
抽象 原则 ”给 定 集合 U 和 性 质 己 , 则 存在 集合 A 恰好 包含 U 中 具有 性 质 P 的 那些 元 素 . 


1.3 全 集 与 空 集 


在 集合 论 的 任何 应 用 中 ,所 论 集合 的 元 素 往 往 都 属于 一 个 大 的 集合 叫做 全 集 . 例如 ,在 平 
画 儿 何 中 ,全集 由 平 下 上 的 所 有 点 构成 ;而 在 人 口 学 研究 中 ,全 集 则 包含 世界 上 所 有 的 人 . 在 没 
有 特别 说 明 的 情况 下 ,我 们 将 用 字母 U 来 表示 全 和 集 . 

对 于 给 定 集 合 U 和 性 质 P,U 中 满足 性 质 忆 的 元 素 可 能 不 存在 . 例如 ,集合 

S 二 {T :XxX 为 正 整 数 ,zx? 一 3} 

没有 元 素 ,， 因 为 没有 正 整数 满足 指定 性 质 ， 

没有 元 素 的 集合 称 为 空 业 或 零 业 , 记 作 安 , 空 集 只 有 一 个 . 即 若 5, 了 都 是 空 集 , 则 S 一 工 ， 
因为 它们 恰好 含有 相同 的 元 素 即 没有 任何 元 素 . 


1.4 子 集 


如 果 集 合 A 的 每 个 元 素 都 是 集合 B 的 元 素 ， 则 称 A 为 B 的 一 个 子 集 . 此 时 我 们 也 称 和 
包含 于 下 或 召 包 仿生 .这 个 关系 记 作 
上 SB 或 BA. 
如 果 4 不 是 吾 的 子 集 , 即 A 至 少 有 一 个 元 素 不 属于 B, 则 记 A 和 EB 或 B 和 PA. 
例 1.2 (a) 考察 集合 
各 一 {1,3,4,5,8,9}， B= 71,21315,7}， = 11,5), 
则 CEA 而 且 CSB, 因 为 C 的 元 素 1,5 都 是 A 和 B 的 元 素 . 但 是 B 呈 4 ,因为 下 中 
有 某 些 元 素 如 2 和 了? 不 属于 A. 进而, 因为 A,B 和 人 C 的 元 素 都 必须 属于 全 集 U,， 所 
以 ,全集 U 至 少 包 含 集合 {1,2,3,4;5;6,7,8,9}. 
(b) 设 和 集合 N;Z,Q 和 R 的 定义 如 1.2. 风 
NEZCQSER， 
(c) 集合 EE 一 {2,4,6} 是 集合 下 二 {6,2,4} 的 一 个 子 集 , 因 为 属于 的 每 个 元 素 2,4 和 
6 也 都 属于 F. 事实 上 ,一 F. 可 以 证 明 , 任 何 一 个 集合 都 是 它 自己 的 一 个 子 集 . 
需要 注意 的 是 ,集合 具有 下 列 性 质 . 
《iD 每 个 集合 A 都 是 全 集 的 一 个 子 集 ,因为 由 定义 ,集合 4 的 所 有 元 素 都 属于 U. 同 
样 地 , 空 集 包 是 A 的 一 个 子 集 . 
Gii) 每 个 集合 4 都 是 它 自己 的 一 个 子 集 ,因为 显然 A 的 元 素 都 属于 从 ， 
diii) 如 果 4A 的 每 个 元 素 都 属于 集合 B, 而 B 的 每 个 元 素 都 属于 集合 C, 则 显然 4 的 
每 个 元 素 都 属于 集合 C. 换 甸 话说 , 若 A 呈 8B 且 BSC, 则 ACC 
tiv) 如 果 AACB 且 B 三 A, 则 AA 与 B 具 有 相同 的 元 素 , 妈 入 ==B, 上 反之 ,如 果 有 A 二 B, 则 
因为 每 个 集合 都 是 它 自己 的 子 集 , 我 们 有 ASCB 且 BCA. 
上 述 性 质 的 正式 投 述 如 下 ， 
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定理 1,1 CV 对 任意 集合 A, 儿 守 ACU. 
Cii) 对 任意 集合 A,ASA. 
Ci 如 果 4B 且 BCC, 则 ACC. 
{iv) A 一 B 当 征 仅 当 ASB BBCA. 
如 果 AACCB, 则 仍然 可 能 有 A 二 B. 当 A 呈 8 但 六 了 关 B 时 ,我 们 称 AA 是 B 的 一 个 真子 集 . 记 
有 CB 表示 A 是 B 的 一 个 真子 集 , 例如 ,假设 
A={,3}, B= {1,2,3}, C= {1,3,2}, 
则 太 和 和 B 都 是 C 的 子 集 ;但 是 A 是 C 的 一 个 真子 集 , 而 B 不 是 C 的 真子 集 , 因 为 B=C. 


1.5 YWenn 图 


Venn 图 是 一 张 表 示 集 合 的 图 形 , 在 其 中 集合 被 表示 为 平面 上 的 闭 区 域 

全 集 D 由 矩形 表示 ,而 其 他 集合 则 由 位 于 和 扼 形 中 的 圆 盘 表示 . 如 果 4 它 昌 , 则 表示 A 的 图 
盘 在 表示 B 的 图表 肉 ,如 图 1 ~ 1(a) 所 东 . 如 果 AA 与 BB 不 交 , 即 它们 没有 公共 元 素 , 则 表示 A 
和 8B 的 商 个 贺 盘 在 图 中 是 分 离 的 ,如 图 1 -1tb). 

然而 ;如 肯 入 与 B 是 任意 两 个 集合 , 则 可 能 有 某 些 元 素 在 A 中 但 不 在 B 中 : 某 些 元 素 在 
B 中 但 不 在 A 中 ;而 有 些 元 素 可 能 同时 属于 和 与 :有些 元 素 可 能 既 不 在 A 中 也 不 在 B 中 . 
内 此 ,一 般 地 ,我 们 表示 集合 A 与 BB 如 图 1 -1te)， 


OO OD 


fa) ACH {by 4 与 了 术 交 (0) 


图 1-1 


Wenn 图 与 论证 


许多 论证 语言 本 质 上 是 关于 集合 的 论述 ,从 而 可 以 用 Venn 图 来 表现 . 
因此 Venn 图 有 时 可 以 用 来 确定 一 个 论证 是 否 有 效 . 考虑 下 面 的 例子 . 
例 1.3 证 明 下 述 命 题 为 真 ( 引 自 一 本 逻辑 书 , 书 的 作者 Lewis Carroll 曾经 写 过 《爱丽 丝 漫 游 
仙境 》): 
S: :你 给 我 的 礼物 都 是 很 有 用 的 . 
Sa :我 的 汤 盘 都 没有 用 . 


S: 你 给 我 的 礼物 都 不 是 锡 做 的 ， 

(水平线 以 上 的 S ,Se 和 S; 为 假设 条 件 ,水 平 线 以 下 的 S 为 结论 , 若 命题 为 真 ， 
则 S 为 由 假设 Si :ss 和 5; 得 到 的 迎 辑 结论 .) 
由 Si, 锡 司 的 汤 盘 包含 在 汤 盘 的 集合 中 ,由 S , 汤 盘 的 集合 与 有 用 的 东西 的 集合 是 
不 交 的 ,因此 可 以 画 出 Venn 图 ,如 图 1 - 2, 

由 S$;,“ 你 的 礼物 ”的 集合 是 有 用 的 东西 的 集合 的 一 个 子 集 ,因此 有 Venn 图 , 如 
1 -3. 

因为 “你 的 礼物 ”的 集合 与 锡 做 的 东西 的 集合 不 交 , 由 上 述 Venn 图 ,论证 显然 为 
有 效 ， 


1.6 集合 的 运算 
本 节 将 引入 集合 上 的 一 些 重 要 运算 ， 
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有 用 的 东西 


你 的 礼物 


有 内 的 东 上 


集合 的 并 与 交 
两 个 集合 A 和 B 的 并 记 作 AUB, 是 指 属于 A 或 者 属于 B 的 所 有 元 素 的 集合 , 县 
AUB 一 (zszEA4 或 抵 卫 )， 
这 里 的 “或 者 ” 即 是 指 “ 与 /或 "意义 上 的 或 者 . Yenn 图 1 - 4(a) 中 的 阴影 部 分 表示 AUB. 
两 个 集合 丸和 B 的 交 记 作 A4 站 也 ,是 指 同时 属于 和 和 如 的 所 有 元 素 的 集合 ， 
即 ANMB= ‘x:r€EAHzEB}, 
Venn 图 1-4(b) 中 的 阴影 部 分 表示 A 门 B. 
如 果 六 门 B== 字 , 即 A 与 B 没有 公共 元 素 ， 则 称 集合 AA 与 B 是 未 交 的 ， 


(b) 阴影 为 Am B 


图 1-4 
例 1.4 (a) 设 A={1,2,3,4',B 一 {13,4,5,6,7} ,C= {2,3,5:7), 则 
AUB= {1,2,3,4,5,6,7}, A MB= {3,4}, 
AUC={,2,3,4,5.7}, A MN C= {2,3}. 
《b) 设 C 表 示 大 学 全 体 学 生 的 集合 ,MM 表示 CC 中 全 体 男生 的 集合 ,而 下 表示 CC 中 全 
体 女 生 的 集合 . 因为 忆 中 的 成 员 不 是 男生 就 是 玄 生 ， 所 以 
MUF=C. 
另 一 方 而 ， 因 为 不 可 能 有 某 学 生 嫩 是 男生 又 是 女生 ,， 所 以 
MNF=$, 
集 人 对 的 包含 运算 与 集合 的 并 和 交 有 着 密切 的 关系 ,归纳 为 如 下 的 定理 . 
定理 1. 2 下 述 语句 等 价 :ASB,A 站 B 一 上 ,AUB 一 也 


第 ~- 章 集合 论 


注 本 定理 的 证 明 见 问题 1, 2?,ACB 的 其 他 等 价 条 件 在 问题 1. 37 中 给 出 ， 
集合 的 补 


回忆 前 述 , 在 某 一 特定 场合 我 们 所 讨论 的 集合 都 是 一 个 固定 集合 U 的 子 集 . 集合 A 的 绝 
对 补 或 者 简称 补 , 记 作 A' ,是 指 所 有 属于 UU 但 不 属于 A 的 元 素 构成 的 集合 . 即 
A {rieEU,reEA}, 
有 些 教科 书 中 用 4 或 和 记 有 AA 的 补 . Venn 图 1-5(a) 中 的 阴影 部 分 表示 A. 


图 1-3 


集合 B 关 于 集合 A 的 相对 补 或 者 简称 为 集合 4 与 B 的 差 , 记 作 A\B, 是 由 所 有 属于 和 但 
不 属于 B 的 元 素 构 成 的 集合 ， 即 . 
A\B= {rzr:rcteA,reB. 
集合 A\B 读 作 “A 减 B”, 有 许多 教科 书 中 将 A\B 写作 A 一 B 或 4A~B. Venn 图 1-5(b) 中 的 
阴影 部 分 表示 A\B. 
例 1.5 设 全 集 口 =N= {1,2,3,…}) 为 全 体 正 整 数 的 集合 , 令 
A={1,2,3,4}, B=1{3,4,5,6,7} C= {6,7,8,9). 
并 令 匠 二 12,4,6,8,…}) 为 全 体 偶 数 的 集合 。 测 
A = {5,6;7,8;"}, Br = {1,2,8,9,10,°)}, OC 一 {1,2,3,4,5;,10,11,.}, 
而 
A\B= {1,2}, ACS— {3,4,5}, B\A = {5,6,7}, C \E = {7,9). 
同样 可 得 访 = 二 {1,3,5,…) 为 全 体 正 冶 数 的 集合 ， 


集合 的 基本 积 


考虑 个 不 同 的 集合 A: ,As ,4 这 半 个 集合 的 基本 积 是 一 个 形 如 
A NAF NM Ar 
的 集合 ,其 中 A+ 或 者 是 A; 或 者 是 A,, 注意 :(1) 这 样 的 基本 积 共 有 2* 个 ;(2) 任意 两 个 这 样 
的 基本 积 是 不 交 的 ;(3) 全 集 U 是 所 有 这 些 基 本 积 的 并 (问题 1, 64), 下 面 给 出 这 些 基 本 积 的 
几何 描述 . 


A 
、 


图 1-6 图 1-? 
例 1.6 考虑 三 个 集合 A,B,C 列 出 这 三 个 集合 所 构成 的 八 个 基本 积 如 下 : 


阴影 为 4@8 
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P=ANBNC, P22-ANBNC,P=ANENMCG, 
P=ANBNC,P=ANBNCP=ANBNC, 
P=ANMNBNC, P=A NBNMC, 
这 从 个 基本 积 恰好 对 应 着 关于 集合 A,B,C 的 Venn 图 1 -6 中 八 个 不 交 的 区 域 . 


对 称 差 
集合 A 与 B 的 对 称 差 , 记 作 有 ABB, 是 所 有 属于 和 或 B 但 不 同时 昼 池 和 A 和 B 的 元 素 的 集 


合 . 即 

ADB= AU BNANEB. 
可 以 证 有 明 ( 问 题 1. 18) 

4 四 日 = (A\B) U (BVA). 
例如 ,假设 和 A 二 {1,2,3,4,5,6}) 而 B 一 {4,5,6,7,8,9}. 则 

A\B = {1,2,3}, B\A = {7,8,9}, 
从 而 
ABPB= {1,2,3,7,8,9}, 

Venn 图 1 ~ 7 中 的 阴影 部 分 表示 A 中 B. 


1.7 集合 的 代数 运算 和 对 侦 性 


集合 的 并 , 交 和 补 运算 满足 的 运算 规律 和 等 式 如 表 1 ~ 1 所 示 , 事实 上 ,我们 可 以 正式 地 叙 
述 如 下 . 
定理 1.3 和 集合 满足 表 1 - 1 所 列 规 律 . 


甫 1-1 集合 的 代数 计算 规律 


圭 等 律 
(lay 总 山 六 = 六 {1b) 六 门 六 = 入 
结 侣 律 
(2ay AUDUC=AU(BUO (2b) ANBNC=ANCBNG 
交换 律 
(3a) UB=BUA 《3b3 六 站 B=BNMA 
分 配 律 
{4ay AUCBNO=AUDNAUG 4h} AN CBUO = ANB CANC} 
同一 律 
(5a) 六 UU 中 一 六 (5b) ANMU=A 
(6a AULU=U (6b) A 们 中 = 中 
对 合 律 
(C7) 14 一 内 
互 朴 律 
(8a) AUA4e 一 吕 (8b) ANA= 中 
(9a) Ur= 中 (95) 中 "= 
De Morgan 律 
(10a) CALI BY):=ANE (1083 CANBY: =ArU He 


证 明 有 关 集 合 运算 的 等 式 有 两 种 方法 . 一 种 是 对 于 一 个 元 素 z, 去 验证 它 问 时 属于 方程 的 
两 边 ; 另 一 种 是 利用 Venn 图 , 例如 ,考虑 De Morgan 律 的 第 一 式 
(AUB}Y=A NE. 
方法 一 首先 证 明 CAUBY 守 A 门 Br. 如 果 xECAUB)》, 则 x 多 AUB. 于 是 ,x 人 A 上 且 
I 攻 B, 玛 此 XEA' 且 xEB', 于 是 xzEANMB:. 
然后 证 明 A' 门 Br 己 (AUB)'. 设 TEANB. 则 XzEA 且 XEB ,因此 x@A 且 x 人 FB. 于 


是 TEAUB, 从 而 XECAUB). 

我 们 已 经 证 明了 《AUB): 的 每 个 元 素 都 属于 4 门下 ,而且 A 站 Br 的 每 个 元 素 也 都 属于 
(4 出 B7. 这 两 方面 的 包含 关系 合 起 来 就 说 明了 等 续 两 边 的 集合 售 有 相同 的 元 素 , 即 (AU 避 六 
—A‘B. 

方法 二 、 由 AUB 的 Venn 图 1-4, 可 以 看 出 (AUB)' 为 图 1-8(a) 中 的 阴影 部 分 . 为 求 
和 ANB. 即 同 时 属于 Ar 和 Br! 的 区 域 ,我 们 用 一 和 神 斜 线 栎 出 六 ,而 用 另 一 种 斜 线 标 出 BF 如 图 
1~ 8(b). 然后 ,A' 门 Br 为 这 两 种 斜 线 交叉 的 区 域 ,如 图 1 -8c). 因为 标 出 (AU B)* 和 标 出 
闪 ' 们 EB 的 区 域 完全 相同 ,所 以 它们 相等 . 


(ta) 阴影 为 (LU 


me 


对 偶 


注意 到 表 1 - 1 中 的 等 式 是 成 对 出 现 的 ,如 (2a), (2b) 等 等 . 我 们 来 考察 如 此 成 对 出 现 的 理 
论 背 景 . 设 五 为 集合 代数 运算 的 一 个 方程 . 则 三 的 对 偶 正 * 是 由 将 EE 中 的 UU, 们 ,U 和 襄 和 依次 
替换 为 站 ,UU ,他 和 U 得 到 的 方程 . 例如 
‘UNAYUBNA)=A 


的 对 偶 为 

(CUVNGBUA)=A. 
在 表 工 - 工 中 成 对 出 现 的 运算 规律 恰好 是 对 侦 的 . 在 集合 的 代数 运算 中 ,对 偶 原 理 成 立 , 即 如 泉 
一 个 方程 下 成 立 , 则 其 对 侦 方 程 三 " 必定 成 立 ， 


1.8 有 限 集 和 计数 原理 


一 个 集合 称 为 有 限 集 ， 如果 它 怡 含有 xm 个 相 蜡 的 元 素 , 其 中 zm 为 某 非 负 整数 . 否则 , 称 集 
合 为 无 限 集 , 例如 , 空 集 必 和 英文 字母 构成 的 集合 都 是 有 限 集 ,而 全 体 正 偶数 的 集合 i2,4， 
6,…} 为 无 限 集 . 

我 们 用 记号 nctA) 表 示 有 限 集 4 中 元 素 的 个 数 , 有 些 教科 书 中 也 用 诸如 # (A),|A1 或 
card(A) 来 记 n(A》. 

引 理 1.4 如 果 有 ,8 为 不 交 的 有 限 集 , 则 AUB 为 有 限 集 且 

ntA ll B) = nA)+n(B). 

证 明 ”为 计算 AUB 的 元 素 个 数 ,首先 计算 A 中 元 素 的 个 数 . 因为 4 含有 nt5A) 个 元 素 . 
而 其 余 只 剩 那 些 在 B 中 但 不 在 4 中 的 元 素 . 由 于 A 与 号 不 变 , 召 中 任何 元 素 都 不 属于 4A, 因 
此 共有 xz) 个 元 素 在 B 中 而 不 福 A 中 ,从 而 nCAUB)==nCA) 填 ntB), 

当 及 与 B 相交 时 ,我 们 有 关于 nCAUB) 的 燃 似 公式 ,将 在 问题 1. 28 中 证 明 ， 

定理 1.5 车 入 与 B 均 为 有 限 集 , 则 AUB 与 4 门 B 均 为 有 限 集 , 且 

nAU BB) =n)iaB — nAf BB. 
利用 这 个 结果 ,我 们 可 以 得 到 关于 三 个 集合 的 类 似 公 式 ， 

推论 1.6 若 4,B 与 C 均 为 有 限 集 , 则 4UBUC 也 是 有 限 集 , 且 

nAUBLUO =n tatB nO — nANB nAN 0 
—ntBNO+nANBNC. 
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我 们 可 以 利用 数学 归纳 法 (1. 10) 将 这 一 结果 推广 到 任意 多 个 有 限 集 的 情况 . 
例 1.7 某 学 院 数 学 系 有 120 名 学 生 , 其 中 学 习 法 语 ,德语 和 俄语 的 人 数 情 况 如 下 : 
65 大 学 习 法 语 
45 大 学 习 德 语 
42 人 学 习 俄语 
20 人 学 习 法 语 和 德语 
25 人 学 习 法 语 和 俄语 
15 人 学 习 德 语 和 俄语 
8 人 学 习 所 有 三 种 语言 


全 f/f # /A 
SN 5 
人 < 


图 1-9 图 1-10 


设 下 ,G 和 RR 分 别 表 示 学 习 法 语 , 德 语 和 俄语 的 学 生 的 集合 . 我 们 希望 求 出 至 少 学 习 
一 种 语言 的 学 生 人 数 ,并 且 在 Venn 图 1- 9 所 示 的 八 个 区 域 中 填 上 正确 的 人 数 . 

由 推论 1. 6， 
nFUGUR) 

一 xf 下 nt OFn RAFNG—a FNR—nGNR) TAF NGNR) 

一 65 十 45 十 42 一 20 一 25 一 15 十 8 一 100. 

即 有 PEFUGUR) 一 100 个 学 生 学 习 至 少 一 种 语言 . 

现在 用 这 个 结果 来 填写 Venn 图 中 的 区 域 . 我 们 有 : 

8 个 学 生 学 习 所 有 三 种 语言 ; 

20 一 8 一 12 个 学 生 学 习 法 语 和 德语 但 没有 学 习 俄 请 ; 

25 一 8 二 17 个 堂 生 学 习 法 语 和 俄 滞 但 没有 学 习 德 语 ; 

15 一 8 一 ? 个 学 生 学 习 德 语 和 俄语 但 没有 学 习 法 语 ; 

65 一 12 一 8 一 17 二 28 个 学 牛 羽 学 习 法 语 ; 

45 一 12 一 8 一 ?一 18 个 学 生 仅 学 习 德 语 ; 

42 一 17 一 8 一 ?一 10 个 学 生 仅 学 习 俄 语 ; 

120 一 100 一 20 个 学 生 没 有 学 习 上 述 任 一 种 语言 

将 上 述 数 字 填 人 Venn 图 ,结果 为 图 1 - 10. 注意 ,其 中 有 28 十 18 一 10 一 56 个 学 生 仅 

学 习 一 种 请 言 . 


1.9 集 族 , 器 集 和 集合 的 划分 


给 定 集合 S, 有 时 我 们 需要 考虑 它 的 一 些 子 集 . 这 就 引出 了 集合 的 集合 问题 , 对 于 这 种 的 
情况 ,为 避免 混 清 我 们 用 集 类 或 集 族 ,表示 集合 的 集合 . 如 果 喜 要 考虑 某 给 定 集 类 中 的 某 些 集 
合 ,; 我 们 将 用 子 类 或 子 族 称 呼 它们 . 

例 18 假设 S=11,2,3,4}). 用 沁 表 示 S 的 恰好 包含 三 个 元 素 的 子 集 族 . 则 
oo {1,23, (12,4},11,3,4}, {2,3;,4})]. 
史 的 元 素 为 集合 {1,2,3) ,11,2,4}，11,3,4}， 12，3,4)}， 
设 邹 为 3 的 舍 元 素 2 和 其 他 两 个 元 率 的 子 集 族 ， 则 
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入 二 [1 ,2,3) {11,2,4),12,3,4}]. 
色 的 元 素 为 集合 {1,2;3},11,2,4}),{2,3,4}. 因为 甸 的 每 一 个 元 素 也 都 是 ws 的 元 素 ， 
于 是 寺 是 总 的 一 个 子 族 . (为 避免 混淆 ,有 时 我 们 用 方 括号 记 集 族 而 不 用 花 括 号 , ) 


睾 集 


对 于 给 定 的 集合 S, 我 们 可 以 讨论 其 所 有 子 集 的 族 , 这 个 族 称 为 集合 S 的 容 集 , 记 作 Pow- 
er(S). 如 果 $ 为 有 限 集 , 则 Power(S) 也 是 有 限 集 . 事实 上 ,PowertS) 的 元 素 个 数 是 2 的 nlS) 
方 赛 , 即 

n(Power(S)) 一 275) 
(由 此 ,S 的 知 集 有 时 也 记 作 2*,》 
例 19 设 S={1,2,3}. 则 
Power(S) = [2@,{1},{2}) .133 {1,2}),{1,3),12,3),S1]. 
注意 ,因为 好 是 3 的 一 个 子 集 ,所 以 空 集 话 属于 Power(S). 类 似 地 ,S 属于 Power(S). 
如 上 我 们 有 ,Power(S) 含 有 2 一 8 个 元 素 ， 


划分 
设 S 是 一 个 非 空 集合 , S 的 一 个 划分 是 将 S$ 剖 分 为 一 SN 


些 不 交 巷 的 非 空 于 和 集 , 确切 地 说 ,3 的 一 个 划分 是 S 的 一 族 
非 空子 集 {4;) ,满足 

《i》5S 中 每 个 元 于 a 属于 一 个 A,; 

Ci {A} 中 的 集合 互 不 相交 ， 即 若 4 和夫 4 , 则 4. 门 4， 图 1-11 
一 娩 


划分 中 的 子 集 称 为 胸腔 ，Venn 图 1-11 表示 将 挎 形 区 域内 的 点 集 划 分 为 4 ;As ,As ,A: 
和 as 五 个 胞 腔 . 
例 1.10 考虑 集合 S 二 {1,2,…,8,9 的 下 列子 集 族 ; 

CD) [i1,3,5) (2,6), (4,8,9) 1 

(ii CF{1,3,5), (2,4,6,.8} ,5,7,9)]; 

《ii {3,3,5), (12,4,6,8),{7,9}]. 
则 (不 是 S$ 的 一 个 划分 ;因为 7 不 在 其 中 的 任 -个 子 和 集中, (让 也 不 是 5S 的 一 个 划分 ,因为 
{1,3,5} 与 {5,7,9} 不 是 不 交 的 ,( 衣 ) 是 S 的 一 个 划分 . 


集合 返 蔓 的 推广 


前 面 , 我 们 对 两 个 集合 定义 了 并 和 交 运 算 , 这 些 运算 可 以 被 拓展 到 任意 多 个 有 限 或 无 限 
集合 . 
首先 考虑 有 限 集 , 设 A ,As 4。 均 为 有 限 集 , 这 些 集 合 的 并 和 交 分 别 定 义 为 

4 U As UU A 一 A 二 trizrE 4 对 于 某 个 Ai 


4 站 和 站 站 As 一 和 人 = 人 zezEA 对 于 每 个 4 
即 这 些 集 全 的 并 集 是 由 那些 至 少 属于 其 中 一 个 集合 的 元 素 构 成, 碳 交集 则 由 属于 每 个 集合 的 
元 素 构 成 
设 .为 任 一 个 集 族 . 集 族 x 中 集合 的 并 和 交 分 别 定义 如 下 ， 

UAAcD= {rrteA, 于 某 个 AE . 

NA:AE = {rz€ A 对 每 个 AE 动 ， 
即 并 集 是 由 那些 至 少 属于 集 族 < 中 一 个 集合 的 元 素 构成 ,而 交集 则 由 属于 集 族 中 每 个 集合 
的 元 素 构成 ， 


a lO + 
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例 111 考虑 集合 
Al={1,2,3,)=N,As={2,3.4,0) ,A ={3,4,5,00) ,0 A 二 {n,n 一 ],n 二 2， 
+ 
划 这 些 集合 的 并 和 交 分 别 如 下 ， 
UA :nnEN—N, MO, !nEN)=. 
De Morgan 律 对 于 上 述 拓 展 后 的 运算 间 样 成 立 . 即 
定理 1.7 设 芝 为 集 族 , 则 
DA: AEDI = CA :1 AED: 
CN : AE DI =U AA! AE.D, 


1.10 数学 归纳 法 


关于 集合 
N= {1,2,3,.°} 

的 一 个 基本 性 质 在 证 明 中 经 常 使 用 , 即 数 学 归纳 法 ， 
数学 归纳 法 原理 [ 设 呈 是 定义 于 正 整数 集合 N 上 的 一 个 命题 , 即 对 中 中 的 每 个 ”PCa) 或 
者 正确 或 者 不 正确 , 假设 已 具有 下 列 两 个 性 质 : 

Ci) P() 为 真 . 

(ii) 只 要 P(m) 为 真 ,PCez 十 1) 亦 为 真 . 
则 对 任意 下 整数 PP 为 真 . 

对 这 个 原理 ,我 们 不 给 出 证 明 . 事实 上 , 当 N 被 公理 化 地 引 人 时 ,这 个 原理 一 般 也 作为 公 
理 给 出 . 
例 1.12 设 命题 了 为 :前 n 个 奇数 的 和 为 nn, 其 

Pn:1 十 3 十 5 二 十 (2x 一 1) 一 7 
(注意 ,第 = 个 奇数 是 2n 一 1 而 下 一 个 是 2 十 1. ?省 ma 一 1 时 Pa) 为 真 , 即 


PCIiy》 :1 一 ]1:. 
假定 Po 为 真 ， 我 们 在 PC 的 两 边 同 时 加 上 22 十 1 ,得 
1 十 3 十 5 十 … 十 5622 一 1 十 (2 十 二 一 开 十 (2 十 1 一 (十 1 
这 就 是 PC 十 1), 即 当 Pen) 为 真 时 ,Pln 十 1) 也 为 真 . 根据 数学 归纳 法 原理 ,P 对 所 
有 的 2 成立 ， 
数学 归纳 法 原理 的 另外 一 种 形式 有 时 是 非常 有 用 的 . 尽管 形式 上 不 同 , 但 它们 却 是 等 价 
的 ， 
数学 归纳 法 原理 T 设 P 是 定义 于 正 整 数 集 N 上 的 一 个 命题 ,使 得 
Ci) PO) 鸭 真 . 
(ii) 当 对 于 所 有 的 1 所 <Zn, P(E) 为 真 时 ,有 Pm) 为 真 . 
则 忆 对 于 所 有 的 正 整 数 为 真 ， 
注 有 时 我 们 希望 证 明 命 吓 P 对 于 整数 集合 


{asa 十 la 十 2，**') 
为 真 , 其 中 a 为 任意 璇 数 ,也 可 能 为 零 , 这 可 以 通过 在 上 述 任 一 种 归纳 法 中 以 a 代替 1 得 到 . 
问题 与 解答 
集 与 子 集 
1,1 下 列 集 合 中 哪些 是 相等 的 ? 


人 人 53 人 1 {srrssst}, 


解 BF ”它们 全 部 相等 .因为 元 素 的 次 序 变 化 以 及 重复 不 改 变 集 合 本 身 ， 
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1.2 设 N= 二 :1,2,3,-…}， 列 出 下 列 集 合 的 元 素 . 
(a) A={x TEN3<r< 121， 
(by BB 二 {x XEN,X 为 偶数 , 自 x<15). 
(0) C={x: rEN,4+z=3}. 
解 FF ca) A 由 3 到 12 之 间 的 正 整数 组 成 ,因此 
上 二 67,8.9,10,11}. 
(by B 由 小 于 15 的 正 偶数 组 成 ,因此 
B= 12.4,6;8,10,12,14}. 
《ec) 因为 满足 4 十 x=3 的 正 整数 不 存在 ,所 以 上 没有 元 素 . 换 旬 话说 ,C= 0. 
1.3 考虑 下 列 集合 
多 ，A={1}, B={1,3}), C={,5,9}, D= {1,2,3,4,5}, 
EFE=1{],3,5719}, US= 12 9)， 
在 下 列 每 对 集合 之 间 , 正 确 填 写 忆 或 竺 符号 ， 
(a) CG, A; (hb)} A, B; (cy B, C; (d}) B, E, 
(e) C, DD; fy CC, EE; tg} 人， E; th)y D, U. 
前 (ma CEA, 因 为 好 是 任意 集合 的 子 集 . 
《b) ACSB, 因 为 A 的 惟一 元 素 1 属于 5. 
《BCSC, 因 为 3E 呈 但 3 人 
(d) BCE, 因 为 虽 的 全 部 元 素 局 于 瑟 . 
te) CED, 因 汶 9EC 和 但 9¢€D. 
(Dy CEE, 因 为 C 的 元 素 都 属于 也 . 
【 音 ) TOX 二 王国 为 2E 忆 但 3 人 大. 
(hl PE 因为 也 的 元 素 都 属于 志 . 

I.4 已 知 集合 4 一 (2,3,4,5 日 一 {z :xzEN,z 为 偶数 ). 证明 A 不 是 B 的 一 个 子 集 ， 
洲 电 :只 要 证 明 A 至 少 有 一 个 元 素 不 属于 召 即 可 . 显然 ,3E 及, 但 是 由 于 8 的 元 素 必须 是 偶数 ,所 
以 3 如 号 从 而 4 不 是 吾 的 子 集 ， 

1.5 证 明 集 合 A={2,3,4,5} 是 集合 C={1,2,3,…,8;,9} 的 一 个 真子 集 . 

潍 tp 因为 A 的 每 一 个 元 案 都 属于 C, 所 以 AGEC; 另 一 方面 ,1EC 但 1&A, 故 4XC. 于 是 由 是 CC 
的 一 个 真子 集 . 
集合 的 运算 
在 问题 1. 6 一 1. 8 中 ,已 知 集合 
A= {1,2,3,4,5}, B= {4,5,6,7}, C= {5,6,7,8,9}), 
D= (1,3,5,7,9}, FEF= {2,4,6,8}, F= 1{1,5,9), 
并 给 定 全 集 为 [7 一 (1,2，…，9}， 

1.6 求 

(ay AUB 和 ANMB; (bl BUD 和 和 BND; (ey AUC 和 ANMC; 

(dd) DUE 和 DMNE; (ey EUE 和 ENME; (fy DUF 和 DNME. 

财 s7 回忆 XUY 由 恬 于 XX 或 Y( 或 局 于 两 者 ) 的 元 素 组 成 ,而 X 门 Y 由 同时 属于 文 和 Y 的 元 素 构 
成 . . 

(tay ALJB={1,2,3,4,5,6,7}， AA 门 B= 一 {4,5}. 

hb) BUD={1,3,.4,5.6,7,9}, BND=15,7}. 

《cy AUC={1,2,3,4,5.6.7,8,9}=L, ANMC=1!5}, 

(td) DUE={1,2,3,4,5.6,.7,8,9}—=L, DME=2. 

ey ELE={2,4,6,8}=E, ENMNE={2,4,6,8}=E, 


。12 ， 
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工 , 了 


1.8 


1.9 


(fy DUF={1,.3.5:7 9} =D, DMNMNF={1,3.9}=F. 

注意 到 FSGSD, 所 以 根据 定理 1.2 我 们 有 DUF= 吕 及 DNF=FF. 

求 (a) Ar,Br,D: ,Fi;(b) A\B,B\A,D\E,F\D; (ec) ADB,CPBD, EDF. 
解 -3 ”回忆 

(1) 补 集 XK 由 在 全 集中 但 不 在 久 中 的 元 素 构成 . 

《21 差 集 X\Y 由 属于 X 但 不 属于 Y 的 元 素 构成 . 

(3) 对 称 差 XEBY 由 属于 三 或 了 但 不 同时 属于 两 者 的 元 素 构成 . 

因此 ， 

ta) A =—{67,8,9);B ={1,2,3,8,.9) ;CO—{2,4,6,8}—~E:E:=—={]1,3,5,7,9}=0. 
(b) A\B={1,2,3}1B\A=16,7) :DN\E={1,3,5,7,9}=D:F\D=2. 

(c) ABB= {1,2,3,6,7} ;C BD={1,3,8,9};E PDFS={2,4,6,8,1.5,9}=EUF. 
求 (a) A CBU EY; Cb) CAN\EY' (Ce) CANDMNB; CD (BNDU CNE). 
解 涩 PCa) 首先 求 出 BUE 一 {2,4,5,6,7,8}. 然后 A 和 CBU 包 (2,4,5}. 

(b A\E=—{1,3,5}. 则 CA\EY: ={2,4,6,7,8,9). 

(o AND={1,3,5}). CANDIMNB= {1,3}. 

(d) BNF 一 {5} 而 CNE=16,8). 于 是 (BUCCNE)==45,6,8}. 

证 明 :不 必 BC 可 以 有 和 AMmMB=ANMmC. 

证 部” 设 A={1,2),B={2,3} 而 C={2,4). 则 有 A 站 mB={2),AMmC={2}. 于 是 A 门 B 一 A 站 mC, 但 是 
BC. 


Yenn 图 
1.10 对 于 Venn 图 1-1(c) 中 标 出 的 任意 集合 4, 忆 ,请 用 阴影 标 出 下 列 集 合 ， 


(a) ANB:; Cb) (CB\AY., 
区 ji ca) 首先 用 一 种 方向 的 剑 线 (/ /站 标 出 A. 再 用 另 一 种 方向 的 崖 线 (AAW) 标 出 6:( 即 外 部 


的 区 域 ), 如 图 1 - 12Ca) 所 示 , 两 种 斜 线 交 灵 部 分 即 为 交 A 门 Br ,如 图 11-13(b) 所 示 . 注意 ANMB = 
4vB. 事实 上 ,有 时 将 A\B 定 义 为 A 门 了 B. 


图 1-:12 


(a) 阴影 为 B\4 


图 1-13 


(b) 首先 标 出 B\4( 即 如 的 区 域 但 不 在 4 中 的 部 分 ) ,如 图 1- 13(a). 热 后 ,这 个 阴影 以 外 的 部 分 即 为 
《BAY ,如 图 1- 13(b} 所 示 . 


1.11 试用 Venn 图 表示 分 配 律 ANMmCBUO=CANBUANMO. 


解 :g 如 图 1- 14(a), 画 三 个 相交 的 加 表示 及 ,B,C 然后 ,如 图 1 - 145b) ,将 各 用 一 种 斜 线 标 出 ， 
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而 BUC 用 另 一 种 斜 线 标 出 , 则 两 种 斜 线 相 交 部 分 即 为 上 入 (有 JUJC),， 如 图 1- 14(c} 所 示 , 下 一 步 ,分 
别 标 出 态 门 B 和 和 六 门 性 ,如 图 1- 14 ; 则 总 的 被 标 出 部 分 即 为 (A 门 BYU C&M 吕 ;如 图 1- 14(ey, 
比较 图 1-14Cc} 和 1-14(e), 即 得 分 配 律 A 站 CBU 一 ANBUCANGCY. 


fb) 阴影 为 4 与 BU 二 te 阴影 为 4m (BU OY 


亿 ) 天 影 为 4 站 8 与 ANC 人 el 阴影 为 (中 BU [IANO 
图 1-14 


1.12 确定 下 列 命 题 是 否 为 真 . 
Si: 我 的 所 有 朋友 都 是 音乐 家 . 
Sz :约翰 是 我 的 央 友 . 
Ss :我 的 邻居 都 不 是 音乐 家 . 


5; 约翰 不 是 我 的 邻居 ， 
解 :内 ”由 前 所 S 和 S; 得 到 Venn 图 1- 15. 由 S:, 约 输 属 于 与 邻居 集合 不 交 的 朋友 集合 ,于 是 论 


证 有 效 . 
图 1-15 
有 限 集 和 计数 原理 
1,13 判定 下 列 集 合 何者 为 有 限 集 ， 
(a) 4 一 { 一 年 中 的 季节 )}， (bh) 号 一 { 美 国 的 州 }; 
《c) CC 一 (小 于 1] 的 正 整 数 }; (d) 口 一 {奇数 }; 


(e) EF 二 { 数 12 的 正 整 数 因子 }; ”中 FF={ 生 活 在 美国 的 猫 }. 

解 汪 。” (a) 因为 一 年 中 仅 有 四 个 季节 ,所 以 A 是 有 限 集 ,nCA) 一 4 

《b) 因为 美国 只 有 50 个 州 ,因此 B 为 有 限 集 ,n(B)=50. 

Ce) 小 于 1 的 正 整数 不 存在 , 故 习 为 空 集 ,当然 是 有 限 集 ,xaCC) 一 0. 

〈d 了 是 无 限 集 . 

(e) 数 12 的 正 叉 数 因子 为 1,2,3,4,6,;12, 因此 E 为 有 限 集 ,n( 户 ) 二 6. 

‘尽管 很 难 确 定 生活 在 美国 的 猫 的 数字 ,但 是 在 一 个 确定 的 时 刻 , 生 活 在 美国 的 猫 一 定 只 有 有 限 
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内 ,因此 下 为 有 限 集 . 
1.14 在 对 60 个 人 进行 的 一 项 调查 中 ,得 到 下 列 结果 ， 
25 人 阅读 ¢ 新 闻 周 刊 》 杂 志 . 
26 人 阅读 $$ 时代 》 杂 志 . 
26 人 阅读 《幸运 》 订 志 . 
9 人 阅读 & 新 闻 周 刊 》 和 《4 幸运 ?两 种 杂志 . 
11 人 阅读 4 新 闻 周 刊 和 和 时代》 两 种 杂志 ， 
8 人 阅读 《时 民 》 和 《幸运 两 种 杂志 . 
3 大 阅 读 上 述 所 有 的 三 种 杂志 . 
Ca) 求 出 至 少 阅读 一 种 杂志 的 人 数 ， 
(pb) 设 NT,E 分 别 表示 园 读 4 新 闻 周 刊 》《 时 代 》 和 和 《幸运 》 架 志 的 人 的 集合 ,请 在 
Venn 图 1- 16(a) 中 的 八 个 区 域 中 分 别 填 上 正确 的 人 数 ， 
Cc) 求 出 只 较 读 一 种 杂志 的 人 数 ，. 
解 了 a) 我 们 需要 求 出 wntNUTIUFY， 由 推论 1.6， 
naCNTUF) 
=nCND Fa DF IA NN TA NMDA TN HnANMN TNE) 
一 站 十 26 + 26—11] 一 9 一 8 十 3 
一 52. 
(bl 所 需 Venn 于 1-16(b) 获 得 如 下 : 
3 人 图 读 所 有 3 种 杂志 . 
11 一 3 一 8 人 阅读 k 新 闻 周 刊 ? 和 《4 时代? 而 不 是 所 有 三 种 杂志 . 
9 一 3 一 6 人 阅读 (新 闻 周 刊 ) 和 和 (幸运 } 而 不 是 所 有 三 种 杂志 . 
8 一 3 一 5 人 阅读 4 时 代 绩 M 季 和 运 3 而 不 是 所 有 三 种 茶 志 ， 
25 一 8 一 6 一 3 二 8 人 仅 阅 读 ( 新 闻 周 刊 》 
26 一 8 一 5 一 3 一 1]0 人 人 奴 立 读 《 时 代 消 
26 一 6 一 5 一 3 一 12 人 仅 疗 读 4 幸 运 》 
60 一 52 一 & 人 不 阅读 上 述 任 何 一 种 杂志 . 
Cc) 8 十 10 十 12 一 30 人 仅 阅 读 一 种 杂志 . 


(a) {hb) 
图 1-16 
集合 的 代数 运算 和 对 偏 


1. 15 写 出 下 列 各 方程 的 对 侦 : 
(a) (UNADU BN A = 和 
(b) (ALUBUO=(AUO NAUBY, 
(ce CANDNGUAN=Y; 
(d CANMNDNMNA= YZ. 
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解 呈 ”在 每 个 方程 中 交换 吕 与 站 和 1 与 各. 
Ca) CUANBUA=A; 
tb) (ANBNO =ANCO UaANBY: 
Ce) CAU PHDU (UNA Y=U; 
cd} CAULY UA=U. 
1,16 证 明 交 换 律 :(a) ALJB=BUA; (by AB=BN 站 MA. 
证 于 (a) AUB={zx!xEA 或 zEB} 一 lz :xEB 或 xEA}==BUA. 
《by AUB={zr: xEA HxEB:=—{r: zxEBHA rEA}=BUA. 
1.17 证 明 ;,CAUBI 站 {AUB)=A, 


证 晤 
论述 理由 
1. AUBNCAUB})S=AU BNF) 分 配 律 
2 BNF = 互补 律 
3. (AUBINCAYUB) =AUY 代 换 
4 六 吕 名 = 二 A 恒 等 律 
5 CAUBNAURF)=A. 代 换 


1,18 证 明 :CAUBNCA 门 B= 二 LABYU BVMAY. (于 是 ,这 两 者 都 可 以 用 来 定义 4 由 B. ) 
性 gE ”利用 X\Y 二 XY 和 表 1-1 中 的 定律 及 De Morgan 律 .可 得 
ALBMN ANMB) 
AUDMNANBY 
—=(ALUBNMNCA UE) 
=ANMNAIUANB?IU BNAYU BNE) 
=BUANBIU BNAYIUZ 
=~{ANMNBOUBNA) 
=(A\B)U CB\A). 


集 类 


1.19 写 出 集合 A=[{1,2,3},{4,5} .16,7, 8 的 元 素 ， 
解 晤 4 是 一 个 集 类 ,其 元 素 为 集合 {(1,2,3} ,14,5}.16,7,8)}. 
1.20 考虑 问题 1. 19 中 的 集 类 AA, 判断 下 列 命题 是 否 正确 . 
《al 1EA: Ch) 1123 (cy {16,7,8) EA; Cd) {{d,5} SEA (eGEA: 
(CEA. 
解 二 ”(a) 错误 . 因为 1 不 是 A 的 一 个 元 素 . 
tb) 错误. 因为 11,2,3} 是 入 的 个 元 素 , 而 不 是 A 的 一 个 子 集 ， 
(ce) 正确 . 因为 {6,7,8}) 是 A 的 一 个 元 素 . 
《d 正确 . 因为 {{4,5)} 是 一 个 以 {4,5} 作 为 元 娄 的 集合 ,是 A 的 一 个 子 集 . 
(Ce) 错误 . 空 集 不 是 六 的 一 个 元 京 ,已 知 集合 4 中 所 列 出 的 三 个 元 察 并 没有 空 集 . 
(人 正确 ， 空 集 是 任意 集合 的 子 集 ,当然 也 是 一 个 集 状 的 子 集 . 
1.21 确定 集合 态 二 {a.b,c,d} 的 穴 集 Power(A). 
甫 名 ”因为 Power(A) 的 元 素 为 上 的 子 集 ,所 以 
PowerCA}=[A,{abc}, {abdl lac ad} {ocd}, (adi {asc}, 
ard} 十 sc bd} {cd} (ay, {by, {ec}, {dy eo] 
由 此 所 知 ,Power(.A) 具 有 2 一 16 个 元 素 ， 
1.22 设 5={ 红 , 蓝 , 绿 , 黄 ). 试 判断 下 述 何 者 为 S 的 划分 ， 
(a) Pi 一 [{ 红 ),{ 蓝 , 绿 )]. {by Ps 一 [1{ 红 . 蓝 , 绿 , 黄 }]. 
{0) 户 一 [人 7,{ 红 ,; 蓝 },{ 绿 , 黄 }]， {dd) P, 一 [i! 蓝 ),! 红 , 黄 , 绿 )j. 
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杂 题 


1.27 


解 FF (fa) 不是, 因为 纳 不 属于 任 一 胞 腔 ， 

(了 b) 是 , 因为 P; 是 S 的 一 个 仅 含 惟一 元 素 S 的 划分 . 

(ce) 不 是 , 因为 空 集 六 不 能 属于 一 个 划分 . 

《d) 是 . 因为 5S 的 每 个 元 素 愉 出 现 于 一 个 胞 腔 中 . 

求 5 二 :1,2,3} 的 一 个 划分 . 

解 PF ”注意 到 SS 的 划分 只 能 包含 1,2 或 3 个 胞 腔 . 对 应 于 这 些 胞 腔 数 的 划分 如 于 ; 
(1):[LS1. 

(2:1, (2.3) C{2},11,3)7, [CL{3),{1.2}]. 

C3);[L{1}, {2},{3}]. 


证 明 命题 :前 n 个 正 整 数 之 和 为 亡 n(n 十 1). 即 


PC) 1 十 2 十 3 十 十 nn 二 3 n(n 1)， 
证 晤 ”因为 
Ply, 1 一 去 (DCL+1). 


所 以 , 当 #==1 了 时, 合 题 成 立 . 
假定 Pn) 成 立 , 我 们 在 PCn) 的 两 端 分 别 加 上 rz 十 1, 得 
] 十 2 十 3 十 … 十 n 十 (x 十 1) 


nn 十 1) 十 tn 十 1> 


1 
2 
一 去 [naGz+D 十 20p 十 1 


一 去 [ce 十 Da 二 2 ]， 


这 就 是 Ptn 十 1). 即 当 户 () 为 真 时 ,PG 十 1 也 为 真 .根据 归纳 原理 ,PP 对 所 有 正 整 数 n 成 立 . 
对 于 mo 证 明 下 列 命题 成 立 ， 
Pa) 1 十 2 十 天 十 2 十 和 十 2 一 2 一 1 
证 畦 ”因为 1 一 2 一 1 ,所 以 P(0) 成 立 ， 
假定 Ptn) 成 立 ,我 们 在 PO) 的 两 端 同时 加 上 2”! ,得 
1 十 2 十 傣 十 中 十 如 十 2 
二 2 一 1 二 2! 
一 262 3 一 1 
一 2 一 |， 
这 就 是 Pan 二 1i), 即 当 Pa 为 真 时 ,Pa 十 1) 也 为 真 . 根据 归纳 原理 ,了 对 所 有 ?0 成 立 ， 
证 明 .(A 站 BCACCAUB) 和 ANMnBICBCCAUB), 


证 时 因为 A 人 间 B 的 每 个 元 素 都 同时 属于 妇 和 B, 所 以 有 车 +ECAMmMB), 则 rEA, 即 CANMmB) 导 
访 , 进 丽 , 苦 zEA, 则 EtaUBN 由 4UB 的 定 这 ), 所 书 对 {AUBY), 嫁 上 得 到 (A 门 BYCACCtAU 


月 .向 理 可 证 (A 站 BC BCCAUBR). 
证 明定 理 1.2: 下 列 是 等 价 的 :ASB,A 站 B=A 以 及 AUB=B. 


证 ”假设 太守 8B 并 且 xz€A, 则 xE€B, 因 此 xEA 站 mB 日 ASAN 站 mB. 据 问 题 1. 26,(4 门 BSCSA. 从 
而 入 门 B 二 A 另 一 方面 ,假设 AA 门 B 一 A 有 目 设 XE A. 则 xECANMB), 因 此 xEA 且 xEB. 从 而 AGB. 


上 述 两 个 方面 的 结果 说 明 4 呈 B 与 4 门 B 一 A 等 价 ， 


再 惧 设 和 ASSB. 设 xECAUB). 则 xEA 或 EB 如果.zEA, 则 因 有 SB 有 xE B, 在 两 种 情况 下 殉 有 
I 全 B. 因 此 六 UBCB. 由 问题 1,26,BESAUB, 从 而 A43UB=B. 现在 很 设 AUB=B 且 设 xEA. 列 由 集 


合并 的 定义 有 xz 所 AUB. 因此 TE B 一 AUB. 从 市 ASB, 综合 土 述 有 ASB 等 从 于 AUB=B. 


第 一 章 集合 论 


于 是 .ACB,ANMm8=A 以 及 A JB=B 是 等 价 的 . 
1.28 ”证 明定 理 1,5; 荐 入 与 B 均 为 有 限 集 , 则 AUB 与 4 门 B 都 是 有 限 集 , 且 
nAlLB=nA tnB) nA NN By. 
证 :由 ”车 A 与 上 B 都 是 有 限 集 , 则 显然 AUB 与 4 门 B 均 为 有 限 集 . 
假如 我 们 首先 求 4 的 元 素 个 数 , 再 求 B 的 元 素 个 数 , 则 所 有 在 上 4 门 妃 中 的 元 素 都 被 计算 了 两 次 . 因 
此 ， 
mAlB = ntA)T+nB) -nt BB, 
另 法 (局 题 1. 3 ,A 为 ANB 与 A 人 NB 的 不 奖 并 . 量 为 BVA 与 4 门 B 的 不 交 并 ,A4UB 沟 A\B,ANMmB 和 
BB\A 的 不 交 并 . 根据 引 理 1. 4， 
nA =ntA\B Tn AN Btn BA) 
—~ntA\BY+TaANN BAB tacANB—n(ANB 
一 HA Tn BY—ntAF BY. 


补 充 题 


集 和 和 子 集 


1.29 下 列 集合 中 ,哪些 是 相等 的 ? 

有 B= 二 {rT: Tr 二 +3=0}; 五 一 人 x3ri+2=0}; CC—{x': EN ra; 

DD 二 {zr : 二 EN 二 为 再 数 ,ze<<5} E={l,2); Fll,2,1}; G={3,1}; H={1,1,3), 
1.30 设 全 集 为 已 = {a,5,c,…,y,z}), 列举 下 列 集 合 的 元 宫 . 进而 ,如 果 存 在 , 找 出 其 中 相等 的 集合 . 


点 一 (全 汶 元 音字 母 } B= 二 (x!: 工 为 单词 little 中 的 字母 }; 
C 一 { 人 zsz 在 字母 了 的 前 面 }#; 品 一 {x : 工 鸭 单词 title 中 的 字母 }. 
1.31 设 上 一 (1,2, 39，B 一 1244 08) CC 一 人 35 79 一 13,4: 5 一 13, 5 在 下 述 条 件 下 ,上 述 集 
全 中 何者 可 以 等 于 集合 XX? 
(a) 天 与 吾 不 变 。 Ch 及 守 品 但 半 和 BB. 
Cc) 玉 所 让 倡 交 壬 C. 《d XEC 但 瑟 革 4 
集合 的 运算 


在 问题 1. 32 一 1 34 中 , 设 订 一 信人 23 8 一 位 25.8j 再 一 人 57 一 人 359 
1,32 求 (a) 由 门 旦 与 各 门 C (b) AUB 与 BUC;(te 由 与 误 *， 
1.33 求 (mAvB 与 ANC (bY ABB 与 ABDC. 
1.34 求 (al CALJOMNBsthb) CAU BY ;Ce (BB BONA. 
1.35 设 A={aBcdel B={a bdy fg .C={b,ce yb) DD={d ,ef ,gh}. 求 


Ca} ALB; ‘by BNC; Co C AD 《9 4 门 CBUDD; 
Ce) B\CCU Ds (DD CANDUYUB; Cg) CAUDNC: (hy BNMNCNMND, 
(DC \AMND:; 0) APDB; (k) ABC: (CABIDNE. 


1.36 说 4, 瑟 为 任意 集合 .证 明 : 
(a) 六 是 AAB 与 A 的 不 交 并 . 
tby AAUB 蚌 A\B,AMmB 及 BM\A 的 不 交 并 . 
1.37 证 明 下 列 命题 
{a) 三 B 当 且 公 当 二 门 召 :一 他， 
tb) AB 当 且 促 当 站 WB=U. 
《ce) ACB 当 上 且 公 当 B' 竹 A. 
《gd AACB 当 且 仅 当 A\B= 到. 
(与 定理 1. 2 的 辣 果 相 比较 ) 
1, 3 了 8 证明 吸 收 律 :C2) AUIADmB) 一 上 by ANCAUB)=A. 
1.39 公式 AB 一 A 门 B* 利用 交 和 补 运算 定义 了 集合 的 差 运算 . 试 求 一 个 公式 利用 交 和 补 定义 集合 的 并 运算 . 


* 总 * 
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Vemmn 图 
I 和 对 于 Venn 图 1 - 17 所 示 的 上 集合 及 ,上 B,CC; 标 出 下 列 集 合 : 人 
(a) A\CBUOY; (hy ANCBUO: Co ANONB). /\ NN 
1. 41 利用 Venn 图 1-6 和 例 1.6, 特 下 列 每 个 集合 写 为 基本 积 a 
的 不 交 并 . 


《al ANCBUOY, thy A NCBUO, tc) AU BO), 
1.42 画 出 Venn 图 表示 集合 六 ,B,C 其 中 4 己 也 . 集 台 旦 与 局 


图 1-17 
不 变 , 但 是 点 与 C 有 公共 元 素 . 
集合 的 代数 运算 和 对 偶 
1.43 写 出 下 列 方程 的 对 偶 . 
Ca AUB= CB NA Y., 《by A= 人 NA UAND. 
Ce AUCANB)=A. (Cd) (ANDIUCA NB UANBYIUA NB =U. 


1.44 利用 表 1~1 中 的 定律 证 明 下 列 等 式 . 
Ca) (ANBIUCANB)=A. 
(bl AUCANB)=A. 
(0 AUB= CANBIUA NB UANAD). 


有 限 集 和 计数 原理 


TI. 45 ”判定 下 列 集 合 中 何者 为 有 限 集 . 
(4a) 平行 于 工 轴 的 直线 的 集合 , 
(Cb) 全 体 英文 字母 的 集合 . 
《c) 能 被 数 5 整除 的 数 的 集合 . 
Cd) 地 球 上 的 动物 的 集合 . 
Ce} 方程 
x 二 226x177x + 7 一 1l0=0 
的 解 的 集合 . 
(过 原点 (0,0) 的 加 的 集合 . 
1.45 ”利用 定理 1.5 证明 推 论 1.6: 苦 4,B,C 为 有 限 集 , 则 4UBUC 也 是 有 限 案 , 且 
HAAUBUO =n(AY Fn BY HAO —ntAND—n ANOD—ABNODO -aa 站 BmC)， 
I. 条 为 了 调查 消费 者 对 于 汽车 中 的 (A) 空 调 ,(R) 收 音 机 ,5P) 电 动 窗 等 三 种 流行 可 选 件 的 需求 俩 向 ,大 们 对 
一 个 地 方 销 告 商 此 出 的 25 辆 新 汽 丰 进行 了 一 次 调查 ,结果 如 下， 
15 辆 车 装 有 空调 . 
了 轿车 装 有 收音 机 ， 
11 辆 车 装 有 电动 窗 ， 
5 辆 同时 装 有 空调 和 电动 窗 . 
9 辆 所 时装 有 空调 和 收音 机 . 
4 辆 同时 装 有 收音 机 和 电动 窗 . 
3 辆 后 时 选择 了 上 述 三 种 配件 . 
求 下 列 数据 ; (a) 仅 有 电动 窗 ;(b) 公有 空调 ;cec) 仅 有 收音 机 ;Cd) 具有 收音 机 和 电动 窗 但 没有 空调 ; 
te) 具有 空调 和 收音 机 但 没有 电动 窗 ;人 ) 仪 选择 一 种 配件 ;tg) 没有 选择 上 述 尾 何 一 种 配件 . 


集 类 


1. 特 求 起 ={1,2,3,4,5) 的 苦 集 PowerCA). 

1. 特 给 定 册 一 [ta ac ,td re; 用 J. 
Ca) 判定 下 述 正确 与 否 : 
{DD aEA, OD {cEA, Ci}y {de EA, CW tad} EA, CW BA 
(Cb) 求 4 的 笑 集 ， 


第 一 章 集合 论 


1.50 设 4 为 有 限 集 , 旦 xA4) 一 mm 证明 Power(Ay 具 有 2 个 元 素 . 
期 分 


让 §1 设 下 二 {1,2,…,8,9}. 判定 下 列子 集 族 是 否 为 天 的 -… 个 划分 . 
(ay [{1,3,6},{2,8},{5,7,9)]. 
(by [{1,5,7},12,4,8,9),{3,5,6}], 
Cey Cf2,4,5,8},{1,9} ,13,6.7)], 
dy E{1,2,.7},13,5}, {4,6,8,9),.{3,5) 1]. 
1.52 设 S 一 11,2,3,4,5,6}. 判定 下 列子 集 族 是 否 为 SS 的 一 个 划分 ， 
tay Pi=[{11,2,.3},.11,4,5,6}]. (Cb) Ps =[{1,2},43,5,6}], 
Ce} Ps=[{1,3,5},{(2,4},{6}], (d) 已, 一 [11;3.5} ,12,4,6,7}1. 
1.53 ”判定 下 列子 集 族 是 否 为 正 轿 数 集 NN 的 一 个 划分 . 
(aD Lin: n>5}, {n+ <c5) 
(Ch) [as n>5}, {0}, {1,2,3,4,5}]. 
Ce [fn: 11) tn m11}]. 
1. 54 设 L4A， + 和 [Bi :B; :"*;B, | 者 是 某 集 合 的 划分 . 证 明 集 族 
P=[AN Bi= le mi = bn 
也 是 忒 的 一 个 划分 [ 称 为 交 灵 划分 }. 注意 我 们 删除 了 空 集 必 . ) 
.55 设 半 ={1,2,…,8,9}. 对 于 半 的 下 述 给 定 划 分 , 求 出 其 交 灵 划分 . 
Pi=[{1,3,5,7,9},12,4,6,8} ]， P;=[{1,2,3,4},{5,7},(6,8,9}]. 


Venn 图 与 论证 


1.56 求 一 个 Venn 图 说 明 下 列 论证 正确 . 
Si : 异 儿 是 不 讲理 的 . 
Sz :没有 人 瞧不起 能 管理 鲫鱼 的 人 ， 
Si :不 讲理 的 人 被 人 瞧不起 . 


SS: 要 儿 不 能 管理 旺 鱼 . 
《本 例 引 自 Lewis Carroli 著 # 符 号 逻辑 ) ,他 也是 + 爱丽 华 温 游 如 境 } 的 作者 》 
1.57 妈 定 下 列 假设 条 件 ; 
Si 所 有 字典 都 是 有 用 的 . 
全; 玛 莉 只 有 传奇 小 说 . 
5S;: 传奇 小 说 剖 没 有 用 处 . 
试 确定 下 列 结论 是 否 成 立 :(a) 传奇 小 说 不 是 字典 .(b) 玛 莉 没 有 字典 . Cc) 所 有 有 用 的 书 都 是 字典 . 


归纳 法 


1.58 ”证明 ;2 十 4 十 6 十 十 2n 一 n(n 十 1). 
1.59 证 明 ;1 十 4 十 ?十 "… 十 (3n 一 2) 一 2nt3n 一 1》, 


、 1 1 1 1 1 
1.60 证 明 :T 3 二 35 十 5 7 十 十 [2 一 15 二 条 二 丙 十 1 


nen 1 (2n 二 1) 
一 6， 


让 人 证明: 十 兰 十 哇 十 … 十 于 一 


杂 题 


1.62 设 N 二 11;2,3,…"} 为 全 集 , 并 和 且 A={z: I 和 6} 1B={x :4 和 TE9}) ,C={1,3,5,7,9},D= {2,3,5,7, 
申 . 求 :a) A BB; (b} BBC ANCB BD; Cd) CANBIDAND, 

1.63 证 明 对 了 克 差 的 性 质 : 
(DAP 图 品 一 CABBIBC (结合 律 )， 
(D AB=B 四 4 《交换 律 ). 


a D0 


bk 


hk 


jp 


i 
a A 


.41 


.42 


47 


.9 


离 散 数学 


证) 车 4 中 8 一 4 中 C, 则 8 一 C 《消去 律 ). 

(Civ) 由 门 上 四 口 一 (4 站 B) 四 (mc (分 配 律 ). 

在 一 个 全 集 中 考 虚 n 个 不 同 的 集合 态 1 ,As，… ,A 证明， 
(a) n 个 集合 存在 2 个 基本 积 ， 

Cb) 任意 两 个 基本 积 为 不 交 的 . 

《ce) UU 为 所 有 基本 积 的 并 . 


补充 题 答 案 


B=C=E=F; A=D=G= HH. 

A={areriroru}; B= D={l,itel ;C= {asb,c,d,e}. 

(a) CS 与 FE; Ch} DSE; Cc) A,B,D;: Cd 无 . 

ta} ANMNB= {2,5}; ANC=1{1,5}. (by AUB={1,2,5.6,7}; BUC={1,2,3,5,7,9}. 《cy 站 一 {3:4， 
7,.8,9}; C=—={2,4.6,8}. 

(ay AB=!{1,6}; AC—{2,6', tb) ADBS={1.6,.7}; ABDC= {2,3.6,7.,9}. 

Ca) CAUOMNB= {1,.3,6,9}, Ch) (AUB)={3,4,8,9}, (0) (BBOMNAS—{3,9). 

(Ca) {arbscsd, eri g}s Cb) {bg}; 《cy {bc}s Cd) {arbdye}s Cey ta}s Cf) {arbd, efrg}; Cg) {ad, 
fy; hy {g}s CD By 0) {eresf yg} CY {fasd,y hys CD {csh}. 

UB=CA BY, 

见 图 1-18. 


{a) (b) (c) 


图 1-18 


a) ANBNOUANBNOIUANBE MNO. 

(by ANBNOYIUANBNOUANE NG. 

Ce) ANBNOUANBNOCIUANENOUANBNOIUANENMC). 

不 存在 这 样 的 Venn 图 . 如 果 4 与 操 有 一 个 公共 元 素 , 设 为 了 ,上 且 ACEB, 则 > 也 必须 属于 如 .于 是 于 和 
C 也 必须 其 有 一 个 公共 元 素 . 

(WANB=CB UADY); (bh) A=(B UANAUD: (CO ANCAUBSA; 

cd) AUBNCA UB NAUBINA UE Y=. 

(a) 无限 ; (bl 有 限 ; (<) 无 限 ;td) 有 限 ; (e) 有 限 ; CD 无 限 ， 

如 图 1- 19, 首 先 将 Venn 图 中 的 4 空调), 民 (收音 机 ), 丈 5 电动 

窗 ) 填 上 已 知 数据 . 然后 ,(a) 5; Cb) 4; (c) 2; (d) 4; Ce) 6: (DD 

11; tgy 23; €h) 2. 全 
Power(4) 具 有 中 一 32 个 元 素 如 下 : Na 
[更 11 人 2 (13 415 人 112 1 3) (1,4), 《1 5) 2， 3)， 全 :全 
{2,4} ,12,5},13,4}, {3,5}, 145 1 2 3，1134 (1:2,5]， 
{2,3,4},{2,3,5} {3.45} (1 3 4 1335} {1 ,4,5) ,12,4,5}, 

{1 ,23.471 2,3.5) 11 24 5} {1 3 和 5} (2 34 5) 4]. 
{a) fi) 槽 ; (这 错 ; 《ii 对 (iv 对 :wy 对 。(b) 注意 到 nt) 一 
3; 所 以 PowertA) 具 有 凡 一 8 个 元 素 . 

Power(A) 一 (向 ,[fa {ey Liab {drer fy [eye 及] Lasb} ds Le [tad,e, f} 1 } 


2 


图 1-19 


第 一 章 集合 论 


1.50 设 z 为 Power(A) 中 的 任意 一 个 元 素 . 对 于 每 个 aE 有 轨 , 存 在 两 种 可 能 性 :aE A 或 4a 多 A. 得 是 4 中 具有 
驶 个 元 京 ,因此 共有 2X2X*…X2 一 2” 个 不 向 的 集合 站 即 Power(4) 具 有 22 个 元 素 . 

St (ay 否 。(b) 否 . (c) 是 , (dd) 是 . 

52 (a) 否 ，(b) 宵 , tc) 是 ， (dd) 否 ， 

53 (a) 和 将，(b) 和 否 . (c) 是 ， 

55 P=E{l,3},{5,7},19,,{2,4}, {8}]. 

56 由 三 个 前 提 得 到 Venn 图 ,如 图 1 - 20. 婴儿 的 集合 与 能 管理 鲍鱼 的 人 的 集合 是 不 交 的 . 换言之 ,结论 S 
成 立 ， 


Fi” 


能 痊 理 钥 鱼 的 人 


图 1- 20 


1.57 由 三 个 前 提 得 到 Wenn 图 ,如 图 1- 21. 由 此 图 得 到 结论 (a) 和 (Cb) 为 真 . 而 结论 'c) 错 误 ; 因 为 可 能 存在 
非 字 典 的 有 用 的 书 . 


传奇 小 说 


一 2 


1.62 ta {1,2,3,7,8,9); tb) {1,3,4.6,8}; Le) 123 人 46 (Cd) 12 3 4.6). 
“注意 (co) 二 (d).) 


。 2 ， 


第 二 宣 甘 EE 
2.1 引 宫 


在 数学 和 计算 机 科学 中 使 用 的 许多 关系 比如 “小 于 ”, “平行 于 ”,“ 子 集 "* 等 等 已 经 为 读者 所 
熟悉 . 实际 上 ,这 些 关 系 是 考虑 在 一 个 确定 的 次 序 下 的 成 对 的 事物 之 间 的 某 种 联系 存在 与 否 . 
规范 地 ,我 们 利用 这 些 “ 有 序 侦 ”来 给 出 关系 的 定义 . 

有 三 种 关系 在 本 书 中 将 起 重要 作用 , 即 (i) 等 价 关系 (说 序 关系 ,(ii) 函 数 关 系 . 等 价 关系 
主要 在 本 章 研 究 , 序 关 系 在 此 处 引信, 将 在 第 十 四 章 中 讨论 . 加 数 关 系 将 在 下 一 章 研 究 . 

如 上 所 述 , 关 系 将 由 元 素 的 有 序 偶 a, 如 来 定义 ,这 里 a 作为 第 一 元 索 ,而 5 则 是 第 二 元 
素 . 特别 地 ， 

{ab) = (eq) 
当 且 仅 当 a 一 c 且 b 一 4. 于 是 ,fa 六 天 (asa) ,除非 a 一 5, 这 与 第 一 章 关 于 集合 的 讨论 不 同 ,在 
那里 交换 泡 素 的 次 序 是 无 所 谓 的 ,比如 13,5} 一 15,3)， 

尽管 矩阵 将 在 第 五 章 中 讨论 ,但 作为 对 关系 的 完整 讨论 ,我 们 将 在 本 章 引 人 惩 阵 与 关系 的 

联系 . 但 是 对 于 不 具备 矩阵 概念 的 读者 ,在 首次 阅读 本 章 时 ,可 以 略 去 有 关 秆 阵 的 节 . 


2.2 集合 的 积 


考 虚 任意 两 个 集合 A,B, 称 所 有 有 序 偶 <a; 外 的 集合 为 态 ,B 的 积 或 管 卡 儿 如 ,其 中 a€E 有 A， 
bEB，A,B 的 积 记 作 A xB, 读 作 “A 叉 B”. 由 定义 . 
AxXB= {lab :a ABtE BB). 
我 们 也 常 将 AXA 写 为 A?. 
例 2,1 及 表示 实数 集 , 因 此 民 一 RXR 为 全 体 有 序 实数 侦 的 集 
合 . 如 图 2 -1, 对 于 将 Rt 表示 为 平面 上 的 点 的 集合 , 读 
者 已 经 司空 见 惯 . 这 里 每 个 点 P 表示 一 个 有 序 实 数 偶 
(ap) ,反之 亦 然 . 过 已 的 重 线 和 水 平 线 分 别 与 x 轴 ,y 轴 
变 于 ea 和 上 了 常 称 为 备 卡 儿 平 面 . 
例 2.2 设 A={1,2}, B={a.58,c}. 则 
AXB={( ,0 (DD), Ce), C2,a) 2b, C2,c)), 
BYXYA={(a,1) Ca.2) ,Hh 1 (0,2) {0,1), Ce,2)). 
且 


AXA={(1,1) ,1,2) ,2,1), (2，2)，， 

在 上 例 中 ,有 两 点 值得 注意 . 首先 ,AXB 天 BX A. 笛 卡 儿 积 由 有 序 偶 定义 ,构成 积 的 集合 

的 次 序 自然 就 十 分 重要 . 第 二 , 记 集 合 S 中 元 素 个 数 为 nt5S) ,我 们 有 
nAXB=6=2:3= nA :nn(B). 

捉 实 上 ,对 于 在 何 的 有 了 腿 集 及 ,B, 均 有 nC(AXB) 一 nCA)*， ntB). 因为 对 于 任意 的 有 拳 侦 (<， 
,元素 a 共有 n( 六 ) 种 可 能 选择 ,而 对 于 a 的 每 一 个 选择 ,5 又 都 有 nCB) 种 可 能 选择 ， 

集合 的 积 的 概念 可 以 推广 到 任意 有 限 多 个 集合 . 对 于 任意 的 集合 A1 ,As ，… ,A,;: 称 全 体 
元 有 序 组 (a ?如 3 ,ar 的 集合 为 A + 人 2 Csi ,A 的 积 , 记 作 


AxAx…xA， 或 [1[a;， 
i—l 


其 中 ,a EAias 所 六 sar 蕊 训 ,. 如 同 将 AXA 记 为 A 一样, 我 们 也 将 % 个 A 的 积 AXxAX 
… x 有 A 记 作 A 例如 ,Ri 一 RXRXR 即 为 通常 的 三 维 实数 空间 ， 


站 


2.3 关 系 


我 们 首先 给 出 一 个 定 尽 . 
定义 ” 设 六 ,B 为 集合 .AXB 的 全 一 子 集 称 为 从 A 到 B 的 一 个 二 元 关系 或 简称 关系 . 
假定 咏 是 从 六 到 的 一 个 关系 . 则 民 是 一 个 有 序 介 的 集合 ,在 每 个 有 译 偶 中 ,第 一 元 素 
来 自 4 而 第 二 元 素来 自 马 . 即 对 于 每 一 对 e 和 所 有 得 了 ,下 列 两 种 情况 怡 具 其 一 ; 
(Da 所 民 , 称 a 与 吉之 间 具 有 关系 展 , 记 作 aRb. 
(Ci) (Ca; 相 代 民 , 则 4a 与 吉之 间 不 具有 关系 民 ,ia 作 aRb. 
如 果 及 是 集合 六 到 自身 的 一 个 关系 , 即 有 是 4 一 4XA 的 一 个 子 集 , 则 称 尽 是 4 上 的 一 个 关 
RR 的 定义 域 是 属于 R 的 有 序 偶 的 第 一 元 素 的 集合 ,而 称 所 有 第 二 元 素 的 集合 为 民 的 值 
域 . 
涉及 nn 元 有 序 组 的 n 元 关系 将 在 2. 12 中 引信, 此 处 在 没有 特别 声明 的 前 提 下 ,关系 一 词 
总 是 指 二 元 关系 . 
例 2.3 f(a) 诈 有 A= 仁 ,2,3),B 二 (xyyyz); 且 民 二 f(y) (lz 3 则 玉 是 4x 吾 的 -- 
个 子 集 , 因 此 尺 是 从 4 到 了 的 一 个 关系 . 相对 于 这 个 关系 ， 
lRy, 1lRz; 3Ry， 但 1Rzx, 2Rzx, 2Ry, 2Rz, 3Rr, 3Rz. 
RR 的 定义 域 为 {1,3) , 值 域 为 {y,z). 
(b) 设 和 AA={ 鸡 蛋 , 奶 ,玉米 },， B 二 {奶牛 .山羊 , 母 鸡 }. 我 们 可 以 定义 由 A 到 B 的 关系 
民 为 :Ca; 丰 ER 如果 a 由 6 生产 . 妈 
民 二 人 鸡蛋 ; 母 鸡 ) ,( 奶 .奶牛 ),( 退 ,山羊 外 . 


相对 于 这 个 关系 ， 
鸡蛋 民 母 鸡 ， 奶 及 奶牛 ， 等 等 ， 

Cc) 假定 我 们 说 两 个 国家 相 都 是 指 两 个 国家 具有 公共 的 国境 线 . 那么 ,“ 相 邻 ” 就 是 志 
界 上 国家 之 癌 的 一 个 关系 RR, 于 是 

(意大利, 瑞典) E R， 但 是 “加拿大 ,墨西哥 ) ER. 
Cd) 集合 的 包含 于是 集 族 上 的 一 个 关系 , 例如 ,任意 给 定 一 对 集合 有 ,8, 则 ACB 或 
者 4 生日 二 者 必 具 其 一 . 
Ce) 整数 集合 ZZ 上 的 一 个 为 人 熟知 的 关系 是 “m 整除 x". 这 个 关系 的 通用 记号 为 , 当 
让 整除 总 时 , 记 和 天 1 于 是 ,6|130 而 ?了 | 25. 
(fy 考虑 平面 上 直线 的 集合 工 . 则 重 直 上 是 1 上 的 一 个 关系 , 即 任意 给 定 一 对 直线 a， 
5 则 az 或 了 bo 二 者 必 有 具 其 一 . 同样 ,平行 于 也 是 1 上 的 一 个 关系 ,a | & 或 者 


a 上 5 二 者 必 具 其 一 . 
(g) 设 4 为 任 一 集合 .4 上 的 -一 个 重要 关系 为 相等 . 
ilaay :a 和 cEtA} 
通常 记 作 “二”. 这 个 美 系 也 称 汶 集合 A 和 的 恒 笔 或 对 角 线 关系 , 记 作 A 或 简 记 为 
六 
kh) 设 委 为 任 一 集合 , 则 AXA 各 都 症 和 AAXA 的 子 集 ,因而 也 都 是 4 上 的 英 系 ,分 
别称 为 完全 关系 和 空 关 系 . 
这 关系 


设 民 为 从 集合 A 到 B 的 任意 一 个 关系 , 民 的 北 , 记 作 尺 ,是 将 民 中 的 有 序 偶 逆转 后 的 有 
序 偶 的 集合 ,是 一 个 从 吾 到 4 的 关系 . 即 
Ri= {pa}: (Cab) ER). 
例如 ,从 集合 A 二 {1,2,3) 到 B 二 {x,y,2} 的 美 系 民 二 1(1,y) (1X) 33 的 北 为 


+ 24 +» 离散 数学 


民 1 一 本 
亚 然 , 如 果 民 是 一 个 关系 , 则 (一 六， 同样 地 ,R 的 定义 域 和 值 域 分 别 等 于 RR 的 值 域 和 
定义 域 . 进而 , 知 民 是 集 台 人 上 的 一 个 关系 , 则 尺 也 是 集合 A 上 的 一 个 关系 ， 


2.4 关系 的 图 示 


我 们 首先 来 看 实数 集 R 上 的 一 个 关系 3$, 即 S 为 下 一 及 XR 的 一 个 子 集 ，, 

因为 Re 可 以 表示 为 平面 上 的 点 的 集合 ,我 们 可 以 通过 标注 平面 上 属于 S 的 点 来 图 示 5. 
关系 的 图 示 有 时 也 称 为 关系 的 图 ， 

通常 ,一 个 关系 由 满足 某 给 定 方 程 

Etxy}=0 

的 有 序 实数 侦 构 成 . 我 们 通常 将 该 关系 与 这 个 方程 
等 同 , 称 ECz,y) 一 0 为 关系 . 
例 2.4 考虑 由 方程 
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定义 的 关系 S 即 S 由 所 有 满足 给 定 方程 
的 有 序 实数 掉 (x,») 攀 成 , 泳 方程 的 图 像 是 
以 原点 为 圆心 ,5 为 半径 的 圆 ,如 图 2- 2. 


有 限 集 上 关系 的 图 示 


设 AA,B 为 有 限 集 . 下面 给 出 图 示 从 和 到 8B 的 关 
系 民 的 两 种 方法 . 

(让) 构造 一 个 矩阵 ,以 A 的 元 素 和 B 的 元 察 分 别 标注 其 行 与 列 , 对 于 aEA 和 bEB, 视 a， 
5 是否 具 有 关系 民 , 往 4a 行 和 询 交 叉 处 标 .上 1 或 0. 这 样 得 到 的 矩阵 称 为 关系 答 阵 . 

(io 在 两 个 不 交 的 碟 形 区 域 中 分 别 写 下 4 和 B 的 元 素 , 当 4,5 具有 关系 R 时 , 刚 画 一 个 
自 a 到 4 的 第 头 . 这 样 得 到 的 图 示 称 为 关系 的 箭头 图 . 

图 2- 3 分 别 用 两 种 方法 图 示 了 例 2. 3 中 的 第 一 个 关系 . 


CiD 
R={(],y),{1,2) (3,7)} 


图 2-3 


集 上 关系 的 有 向 图 


当 尺 为 有 限 集 到 自身 的 关系 时 ,可 以 用 另 一 种 方法 给 出 及 的 图 示 . 我 们 首先 写 下 给 定 集 
合 的 元 素 , 对 于 每 一 个 元 素 x, 如 果 工 与 元 束 y 之 间 具 有 关系 及 ,我们 就 画 -~- 个 自 工 到 >y 的 箭 
闷 . 这 祥 得 到 的 图 形 称 为 关系 的 有 向 图 . 例如 ,图 2-4 即 为 集合 A 二 {1,2,3,4; 上 的 关系 
R= {C2) ,2,2) ,2,4) ,63,2) ,03,4), (4,1),(4,3)} 
的 有 向 图 . 注意 2 与 2 具有 关系 民 , 所 以 在 图 上 有 一 个 从 2 到 自己 的 简 头 . 
有 癌 图 将 在 第 从 章 中 作为 独立 单元 详细 研究 . 我 们 在 这 里 提 到 它 是 为 了 完整 说 明 其 用 途 . 


2.5 甘 系 的 合成 


设 六 ,B,C 为 集合 ,; 且 民 为 从 A 到 B 的 一 个 关系 ,S 为 从 B 到 C 的 一 个 关系 . 即 尺 为 A x 
B 的 子 集 ,5S 为 BXxC 的 子 集 , 则 由 RR 和 S 决定 了 从 A 到 人 C 的 一 个 关系 , 记 作 R。S, 定 义 为 
afR。S)c 如 果 对 于 茶 6 后 BB 我 们 有 aRb 且 6Sc. 
妈 
及 :SS 一 (ac ! 存在 bE 日 使 得 te: 的 € R 有 (b,c) € 5S}. 
关系 民 *5 称 为 R 与 S 的 合成 ,有 时 也 简 记 为 RS. 
设 及 为 集合 4 上 的 一 个 关系 , 即 尺 为 4 到 自身 的 关系 . 则 RoR 为 及 与 它 自己 的 合成 ,有 
时 记 作 形 . 类 位 地 ,天 一 诬 * 民 一 RR: 民 ,等 等 , 由 此 ,对 于 所 有 的 正 整 数 ,我 们 可 以 定义 RF". 
注意 ”有些 书 第 将 尺 与 $ 的 合成 记 为 SR 而 不 是 R"S. 因为 对 于 函数 了 和 g ,我 们 一 般 
用 gf 表示 了 与 g 的 复合 ,与 此 一 致 ,就 得 到 了 关系 的 合成 的 上 述 记 法 . 在 阅读 参考 书 时 ,请 
读者 注意 其 中 的 符号 与 本 书 的 异同 , 然而 , 妆 考 虑 -一 个 关系 民 与 自身 的 合成 时 ,记号 民 * 民 是 不 
会 产生 混淆 的 
如 下 例 所 示 ,关系 的 箭头 图 可 以 几何 地 直观 描述 合成 R*S. 
例 2.5 设 A={],2,3,4}, B={aybcdl ,C=irx,y te 
R= {yay (Dd 30) 3,0 (3.d)}, 
S= {hr} hr) ,Cery) Cd)}. 
如 图 2-5, 考 虑 及 与 5S 的 箭头 图 . 注意 到 有 一 个 箭头 从 2 到 4, 继而 又 有 一 个 箭头 从 
9 到 z. 我 们 可 以 把 这 两 个 第 头 视 为 一 条 “和 连接 ”2E A 和 xzEC 的 “路 ”于 是 ， 
因为 2R4a 生 adSz 所 BM 2{R .5)z. 
类 似 地 ,从 3 到 zx 和 从 3 到 z 各 有 一 条 路 ,所 以 
3(RR Sx HH 3(R。S)z。 
再 没有 其 他 连接 A 与 C 的 元 囊 的 路 ,所 以 
Re S= {((2,2) ,3,7} ,3,2)}, 


Ws 
= 一 一 一- 
而 RY 
图 2-5 
关系 的 合 咸 与 矩阵 
这 里 介绍 求 RS 的 另 一 种 方法 . 设 Mk 和 Ms 分 别 表示 关系 RR 和 S 的 矩阵 . 则 


a pr a XT YY 这 
2 WE 
Mi=2 Io000 1| 日 MM.;= 11 0 1 
3 1 1 0 1| col10 
4 D000 0 d 0 0 Ll 
将 Mi 与 Ms 相 号 ,得 矩阵 
XT YY 区 
1 i 00 
M= MMs=2 |0 0 1 
3 |1 02 
4 lo oD 
这 个 窍 阵 中 的 非 零 元 案 表 示 其 所 对 应 的 元 素 具 有 关系 及 :5S. 于 是 ,M 一 MM 与 Mx.s 的 非 零 


元 素 所 处 的 位 置 相同 . 
下 面 的 定理 表 戎 ,关系 的 合成 满足 结合 律 . 
定理 2.1 谋 有 ,B,C,D 为 集合 .假定 尺 为 从 A 到 BB 的 关系 ,S 为 从 8B 到 CC 的 关系 ,了 为 
从 忆 到 DD 的 关系 . 则 
(Ro S)o T=R:*(S. T). 
本 定理 的 证 明 将 在 问题 2. 11 中 完成 . 


2.6 上 典型 关系 
给 定 集合 4. 本 节 讨 沦 定 义 于 集合 A 上 的 一 些 重要 的 典型 关系 . 
自 反 关系 


集合 和 A 上 的 关系 民 称 为 自 反 的 ,如果 对 于 每 个 aEA, 总 有 aRa, 即 如 盯 对 每 个 4a€E A， 
ay) 忆 R, 因此 ;如果 存在 aEAA, 使 得 ta,a) 多 RR, 则 RR 不 是 自 反 的 ， 
例 26 设 AA=11,2,3,4). 对 于 A 上 的 如 下 关系 ; 
Ri={(11),(1,2),(2,3),(1,3),(4,4)} 
Rs—={(1,.1) ,1,2),(2,1) ,2,2),C3,3) ,4,4)} 
R={(1,3),(2,1)} 
及 :一 所 , 空 关系 
玉 ; 一 入 XA, 全 关系 
试 确 定 何 者 为 自 反 关系 . 
因为 A 包 合 4 个 元 素 , 所 以 好 举人 和 上 的 某 关 系 民 和 包含 了 四 个 有 序 侦 (1,1),(2,2)， 
《3,3) 和 (4,4)， 则 民 为 与 反 的 , 于 是 上 述 只 有 Rs 和 人 金 关系 R: 一 入 XA 为 自 反 的 . RI， 
及 和 Rs 都 不 是 自 反 的 ,比如 (2,2) 不 属于 其 中 的 任 一 个 . 
例 2.7 对 于 下 列 五 个 关系 , 试 判定 何者 为 自 友 的 ， 
(1) 整数 集合 上 的 关系 志 ( 小 于 等 于 关系 )， 
(2) 集 类 虱 上 的 集合 包含 关系 ， 
(3) 平面 上 直线 的 集合 工 上 的 关系 上 (垂直 关系 )， 
(4) 平面 上 直线 的 集合 工 开 的 关系 | (平行 关系 ). 
《5) 正 整 数 集合 N 上 的 整除 性 关系 | 注意 ,如 果 存 在 > 使 得 zz=y 则 工 |37)， 
尖 有 系 63) 不 是 自 反 的 ,因为 直线 不 与 自身 垂直 , 同样 , (42 不 是 自 反 的 ,因为 直线 不 与 自 
身 平 行 . 其 余 关 系 都 是 自 反 的 , 即 对 工 中 任意 整数 x, 有 zx 所 x; 对 于 CC 中 任意 集合 A， 
有 44 对 于 N 中 任意 正 整数 pm, 有 lm， 
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对 称 和 反对 称 关系 


集合 4 上 的 关系 民 称 为 是 对 称 的 ,如 果 由 eaRp 必 可 推出 5Ra, 即 只 要 (Ca, 了 DER, 则 ,a) 
ER, 于是, 如果 存在 a,P 志 RR, 使 得 Ca; 让 ER 但 人 6,a} 多 RR, 则 民 不 是 对 称 的 . 
例 2.8 tia) 试 确定 例 2.6 中 所 列 关 系 何 者 为 对 称 的 ， 
《b) 试 确定 例 2, 7 中 所 列 关系 何者 鸭 对 称 的 . 
(a) R, 不 是 对 称 的 ,因为 ,2)E Ri, 但 是 (2,1) FR， 又 因为 (1 ,3)ER, 但 (3,1)& 
民 ; ,所 以 R; 不 是 对 称 的 . 其 余 关 系 都 是 对 称 的 . 
Cb) 关系 | 是 对 称 的 ,因为 车 直线 a__5, 则 5 1a. 辣 样 ,因为 若 a 有 5; 则 上 5 有 a, 所 以 平 
行 关系 也 是 对 称 的 . 其 余 关系 都 不 是 对 称 的 , 例如 ,3 所 4 但 是 4 才 3;{1,2} 守 {1,2,3}， 
但 蚌 {1,2,3} 壬 {1,2:;2|16 但 是 642. 
集合 4 上 的 关系 民 称 为 反对 称 的 ,如 果 aRp 上 日 5Ra 则 必 有 a 二 Bb. 即 愉 要 ta; 们 ,5,2 ER 
就 有 a= 于 是 ,如 果 存 在 a5 A 使 得 (a, 刀 与 (6,a) 都 属于 民 , 但 是 a 了 关 5, 则 民 不 是 反对 称 
的 . 
例 2.9 (ca) 试 确定 例 2. 6 中 所 列 关系 何者 为 反对 称 的 ， 
《b) 试 确定 例 2.7 中 所 列 关系 何者 为 反对 称 的 . 
(a) R; 不 是 反对 称 的 ,因为 (1,27 和 (人 2,1) 者 属于 尽 : ,但 是 1 才 2. 类 似 地 ,全 关系 Rs 不 
是 反对 称 的 . 其 余 关 系 都 是 反对 称 的 . 
tb) 关系 所 是 反对 称 的 ,因为 只 要 a5 上 且 5 委 ae ,就 必 有 a= 二 5. 集合 的 包含 关系 握 是 反 
对 称 的 ,因为 只 要 ACB 且 BCA, 必 有 入 = B. 同样 地 ,N 上 的 整除 性 关系 是 反对 称 
的 ,因为 只 要 吉 |n 且 n|m; 就 必 有 mm 一 n. 注意 ,整数 集 上 的 整除 性 关系 不 是 反对 
称 的 ,比如 3| 一 3 划一 313,; 但 是 3 关 一 3. ) 上 不 是 反对 称 的 ,因为 85 且 Ba 但 ap 
是 相 蜡 直线 . 同样 地 , || 也 不 是 反对 称 的 . 
注 ”对称 与 反对 称 关系 并 不 是 互 道 的 . 例如 , 美 系 尺 =1(1,3),《3,1), (2,3)} 既 不 是 
对 称 的 也 不 是 反对 称 的 . 另 一 方面 ,关系 R 二 {1.1),(2,2)} 则 既是 对 称 的 又 是 反对 
称 的 . 


传递 关系 


集合 4 上 的 关系 尺 称 为 是 传递 的 ,如 果 aR5 日 5Re; 则 有 aRc; 即 只 要 (a18) ,Ca,c)ER， 
就 必 有 (Ca,c) 所 R, 于 是 ,如 果 存 在 a:5,cEA 使 得 Ca 信介,cERR, 但 (ao 和民 , 则 民 不 是 传递 
的 . 
例 2.10 {a) 斌 确定 例 2. 6 中 所 列 美 系 何 者 为 传递 的 . 
(b) 试 确定 例 2.7 中 所 列 关 系 何者 为 传递 的 . 
《a) R; 不 是 传递 的 ,因为 (2,1),(1,3) ER 但 是 (2;3) 人 Rs 其余 关系 都 是 传递 的 . 
《h) 关系 过 ,对 ,| 是 传递 的 . 好) 若 e 委 0pEc 则 a 委 ci 车 ASB 且 BSC, 
则 4SEC Gi 着 alB8 自 Blc; Wale. 
另 一 方面 , | 不 是 传递 的 ,因为 由 a 15,5 iLc 不 能 推出 a Lc. 因为 任何 直线 不 与 自身 平行 ， 
故 由 a 上 5,5 ia, 而 aia 知 ,平行 关系 中 不 是 传递 的 . (注意 ,平面 上 直线 集合 L 上 的 “平行 且 


等 于 ?是 传递 关系 , ) 
关系 的 传递 性 质 可 以 利用 关系 的 合成 来 措 述 , 对 于 4 上 的 一 个 关系 民 ,定义 
R=R°.R 
更 一 般 地 ， 
R" ~ R”™! »R. 
我 们 有 下 列 结论 . 


定理 2.2 一 个 关系 尺 是 传递 的 当 且 仅 当 对 于 ”= 六 1 有 R*CSR. 


2.7 闭 包 性 质 


对 于 给 定 的 集合 4 ,考虑 其 上 所 有 关系 构成 的 集 族 , 设 9 为 这 些 关系 的 一 个 性 质 , 比如 对 
称 或 者 传递 等 等, 我 们 将 具有 性 质 9 的 关系 称 为 一 个 -关系 . 集合 A 上 关系 R 的 8- 闭 包 是 
一 个 -关系 ,满足 对 每 个 包含 RR 的 -关系 S 有 
REFR) SS, 
RR 的 子 - 闭 包 记 作 9(R), 对 于 自 反 ,对 称 ,传递 关系 R, 记 


reflexivet R), symmetrictR), transitive(R) 


分 别 表示 其 闭 包 . 
一 般 地 ,六 CR} 未 必 存 在 . 但 是 ,在 某 些 条 件 下 , 宁 ( 有 ) 总 是 存在 的 . 假设 乡 是 一 个 性 质 ,至 
少 存在 一 个 包含 民 的 乡 -关系 ;而且 任意 多 -关系 的 交 仍 然 是 一 个 多- 关系 . 则 可 以 证 明 ( 问 题 
2. 16) 
F(R) 一 门 1S:S 是 儿 - 关 系 , 且 RCS}. 
于 是 ,我 们 可 以 由 “下 降 法 ”来 求 得 多 CR), 即 箱 用 关系 的 交 , 但 是 通常 我 们 希望 通过 "上 升 法 ” 
来 求 多 (CR , 即 在 有 民 中 添加 元 素 以 获得 银 (R). 下 面 我 们 讨论 这 种 方法 . 


自 反 闭 包 和 对 称 闭 包 


下 面 的 定理 告诉 我 们 如 何 篇 易 地 求 得 一 个 关系 的 自 反 闭 包 和 和 对称 闭 包 . 记 An 一 
{asa) ?a 世态 } 表 示 六 上 的 对 角 线 或 恒 等 关系 . 
定理 2.3 证 及 为 集合 A 上 的 一 个 关系 . 则 
(iD RUAa 为 RE 的 自 反 闭 包 . 
(ii) RUR- 1 为 R 的 对 称 闭 包 . 
换 旬 话说 ,reflexivecR) 可 以 通过 在 RR 中 简单 地 添加 那些 不 属于 R 的 对 角 钱 元 案 Ca,a) 而 
得 ,为 求 得 symmetrieCR} ,只 要 对 每 个 属于 R 的 有 序 偶 (a ,在 民 中 添加 有 序 偶 (B,a)， 
例 211 dca) 考 虚 集合 4 一介,2,3,4} 上 的 关系 
| R= {1,1),(1,3),(2,4),63,1),(3,3),(4,3)). 
则 
reflexive(R)—RU {2,2) ,4,4)}, symmetrietR)=RU {4,2),(3,4)}, 
(Cb) 考虑 正 整数 集合 N 上 的 关系 过 (小 于 }. 则 
reflexive( < 一 过 是 太 二 所 二 ab) as， 
symmetrict<) 一 < 一 人 ab) rad), 


传递 闭 包 
设 丸 为 集合 4 上 的 一 个 关系 .回忆 R* 一 Re 民 以 及 R" 一 R*-1。RR. 定 义 
R* =UR. 
下 列 定理 成 立 . 


定理 2.4 FR'* 是 关系 尺 的 传递 闭 包 . 
设 A 为 含有 nn 个 元 素 的 有 限 集 . 我 们 在 第 九 章 讨论 有 呵 图 时 将 证 明 
R*—RUR UU UR". 
由 此 可 得 下 面 的 结果 . 
定理 2.5 设 RR 为 食 n 个 元 素 的 有 限 集 A 上 的 一 个 关系 , 则 
transitiveCR} ~ RUR Uw Rr". 
当 A 的 元 素 个 数 很 多 时 , 求 transitive(R} 需 要 大 量 的 时 间 . 在 第 八 章 中 将 给 出 一 个 有 效 
的 方法 .这 里 我 们 举 -一个 简单 的 例子 ,其 中 入 只 有 3 个 元 素 . 
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例 2.12 考虑 集合 A 一 {1,2,3) 上 的 关系 
RR 一 {f1,2) 2 31 03，37， 


则 
RR: 一 FR。 R= (1,3),(2,3),(3,3)}, 及 3 一 R: -RR 一 {01.3) ,2,3),(3,3)}. 
由 此 ， 
transitive(R) = RU R?: UR’ = (C1.2),02,.3) .03,3) ,1,3))., 
2.8 等 价 关系 


设 5 为 非 空 集合 . S 上 的 关系 民 称 为 一 个 等 价 关系 ,如 果 尺 是 自 反 的 ,对 称 的 和 传递 的 
即 S 上 的 关系 民 称 为 等 价 关系 ,如 果 及 基 有 下 列 三 条 性 质 : 
(1) 对 每 个 aES, 有 aRa. 
《2 如果 aR5b, 则 bpRa. 
《3) 如 果 aRb BpRe , 则 aRe., 
等 价 关系 的 另 一 层 涵 义 是 , 它 是 集合 中 元 素 的 一 个 分 类 ,在 同一 类 中 的 元 素 在 基 种 意义 上 是 
“一 样 的 ”. 事实 上 ,任意 集合 上 的 元 素 之 间 的 相等 关系 “一 " 吏 是 一 个 等 价 关 系 . 即 
《1) 对 每 个 aE€ES, 有 a 二 a, 
C2) 如 果 a 二 86, 刚 6 一 a. 
3) 如 果 4a=85 B56=c; 贡 a= 二:. 
下 面 的 例子 给 出 另外 一 些 等 价 关 系 ， 
例 2.13 (a) 考虑 欧 氏 平面 上 直线 的 集合 工 与 三 角形 的 集合 工 , 则 “平行 或 恒 同 "是 L 上 的 一 
个 等 价 关 系 . 而 全 等 与 相似 均 为 工 上 的 等 价 关 系 . 
(b) 以 物种 来 给 动物 分 类 , 即 “ 属 于 同一 种 ”的 关系 ,是 所 有 动物 集合 上 的 一 个 等 价 
关系 . 
Cc) 集合 的 包含 关系 壬 不 是 一 个 等 价 关系 . 它 是 自 反 的 和 传递 的 ,但 不 是 对 称 的 . 因 
为 显然 A 呈 B 并 不 意味 着 BSA. 
《d) 设 zr 为 一 个 取 定 的 正 整 数 . 两 个 整数 a 和” 称 为 是 模 m 同 余 的 , 记 作 
a = bmod m). 
如 果 mm 能够 整除 4 一 5&, 例如 ,对 于 六 一 4 我 们 有 11 一 3(mod 4) ,因为 4 能 够 整除 
11 一 3;22 二 6(mod 4) ,因为 4 能 整除 22 一 6. 模 产 同 余 是 一 个 等 价 关 系 . 


等 价 关 系 与 集合 的 划分 


本 节 研 究 非 空 集 台 S$ 上 的 等 价 关系 与 划分 之 闻 的 关系 . 首先 我 们 回忆 集合 S 的 划分 PP 是 
由 S 的 非 空子 集 构成 的 集 族 {A;} ,满足 下 面 两 个 性 质 

《1) 每 个 a€ 5 属于 某 个 A 

(2) 车 A 关 A , 刚 上 站 4 一 好 
换 句 话说 ,划分 吨 将 S 剖 分 为 不 交 的 非 空子 集 族 ( 见 1. 9). 

假定 R 是 集合 S 上 的 一 个 等 价 关 系 . 对 于 每 个 aE 5, 设 [aj] 家 示 与 a 具有 关系 尺 的 S 中 
元 素 的 集合 . 即 


[a] = {zx: (a,x) € R}. 
我 们 称 [a] 为 元 素 a 在 S 中 的 等 价 类 . 任意 6E [Le] 称 为 该 等 价 类 的 代表 ， 
在 关系 尺 下 ,集合 S 的 所 有 元 素 的 等 价 类 构成 的 集 族 记 作 S7 及, 即 
S/R= {[al:a€ S} 
称 为 S$ 关 于 RR 的 商 集 . 商 集 的 基本 性 质 由 下 面 的 定理 给 出 . 
定理 2,.6 设 只 是 集合 S 上 的 一 个 等 价 关 系 , 则 商 集 S/R 是 S 的 一 个 划分 . 特别 地 ， 
《i 对 于 每 个 a€ SS, 有 aE[al. 
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fi) [aj 二 [5] 当日 公 当 (Caw) 万 RR. 
(ii 着 Laj 关 [5j; 则 [aj 与 .6j 椒 交 . 
反之 :给 定 集合 5 的 一 个 划分 (A,}, 则 存在 S 上 的 一 个 等 价 关 系 民 ,使 得 A, 是 关于 KR 的 


等 价 类 ， 


这 一 重要 定理 将 在 问题 2 21 中 给 出 证 明 . 


例 2. 14 


(a) 考虑 集合 S11,2,3} 上 的 关系 
R= {1,1) .61,2),(2,1),(3,3)}. 
可 以 证 明 尺 是 自 反 的 ,对 称 的 和 传递 的 , 即 R 是 等 价 关 系 . 在 RR 下 ， 
[1]={1,2}, [2j]= {1,2:， [3] = {3}, 
注意 到 [1j==[2j]; 所 以 S/R 二 {[1];[3j}) 为 S 的 一 个 划分 ,我们 可 以 任 取 {1,3: 或 
亿 ,31 作 为 等 价 类 的 代表 . 
《b) 设 R; 为 整数 集 {Z} 上 由 
X= y(tmod 5) 
定义 的 关系 , 读 作 “x 与 y 模 5 同 余 ", 即 差 x 一 3 可 以 被 5 整除 . 于 是 R. 是 集合 2 上 
的 一 个 等 价 关系 . 在 商 集 Zi/R: 中 怡 有 3 个 等 价 类 ,如 下 : 


Ao = O10,— 3,0;3,10,."), 
AAA 一 人 1 一 9 一 4 1;86.11，}， 
4 一 人 一 8 一 32712.…)， 
As = {8 13,.…}， 
A 1 


注意 到 对 于 任意 的 整数 rz, 我 们 都 可 以 用 统一 的 格式 * 一 59 十 (0sr<5)? 来 处 理 , 
属于 等 价 类 A, ,其 中 > 为 余数 . 显然 ,等 价 类 是 不 交 的 ,上 且 

ZZ= A UA LAs UA UU A. 
通常 我 们 取 和 0,1,2,3,4}) 或 {一 2, 一 1,0,1,2} 作 为 等 价 类 的 代表 , 


2.9 偏 序 关系 


本 节 定 义 另 一 类 重要 关系 . 集合 S 上 的 一 个 关系 及 称 为 一 个 偏 序 ,如 果 及 是 自 反 的 ,反对 
称 的 和 可 传递 的 . 集合 S 与 和 偏 序 关 系 尺 一 起 , 称 为 一 个 偏 序 全 . 偏 序 集 将 在 第 于 四 章 中 详细 讨 
沦 , 这 里 仅 给 出 一 些 例 了 . 


例 2. 15 


《a) 对 于 任意 的 集 族 ,集合 的 包含 关系 它 是 一 个 偏 序 , 因 为 此 关系 湛 足 仿 序 要 求 的 
三 个 性 质 . 即 

《1) 对 于 任意 的 集合 A, ACA. 

《2) 如 果 ASB 且 BSA, 则 A=B. 

《3) 如 果 ACB 且 BC, 则 AEC. 

Cb) 实数 集 R 上 的 关系 委 满 足 自 反 , 反 对 称 和 可 传递 性 质 ,因此 所 是 一 个 偏 序 . 

(c) 关系 "a 整除 8 是 正 整数 集 N 上 的 一 个 偏 序 , 但 不 是 整数 集 上 的 偏 序 , 因 为 在 
2Z 中 ,由 al 用 je 不 能 推出 a=5, 比如 3| 一 3 月 一 3,3; 但 3 才 一 3. 


2.10 nn 元 关系 


以 上 我 们 讨论 的 都 是 二 元 关系 . 所 亩 4 元 关系 ,是 指 一 个 n 元 有 序 组 的 集合 , 对 于 任意 的 
集合 5, 积 集 $ 的 于 和 集 称 为 S 上 的 一 个 元 关系 . 特别 ,S 的 子 集 称 为 S 上 的 三 元 关系 . 
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(a) 设 工 为 平面 上 的 一 条 直线 则 " 介 于 ”关系 民 是 工 上 的 点 的 集合 上 的 一 个 三 元 
关系 , 即 如 果 记 在 LL 上 介 于 a 和 re 之 间 . 则 (apc) 毛 咪 ， 

《pb) 方程 下 十 六 十 站 = 二] 决定 了 实数 集 R 上 的 一 个 三 元 关系 工 即 如 果 (zyyyz) 满 
足 上 述 方程 , 则 二 元 数组 (rz,y,s) 属 于 了 .该 方程 表示 (Cryyz 在 下 中 以 (0,0,0) 为 


+ 3] 。 


圆心 ,1 为 半径 的 球面 . 


问题 与 解答 
有 序 偶 与 集合 的 积 


2.1 纵 定 有 一 11,2,3}) 及 B 一 {a,b). 求 :ta) AXB; (b) BxA; (c) BxXB. 


解 太 ”ta) AXxB 由 所 有 有 序 侦 (zx,) 构 成 ,其 中 x EA,yEB, 因此 
AXB= {Ca 20 D0 3a .3,0)}. 
《b) BXA 由 所 有 有 序 偶 (>y*z) 和 构成 ,其 中 yEB,zrEA 因此 
BXA= {Ca pl) a2) ,ch2) ,Car3), Ch:3)}, 
tc) BxXB 由 所 有 有 序 偶 (xz, 构成 ,其 中 zyE B， 因此 
BxXB= {anatadl th a) ,hb)}. 
如 于 所 知 ,集合 的 积 的 元 素 个 数 正好 等 于 各 因子 的 元 素 个 数 的 积 , 


Ll 


(x,3) 
{1x4) 
{lp,3) 
(1,y,4) 
{] ,2,3) 
{1,2,4} 
(2,x,3) 
{2.x,4} 
(2.9,3) 
{2,9.4) 
(2,2,3) 
{2,2,4) 


9 bod = 


人 人 人 人 人 


[5 
上 


图 2-6 
2.2 给 定 有 A={11,2},B 二 {x,ys%} 及 C= 一 13,4). 求 :AXBxC 
解 上 ”AxBxC 由 所 有 三 元 有 序 组 ta,5,c) 构 成 ,其 中 aEA5E B,cEC, 和 4XBXC 的 这 些 元 素 可 
以 利用 椅 图 的 方法 系统 地 得 到 {如 图 2 -6). 在 树 图 的 右边 ;恰好 得 到 太 xX BXxC 的 12 个 有 序 三 元 组 . 
注音 到 ,nr(4) 一 2,n(B) 一 3,C) = 二 2, 我 们 有 
n(AX BXO=12= nM) ntB) .ntO), 
2.3 设 A={1,2},B= abc) C={cd}. 求 .CAXBI(NNMCAXOR AxXBNO. 


解 EF ”我们 有 
AXB= {0 D2 a) ,20 20)}, 
AXC= {i020 ,2.0}. 
所 以 ， 
AxXBDN AXO = {0 ,2,0). 
因为 B 门 C={c} ,所 以 
AX (BNO = {le .2,0).. 
我 们 看 到 AXPN iAXKOO=AXIiB 门 ,事实 上 .这 对 于 性 意 的 集合 A.B,C 都 成 立 ( 见 问题 2. 4). 
2.4 证 明 :<AXBI 站 (AXC}=AX(tBNMNO), 
证 EF CAXBNCAXC={rW (rr WEAXBE (ryeEAxC} 
{Czy :TEAyE BH rEA,yEC} 
={(r TEA, yeEBNC} 
=AXBNO. 
2.5 纵 定 (2x,4 十 3 二 (6,2). 球 这 ,yy 


解 时 。 两 全 有 序 偶 相 等 当 且 仅 当 其 对 应 分 量 相等 . 从 而 我 们 有 方程 


"32 
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2r 一 6z 十 ?一 2. 
由 此 得 到 z 一 3,3? 一 一 1 


关系 及 其 图 示 


2.6 


了 ,了 


2,$ 


求 从 有 A 二 {a,5,c1 到 B= 二 代 ,2) 的 关系 的 个 数 , 
解 晤 因为 AXB 共 有 32) 一 6 个 元 茹 ,天 AXB 共 有 mw=2 一 64 个 子 集 .于 是 共有 sm 二 64 个 其 兴 
到 日 的 关系 . 
给 定 4 一 (TI 2,3,4}) ,了 一 1xo3yz) 设 民 为 如 下 的 从 和 到 日 的 关系 : 
R= {Cy lz) C3 《44 
《al 求 民 的 矩阵 . 
《hb) 画 出 民 的 箭头 区 . 
《cy 求 尼 的 着 关系 民 
Cd) 求 民 的 定义 域 和 值 域 ， 


XxX ¥ x 
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(a) (b} 
图 2-7? 


解 EP (a) 如 图 2-7(a, 注 管 其 中 矩阵 的 行 由 上 的 元 素 标 出 ,而 列 由 B 的 元 案 标 出 . 同样 ,对 于 
a 所 及 ,bE B, 如 果 a 与 有 关系 ,出 矩阵 中 的 对 应 元 素 为 1, 否 则 为 0. 
Cb) 见 图 2-7(b), 注意 ,从 aE 妨 到 5EB 有 一 个 第 头 当 且 仅 当 a 与 5 有 关系 , 即 (a,5)E RR. 
Cc) 将 及 的 有 序 偶 道 转 , 则 得 到 R-1， 
Rl = {Cy (Cel) yd) Cr ,Cod4)}. 
将 图 2 - 7(b) 中 的 第 美 逆转 , 则 可 得 到 R-' 的 箭头 图 . 
Cd 民 的 定义 域 Dom(R) ,由 民 中 的 有 序 侦 的 第 一 元 素 构 成 , 值 域 RanCR) 出 由 民 中 有 序 侦 的 第 二 元 素 
构成 . 于 是 
DomtR) =— {1,3,4}, Ran(R) — {zx, ye), 
设 六 = 二 {11,2,3,4,6) ,而 RR 是 A 上 的 由 "x 整除 yy” 定义 的 
关系 , 记 作 xz|y (注意 x|y 当 且 仅 当 存在 整数 < 使 得 ze 仆人 
一 ) > 
(Gay 将 玉 写 为 有 序 侦 的 集合 . \ 7 
Cb} 画 出 尺 的 有 向 图 . 加 
Cc) 求情 的 逆 关 系 RR-1. 问 是 否 可 以 用 语言 米 表 述 R-1? ep C 
解 是 (a) 求 出 六 中 可 以 被 1,2,3,4;6 整除 的 元 素 即 可 , 我 们 
有 
1|1, 1|2, 1|3, 1|4, 116. 2|2, 2|4, 2|8, 3|3, 316, 4|4, 6|6. 图 2-8 
所 以 
R= 3 022, 2 Ad 2 3 6), (C4,d) C6,6)). 
(tb) 见 图 2-8. 
《cl 将 民 中 的 有 序 偶 逆 转 即 得 RR 
R71={ 1) 2 C31) .04,1 6. .02,2) ,04.2) .06.2 ,3.3 CHB, 3). Cd 4) 6.6), 
RR-: 用 语言 描述 即 “z 是 y 的 倍数 ” 


第 一 章 关 系 + 33 。 


2.9 


设 4 王 人,2,3),B 一 fapsclC 一 (zyzl 分 别 考 虑 下 列 从 4 到 B 的 关系 R 和 从 B 到 
C 的 关系 $， 

R= {0 20 (24c))， S= {a Hr) (Ce, y) (esz)}, 
ca) 求全 成 关系 R:5S, 
Cb) 分 别 求 关 系 R,S 和 ReS 的 矩阵 Mr ,Ms 和 BM.s ,并 将 Mes 与 MkMs 相 比 较 ， 
解 BP (a) 画 出 关系 尺 和 5S 的 箭头 图 2-9. 我 们 看 到 有 -- 条 路 1 一 bz 连接 刀 中 的 元 素 1 到 CC 中 的 
元 素 ,所 以 人.z) 属 于 民 sS. 类 似 地 ，(2,y),(2,x) 届 于 尺 *S. 我 们 有 

ReS= {1,r(2,y),(2, 2)), 

《 见 例 2. 5). 
cb) 矩阵 Mr ,MG 和 BE.s 如 下 ， 


站 


1 
” 211 
3 


将 Mx 与 Ms 相 乘 得 到 


避 局 一 司 
一 
bon 

[a 一 人 
它 一 写 及 


D0 了 1 
站 0 


考察 Me.s 与 MgMs ,我 们 看 到 ,它们 的 零 元 京 的 位 置 相同 . 
= 


图 2-9 


2. 10 ” 设 集 合 有 A 一 人 ,2,3) 上 的 关系 尺 与 5S 如 下 ; 


R= {D012),.C62.3),063,1) ,3,3)}, SS= {((1,2),01,3),(2,1),3,3)). 

求 ; (a) RNS,RUS,R:; (by ReS; (ec) S:=5°5. 
解 轨 ”a) 视 尺 与 S 为 集合 , 取 通 常 集合 的 交 与 并 . 对 于 民 ', 利 用 及 X 有 入 为 AA 上 的 全 关系 这 一 事 
实 ， 
RMNS={(1,2) (3.3))， 
RUS= {C1 ,1.1,2) .061.3), 02.1) ,2,3) .03,1) ,03,.3)), 
R={(,3) ,62,1),02,2) .3.2)). 
Cb) 对 于 每 个 有 冯 偶 ta,B)ER, 求 出 所 有 有 序 侦 (5, 中 EES, 则 (a,cYER:S, 例 如, (1,1}ER 而 (1,2)， 
(1.3 和 ES, 因此 (1,2), (13 属于 玉 *9. 于 是 

尽 。 SS 一 (1201,3) 1 1) 52 3) [32337}， 
Ce) 合照 (b) 中 的 算法 ,我 们 有 

SS: 一 与。 号 一 11,1)， (1.3)， (222.37， (53,37}. 
证 明定 理 2.1: 设 ,B.C,D 为 集合 . 候 定 尺 是 从 A 到 B 的 关系 ,5S 是 从 互 到 C 的 关 
系 , 而 工 是 从 C 到 忆 的 关系 , 则 (RS) 了 一 有 (03 了). 
证 ”我 们 只 要 证 明 (R:S)。T 的 每 个 有 序 偶 都 属于 RS TD 上 且 反之 亦 然 . 
假定 (a; 让 属于 (CR:S) :全 .如 在 性 中 存在 c 使 得 (aeEReS 昌 Geo 和 ET 工 因为 (aycERsS, 册 在 日 中 
存在 二 使 得 人 , 邹 拓 玉昌 (个 E 驴 困 为 人 ES 日 tc 和 了 :我们 有 全 ,GD 和 拓 So 又 因为 fa, 相生 慌 
和 ,dE SoT, 我 们 有 ta,Qd) EER:CSeT), 于 是 (ReS): TER- SoT, 类似 地 ,及 1So 们 尼 ( 及 。S) 人 T 
甬 方 包含 关系 给 出 Re (CS: 了 TD) 一 (RS)- 式 


上 典型 关系 与 闭 包 性 质 
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2. 13 


2. 16 


考虑 在 集合 4 一 {.2,3} 革 的 下 列 五 个 关系 : 
R={(1 1) ,1 ,2), 01,3),(3,3)}), 
S={C1,1), (1 ,27),02,]) ,2,2),(3,3)}, 

了 一 1 人 1.13 (12), (2,2),(2,3)}， 

他 二 空 关系 ， 

及 XX 及 二 全 关系 ， 

兰 定 上 述 关系 中 何者 是 :(a) 自 反 的 ;(b) 对 称 的 ;(c) 传递 的 ;Cd) 反对 称 的 . 

解 当 (a) RR 不 是 自 反 的 .因为 2EA 人 但 (2,2)&R.T 不 是 自 反 的 ,因为 (3,3) 儿 工 同样 , 必 不 是 自 
反 的 . S 和 及 XA 是 自 反 的 . 

《b) 旷 不 是 对 称 的 ,因为 {1,2)E€ER 但 2) 史 民 ,类 和 似 地 , 荆 不 是 对 称 的 , 5S, 二 ,AXA 是 对 称 的 ， 

《ec) 工 不 可 传递 ,因为 (1,2) 和 (2,3) 属 于 了 丁 但 吕 ,3) 不 属于 工 . 其 余 四 个 关系 都 是 传递 的 ， 

(qd) S 不 是 反对 称 的 .因为 1 关 2 但 (01 ,2),(2,1) 都 属于 5S. 类似 地 ,4XA 不 是 反对 称 的 . 

给 定 集合 A 二 {1,2,3,4}, 考虑 上 上 的 下 列 关系 ， 


R= {1) ,2,2 (2.3), C3,2) ,C4,2), (4,4)}, Co 
Ca) 画 出 尺 的 有 向 图 , 


(b) 问 R 是否 (i) 自 反 ,( 说 对 称 ,( 站 ) 传 递 , (iv) 反 对称 ? 
《cec) 求 R=R:R. 
解 PF (ca) 见 图 2-10. 
(by 5 及 不 是 自 反 的 , 因 3E4 但 3 只 3, 即 (3,3) 芭 民 . 
(iD FR 不是 对 称 的 , 因 4R2 但 2 及 4, 妈 (4,2) ER 但 是 (2,4) RR 
(iiD 及 不 是 传递 的 , 国 4 且 2R3 但 4R3, 即 (4,2).(2,3) ER 图 2-10 
和 相 (4,3) ERR, 
(iv} R 不 是 反对 称 的 , 因 2R3 目 3R2 但 2 天 3. 
(c) 对 于 每 一 对 (4 ,如 ER, 求 出 所 有 (5,c)ER, 则 有 (a, 中 ER, 于 是 
R: = {C1,1) ,C2,2), (2,3),C3,2),(3,3) .04,2), C4,3). C4,4)}. 
请 给 出 集合 六 = {1,2,3; 上 的 关系 民 , 使 得 R 分 别 满足 下 列 性 质 : 
(a) 民 既是 对 称 的 也 是 反对 称 的 ， 
《b) R 既 不 是 对 称 的 也 不 是 反对 称 的 . 
《c) R 是 待 递 的 ,但 是 RURT :不 是 传递 的 . 
解 FP ”对 于 每 一 个 性 质 都 可 以 列举 出 几 个 例子 .我们 仅 对 每 一 性 质 给 出 一 个 例子 : 
《ay R={(1,1),(2,2))., 
Cb) R=1{(1,2),C2,1),(2,3)}. 
Cc) R= {(1,2)}, 
设 己 是 集合 A 上 的 关系 的 族 , 而 工 是 这 族 关 系 的 交 , 即 本 二 门 (S: SEO). 证 明 ， 
《a) 如 果 每 个 S 都 是 对 称 的 , 风 工 也 是 对 称 的 . 
《b) 如 果 每 个 S 都 是 传递 的 , 则 了 也 是 传递 的 ， 
证 4 (a) 设 (6 六 拓 工 则 对 每 个 S 有 (cz, 玉 入 SS. 因为 每 个 S$ 都 是 对 称 的 ,所 以 对 每 个 S 有 Cb.a) 
ES. 因此 (5,a)EET, 从 而 是 对 称 的 . 
Ch) 设 (Cas (5,c) ET 则 (a,5), (b,c 属于 每 个 5S. 因为 每 个 都 是 传递 的 ,所 以 对 等 个 S 有 
(aycES 因此 (Carc)ET, 从 而 醋 为 传递 的 . 
设 玉 为 集合 和 上 的 一 个 关系 ,并 设 叫 是 关系 的 其 个 性 质 , 如 对 称 , 传 递 等 . 山 称 P 为 
民 -可 封闭 的 ,如 果 PP 满足 下 列 两 个 条 件 ， 
(1) 存在 一 个 包含 尺 的 P -关系 5S. 
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《2) 所 有 了 一 关系 的 交还 是 -关系 ， 
(a) 证 明 :对 任意 的 关系 民 , 对 称 性 和 传递 性 是 玉 - 可 封 阿 的 ， 
(by 设 瑟 是 民 -可 封闭 的 . 则 民 的 叫 - 财 和 包 呈 ( 术 ) 是 所 有 包含 玉 的 己 - 关 系 S 的 交 , 即 
PCR) 二 门 (S:$ 是 P -关系 ,HRSC SS), 
证 三 ca) 全 关系 AXA 婚 是 对 称 的 也 是 传递 的 ,而 且 包 会 丸 上 的 任何 关系 民 由 问题 2. 15, 对 称 
性 和 传递 性 满足 (25. 于 是 ,对 于 任意 的 关系 尺 ,对 称 性 和 传递 性 是 民 - 可 封闭 的 . 
Cb) 设 T= 门 (S$: 5S 是 P- 关 系 , 且 RSS). 因 为 王 是 及 -可 闭 的 ,由 (了 非 空 , 由 (2) ,了 是 一 个 卫 - 
关系 . 由 于 每 个 关系 S 都 包含 尺 ,所 以 交集 丁 世 含 民 .上 即 丁 是 一 个 包含 民 的 PP -关系 , 由 定义 ,PCR) 是 
包含 RR 的 最 小 的 P- 关 系 ; 因 此 PCR) 守 T., 男 - -方面 ,PR) 是 定 交 工 的 集合 S 中 的 一 个 , 即 PR 是 
一 个 局- 关系 且 尺 寥 PCRY). 从 而 TEPCR). 于 是 PiR) 一 TT 
2.17 考虑 集合 A 二 {a,5,c} 及 其 上 的 关系 
R= {tad ,Cad (Bc) ,Cesc)}, 
求 : (a) reflexive(R); (h) symmetric(R); (ec) transitiveCR). 


解 ”a) 民 的 自 反 闭 包 可 以 由 在 RR 上涨 加 不 在 其 中 的 入 XA 的 对 角 线 元 豪 得 到 . 因此 ， 
ref\exivetR} = RU (0) = {laysad a BD bo) Checyr te ec)}, 
(bh) RR 的 对 称 闭 包 可 以 由 在 尺 上 添加 不 在 其 中 的 R “的 元 率 获 得 . 因此 ， 
Symmetriet RY = RA {ba ed) -- tiarad aD pa) tHcy Copp), Corc)}. 
(c) 因为 刀具 有 三 个 元 率 , 所 以 民 的 传递 团 包 可 以 由 民 , 民 一 Re 民 及 R' 一 ReReR 的 并 集 给 出 .注意 


到 
R= Re R= {taa), tad ac hc), crcy}, 
机 一 开展 "有 民 一 人 
于 是 
transitivet RY=RURUR = aa), Carb), Care) hc), (csc)}. 
等 价 关系 与 划分 


2.18 考虑 整数 集 Z 和 整数 m1. 我 们 说 与 y 模 m 同 余 , 记 作 
x = ymod m). 
如 时 x 一 y 可 以 被 mx 整除 . 证 明 由 此 定 文 的 关系 是 工 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 
证 鸭 我 们 必须 证 明 此 关系 是 自 友 的 ,对 称 的 ,也 是 传递 的 ， 
(对 于 乞 中 的 每 个 上 总 有 = 一 rz 一 0 可 以 被 闫 整 除 , 故 总 有 zz(tmod zm) ,所 以 该 关系 是 自 反 的 . 
Ci 假定 xz 生 %fmod mr), 则 xz 一 y 可 以 被 澡 整除 .从 而 一 (x 一 y) 二 y 一 T+ 也 可以 被 整除 , 即 y 圭 
yimod m) ,于 是 ,该 关系 是 对 称 的 . 
[ii 设 z= 二 yimod 区 ,y= 二 zCmod m) 则 工 一 ?与 ?一 上 均 可 以 被 扩 整除 , 则 网 者 之 和 
(zy y= re 
人 也 可 以 被 mm 整除 ,从 而 x 二 ztmeod m). 于 是 该 关系 是 传递 的 ， 
综 上 ,整数 集 上 模 m 同 余 关系 是 等 价 关系 . 
2.19 设 和 为 韭 零 整数 的 集合 ;== 为 AXA 上 的 关系 ,定义 为 
(a6) ss (cd) 只 要 ad 二 区 , 
证 明 心 是 一 个 等 价 关 系 . 
证 由 ”我们 必须 证 明 是 自 反 的 ,对 称 的 ,也 是 传递 的 . 
(iD 自 反 性 ;因为 喇 二 加 ,我 们 有 (az 的 (Ba 所 以 二 是 自 反 的 ， 
《站 对 称 性 : 设 (a, 忆 sskcd. 列 吧 一 大 .由 此 得 中 一 aa 邮 (eyd? 守 (a, 妨 .于 是 * 是 对 称 的 . 
证 > 传递 性 ; 设 (a 有 etc 上 且 人 cd)sfe 门 .出 sad 一 上 cf 一 de 将 两 这 相 猴 ,得 (ad3ftc 户 一 
(bo) (qe). 从 两 边 消去 c 关 0 和 aze0 得 到 ap 一 5 因此 ta 可 入 {e 门 ,于 是 二 为 传递 的 ， 
综 上 ,= 是 等 价 关系 ， 
2.20 设 已 知 集合 A 二 {1,2,3,4,5,6} 上 的 等 价 关系 


it 二 1 2 rt 
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2. 21 


2. 22 


偏 序 


2. 23 


2. 24 


形 ={1(1,1): 01,5).(2,2), 2.3),02,6),03,2),03,3),03,6), C4,4),(5,1),(5,5), 
《6,2), (6.3 (6,6)1. 

求 和 的 由 民 诱导 的 划分 , 即 求 民 的 等 价 类 . 
解 是 ”与 1 有 关系 的 元 素 为 1 和 5, 所 以 

[1] = 154. 
在 4 中 阳 一 个 不 属于 [1] 的 元 素 , 比 如 2. 与 2 有 关系 的 元 素 为 2,3,6, 因 此 

rT21— {2.3,.61. 
不 属于 [1J 和 [2] 的 元 素 只 有 4, 而 与 4 有 关系 的 元 家 也 内 有 4. 因此 

[4] = 14}. 


综 上 ,由 民 确 定 的 A 的 划分 为 


[1,5} ,42,3.8}, {4}], 
证 明定 理 2.6: 设 关 为 集合 4 上 的 等 价 关 系 , 则 商 集 4/ 民 为 4 的 一 个 划分 , 特别 地 ， 
(iD 对 每 个 ecE4, 有 aeE[a]. 
(说 各 当 (a;8)ER 时 ,有 [aj=[&], 
《证 )》 如 果 [e] 关 [可 , 则 [ce 与 [的 不 交 ， 
证 # 雪 ”() 由 于 RR 是 自 反 的 , 故 对 尾 意 a€EA 有 (aia}ER,. 从 简 a& fal. 
《ii 设 (as 站 ER 我 们 来 证 明 [Laj}== 和 [9]j. 设 艺 [j. 则 C6,x}€R. 但 由 假设 有 (Ca:5}E€R, 变 由 导 弟 性 得 
asx} 所 RR, 于 是 xz 世 [aj, 由 此 ,[8j 守 [aj. 为 证 明 [e] 守 [5], 注 意 到 由 (2,8) 所 KR, 据 对 称 性 可 得 
aa GE 及. 然后 同 理 可 证 [2] 宇 051, 从 而 [aj 二 [5]. 
另 一 方 曾 ,如 果 [ 四 一 明 , 则 由 上 ,8E [9 一 [aj; 因 此 la, 人 DERR 
ci) 我 们 证 明 等 价 的 道理 命题 : 


车 Le] 全 [ 榴 夭 好, 则 Fe] = [5j. 

苦 faj 门 [的 天 茹 ,存在 元 素 zx 入 满足 zELa] 站 L5, 于 十 (a,x)E 民 且 (6,T) ER. 由 对 称 性 , (zx, 了 EE 
RR; 由 传递 性 ,Ca,8) 拓展. 从 而 据 ( ,Laj] 一 [区 
考虑 单词 的 集 台 厂 一 fsheet,last,skyy,washywindysit). RR 是 由 (a)“* 具 有 同样 多 的 字 
母 "或 者 4b) 具有 相同 的 开头 字母 "定义 的 等 价 关 系 - 分 别 求 由 民 确定 的 商 集 Wi/R. 
拥 FP (al) 具有 同样 多 字 坪 的 单词 属于 同一 个 单元 ,; 国 此 

W/R = [isheet} , {lasts wash, wind} , {sky, sit} ]. 
cb) 具有 相同 开头 字母 的 单词 属于 同一 个 单元 ,因此 

W/R=L {sheet, sky, sit} ,last} fwrasbh,veindy J]. 


设 了 为 任 一 集 族 , 问 集合 的 包含 关系 续 是 否 为 YY 上 的 偏 序 ? 

解 ”是 . 因为 集合 的 包含 关系 是 自 反 的 ,反对 称 的 和 传递 的 . 也 就 是 说 ,对 于 7 中 的 任意 集合 六 ， 
B,C, 我 们 有 :0G AAA (i 如 果 AAESB 日 BCA, 则 有 =B; (ili) 如 果 ACB 有 BEC, 出 ACSC, 
考虑 整数 集合 Z. 对 于 某 正 整数 7, 定义 aRb 如 果 吕 = 一心 .证 明 尺 是 2 上 的 一 个 偏 序 . 即 
证 明 尽 是 :Ca) 自 反 的 :by 反对 称 的 ;ce) 传递 的 . 

证 0 ” (a) 尺 是 自 反 的 .因为 a==al. 

Cb) 假设 aRs 是 5Ra ,其 中 5 二 a', a= 二, 则 < 一 (e 一 4. 这样 共有 四 种 可 能 性 ;人 rs 二 1，(ii) a 一 
1 Gi a 二 一 1 如果 二 1, 则 r=1 且 :==1, 故 4 二 5. 如果 &==1 则 8==1" = 二 1=&. 类 似 地 ,着 5=] 则 
4 二 1 最 后 ;车 z 一 一 1; 则 上 4 一 一 1( 因 为 51) 且 a=& 在 这 三 种 情况 下 ,都 有 as 一 点 于 是 尽 是 反对 称 
的 . 

Co) 假定 aRB 日 5Re ,其 中 5==a' 且 c 二 5. 则 ce 一 ta :一 a" ,于 是 aRe. 即 R 是 传递 的 . 

综 上 尺 是 上 的 一 个 偏 序 . 
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关系 


2.25 
2.26 
2.27 


2,28 


2. 29 


2. 31 


补 充 题 


请 全 一 ( 玛 克 ,其 利克 , 保 胃 } 而 VY={ 艾 利克 . 戴 绯 }. 求 : (a) WXxV (by VXW, (Co VXV. 
证 S 一 局 CT 一 人， 环 一 4ad. 试 作出 SXT 工 X 肌 的 树 图 ,并 求 SXxTX 环 . 
对 于 下 列 的 条 件 
《ay 《 空 十 2 和 一 《5 2 十 多 
(by 《3 一 2 2z 十 1 一 (一 1 十 2 
分 别 求 出 xz, 
证 明 ; (ay AxCANODO=AXBN AXO: 
(tb) Ax (BUO=(AXx BU CAXO., 
设 六 为 集合 4 一 11,2.3, 4 上 的 下 列 关 系 : 
R= {1,3) ,01,4 .3,2),(3,3) 3，4)》， 
(a) 求 R 的 矩阵 Mx. 《b) 求 民 的 定义 域 和 值 域 , 
“cl 求 中- 《dy 男 出 及 的 有 向 图 . 
Ce) 求全 成 关系 Re. 
设 和 集合 B 二 {2,5,c,Q} 上 的 关系 尺 与 S 如 下 ; 
R= (ara anc) tc BY Cert) ,Cd hb))}, 
SS= {da ec ead), (da)), 
求 下 列 合 或 关系 ; Ca) ReS; (tb) SR;(c) ReR; (d) SS 
设 民 为 正 整 数 集 N .上 的 一 个 由 方程 x 十 3y 二 12 定义 的 甘 系 ; 即 
R= {rr dy = 12}. 
(a) 将 卫 写 为 有 序 偶 的 集合 . 
“py 求 : (1) RR 的 定义 域 ,[1) RR 的 值 域 , [ii RR 
(c) 求 合成 关系 R* 民 . 


关系 的 性 质 


2.32 


2. 33 


2. 34 


下 述 每 个 条 件 都 定 多 了 正 整数 集 N 上 的 一 个 关系 . 

() 工大 于 yy. (2) zy 为 某 整 数 的 平方 ， 

“3) 工 十 3 一 10， {4) 工 士 43 一 10， 

判定 上 述 关 系 中 何者 为 (a) 自 反 的 ;(b) 对 称 的 :Ce 反对 称 的 !(dq) 传 递 的 ， 
设 民 ,5 为 集合 4 上 的 关系 ,假定 上 4 食 有 至 少 三 个 元 素 , 判 定 下 列 是 否 正确 . 如 果 不 正 确 , 请 就 集合 入 
一 们 ,243 给 出 反例 . ， 

Ca) 如 果 民 和 5S 均 为 对 称 的 , 则 R 间 S 也 是 对 称 的 ， 

《by 如 果 玉 和 S 均 为 对 称 的 ; 则 民 US 也 是 对 称 的 . 

tc) 如 困 尺 和 5S 均 为 自 反 的 , 则 RNMS 也 是 自 皮 的 . 

《d) 如 果 民 和 和 5S 均 为 自 把 的 , 则 RUS 也 是 自 反 的 ， 

te) 如 果 及 和 8 均 为 传递 的 , 则 RUS 也 是 传递 的 ， 

《f 如 果 民 与 3 均 为 反对 称 的 , 则 RRLS 也 是 反对 称 的 . 

《g) 如 果 民 是 反对 称 的 , 则 R“ 也 是 反对 称 的 . 

《hy 如 音 R 是 自 反 的 ; 则 RNR ! 非 空 . 

fi) 如 朱玉 是 对 称 的 , 则 民 门 RR ! 非 室 . 

设 玉 与 5 是 集合 4 上 的 关系 ,而 且 民 是 反对 称 的 .证 明 及 门 $ 是 反对 称 的 . 


等 价 关 系 


2.35 
2.36 


证 明 : 如 果 玉 是 集合 4 上 的 等 价 关 系 , 则 尺 :也 是 上 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 
证 SS 一 11,2,3,，19,20}. 他 玉 是 S 上 由 zx 二 yCmod3 引 定义 的 等 价 关 系 ; 即 4 一 y 可 以 被 5 整除 , 求 由 民 
诱导 的 5 的 划分 , 即 商 集 S/R. 


离 散 数学 


2.37 设 4=11,2,3 9) ,并 设 一 为 4xA 上 的 英 系 , 定 匀 为 
《ap -te 车 aa 十 如 一 六 十 忆 


Ca) 证 明 一 是 … 个 等 价 闫 系 , 
cb) 求 LC2,.5)]， 即 42,5) 的 等 价 类 . 


补充 题 答案 


2.25 (a) WXV={( 玛 克 , 艾 利克 },( 玛 克 , 戴 维 ),( 共 利克 , 芯 利 克 ),{ 世 利克 , 戴 维 },{ 保 办. 芯 利 雹 ),( 保 
罗 , 戴 维 )}. 
《by YX 全 一 以 戈 天 充 , 玛 克 ),( 戴 维 , 玛 克 ), 其 利 讽 , 区 利克 )?， 功 维 , 女 利克 ), (区 利克, 保罗) ( 戴 
维 ,保罗 17}. 
《cl YXYVY 一 代 妆 利 训 ,其 利克 ) 基 利克 , 戴 维 ),( 戴 维 , 东 利克 1,( 戴 维 , 戴 维 )1 

2.26 SxITXW 的 树 图 ,如 图 2 - 11. 集合 


站 
-< 一， 


qd 一 
bp 
< 
4 一 -一 ， 
5 一 一 ， 


图 2-11 


SxXTxXW= {ta ba ab daca) (arc dtard a tad.d), 
th ba pb dad) dca tb ed Ch da ch, dod), 
(Copa erpdi er a te cd tedsa) ,ted ct)}., 
2.27 《ah x—=3.y=—2; (hb) z=2,y—=3. 
on 1 1 


0 0 9 C1) C7) 


0 
2.29 (a) Me= ， 
1 1 1 
《by 定义 域 二 {1,3}, 什 域 一 12,3,4), C3) 


CO) R73 C041) (2.3) 03,37, (4,3)). 
《dy 见 图 2- 12. 
{e) ReR={(1.2) ,61.3) ,61,.4) ,63,2) ,53,3),03,4)}. 2- 12 
2,.30 (ta) ReS=itasr) ard) (tera) (da)}, 
{hy Sr R={0B a Cho eb) ed) ,Cd ay ac))}, 
Ce) ReR={Caya) , Cab), Carcd Ca GCC 在) 
(dy SeS= {ec Ce a), (ed)}. 
2.31 (a) {9,1),(6,2),(3,3)). 
《by (i 19,6,3， CD {1,2,3), Ci {1,9), C2.6) ,63,3)}. 
Ce) {03,3)). 
2.32 fa) 无 :by (2) 和 37);Ce) (7) 和 7; td) 除 53)7 以 外 ， 
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2.33 除 (e) ,有 外 全 正确 . 对 于 (6), 反 例 为 民 一 1,2)}),S 一 1(2,3)), 对 十 (了), 上 反讽 为 R=1(],2)}),S= 
{C2,1)}. 

2.36 [{1,6,11,16),{2:7,12,17},13,8,.13,18), {4,9,14,19}) ,{5,10,15,20}]. 

2.37 Chby (1.4),02,5) ,C3,6),(4,7),05,8),06,9)). 


第 之 章 放 数 与 苯 污 
3.1 引言 


函数 是 数学 中 最 重要 的 概念 之 一 . 术语 "映射 ”", “变换 ”以 及 其 他 术语 等 等 都 具有 同样 的 意 
义 , 在 特定 的 场合 中 使 用 何 种 说 法 与 各 人 的 习惯 和 数学 背景 有 关 . 
与 消 数 有 关 的 一 个 概念 基 算 法 . 本 章 将 给 出 算法 的 概念 并 讨论 其 复杂 性 . 


3.2 请 数 


假定 对 于 集合 4 中 的 每 个 元 素 , 我 们 都 惟一 地 分 配 和 集合 B 的 一 个 元 素 与 之 对 应 ,这 样 的 
分 配 称 为 从 A 到 B 的 函数 .集合 4 称 为 此 画 数 的 定义 域 ,集合 了 称 为 此 函数 的 上 上 域 . 
通常 用 记号 来 表示 函数 , 如 , 设 表示 从 A 到 8 的 炒 数 . 则 记 
f:A—B, 
污 作 "Ff 为 从 A 到 B 的 函数 "或 者 *f 将 A 映射 型 B”. 如 果 aEAA, 则 (a) 人 读 作 a 的 上 像 ) 表 示 
由 子 分 配给 a 的 B 中 惟一 的 元 案 , 称 为 a 在 f 下 的 何人 秆 ,成 者 了 在 a 处 的 值 ,所 有 这 些 像 值 的 
集合 称 为 子 的 值 域 或 像 . f :AB 的 像 记 作 Ran( 门 或 Im( 放 或 六 AA)， 
我 们 也 常常 用 数学 公式 表示 函数 , 例如 ,考虑 一 个 将 实数 鼎 射 为 其 平方 的 函数 , 常 以 下 列 
方式 表示 ， 
Fr) 一 2 或 工 一 妈 或 一 于 
在 第 一 种 表示 中 ,z 称 为 变量 ,字母 f 表示 函数 . 在 第 二 种 记号 里 ,箭头 一 读 作 " 变 到 ” 对 于 最 
后 一 种 记号 ,由 于 y 的 取 值 依赖 于 zx 的 取 值 ,所 以 工 称 为 自 变 量 ,y 称 为 因 亦 量 ， 
注 夸 论 何 时 , 当 我 们 用 公式 给 出 变量 x 的 天数 时 ,如 虹 设 有 特别 说 明 , 琐 数 的 定义 域 都 
是 RC 或 者 R 的 一 个 使 得 公式 有 意义 的 足够 大 的 子 集 ), 并且 上 域 也 是 及 . 
例 3, 1 (a) 考虑 函数 所 xz 一 x, 即 站 将 每 个 实数 的 立方 分 配给 它 , 则 2 的 像 为 8, 因此 我 们 
可 以 记 fC2) 二 4. 
Cb) 设 太 将 世界 上 每 个 国家 的 首都 分 配给 该 国家 . 这 里 ,了 的 定义 域 为 世界 上 的 国家 
的 集合 ,而 上 域 为 世界 上 的 城市 的 集合 . 于 基 , 法 国 的 像 为 巴黎 , 换 句 话说 , 六法 国 )? 一 


巴黎 . 

(c》 图 3- 1 以 直观 的 方法 定义 了 一 个 从 集合 A 二 {a， 

bcd} 到 集合 也 = tstz 的 函数 , 这 里 , 
Fe 一 5 FD=u, Fe 一 rr fHD=s. | 

/的 像 为 像 值 的 集合 {r,s,u}. 注意 :不 属于 了 的 像 ， | > 一 | 

因为 :不 是 任何 元 索 在 上 下 的 像 . 

(中 设 A 为 任意 集合 .将 A 的 每 个 元 素 分 师 为 自身 了 3 

的 从 和 到 A 的 函数 称 为 A 上 的 恒 同 函数 ,通常 记 作 

14 或 简单 地 记 为 1. 换 句 话说 ,对 于 A 中 的 每 个 元 素 图 3-1 


， 

lata) 一 局 
Ce) 假设 S$ 是 A 的 一 个 子 集 , 即 SC4. 从 SS 到 4 中 的 包 售 映射 或 嵌入 , 记 作 i:5Sm 
六, 为 一 个 如 下 定义 的 明 数 ， 

itX) 一 I, 
对 每 个 zE S, 对 于 任意 消 数 f,A 一 B, 记 Ps 表示 此 图 数 在 3 上 的 限制 ,这 是 一 个 从 
S 到 B 的 函数 ,定义 为 
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f | 一 Fir}, 
对 每 个 x S. 


三 数 与 关系 


我 们 介绍 另 一 种 处 理 函 数 的 观点 . 首先 ,每 个 图 数 了 .AB 产生 一 个 从 A 到 B 的 关系 , 称 

为 了 的 图 ,定义 鸭 
图 f= (apa EAD= fa)}. 

两 个 郊 数 了 .A4->8B 与 g :4 一 8 称 为 相等 , 记 作 了 一 g ,如 果 对 每 个 a€ A 有 f(a) 王 gL), 也 就 是 
说 ,它们 有 相同 的 图 , 因此 ,我 们 可 以 对 一 个 靖 数 与 其 图 不 作 区 分 , 我 们 看 到 ,在 这 样 的 图 关系 
中 ,每 一 个 aE A 都 属 丁 其 惟一 的 一 个 有 序 候 (a,5), 另 一 方面 .任何 一 个 具有 此 性 质 的 从 各 到 
B 的 关系 了 都 给 出 了 一 个 旺 数 了 ;A->B. 其 中 对 了 中 的 每 个 tas5), 有 f(a) 一 b, 于是, 我们 可 以 
给 出 晴 数 的 一 个 等 价 定 义 . 

定义 3.1 区 数 fA->B 是 一 个 从 A 到 B 的 关系 (由 AXB 的 一 个 子 集 }, 使 得 每 个 a 蕊 A 
都 属于 了 的 惟一 有 序 偶 (a ,5)， 

尽管 我 们 对 于 函数 积 它 的 图 不 作 区 分 ,但 是 当 把 了 看 做 有 序 偶 的 集合 时 ,我 们 仍然 使 用 
“了 了 的 图 "这 一 术语 .进而 ,因为 子 的 图 是 一 个 关系 ,我 们 可 以 如 研究 关系 时 一 样 画 出 它 的 留 形 ， 
称 之 为 了 的 图 像 , 同时 ,f 的 定义 中 ,每 个 a€ 4 都 属于 了 的 惟一 有 序 偶 的 条 件 等 价 于 任 一 条 
垂 线 与 图 像 只 有 惟一 交点 的 几何 条 件 . 
例 3.2 (Cj 设 六 4 一 日 为 例 3.14c) 中 所 定义 的 函数 . 则 上 的 图 是 下 列 有 序 俑 的 集合 . 


{ars CBr) es ry Cd sed}. 


(b) 考虑 集合 A 二 {1,2,3} 上 的 下 列 关 系 : 

f={(1,3),(2,3), (3,1)}, 

pg={C1,2),C3,1)}, 

A={(1,3),(2,1),(1,2) ,C3,1)}. 
了 是 从 和 到 4 的 函数 ,因为 上 的 每 一 个 元 素 必 为 F 的 有 序 偶 的 第 一 分 量 恰好 出 现 一 
次 ,其 中 (1) 二 3、f(2)==3，f(3)= 二 1. gg 不 是 4 到 4 的 函数 ,因为 不 存在 8 的 有 序 
偶 以 2€ A 作为 第 一 分 量 , 即 g 没有 给 2 分 配 一 个 值 . 同样 地 ,hh 不 是 A 到 的 函数 ， 
因为 元 素 1€ A 在 h 的 两 个 相 异 有 序 偶 (1 ,3} 和 (1,2) 中 都 作为 第 一 分 量 , 如 果 疡 是 函 
数 , 则 它 不 能 对 于 元 素 1€ A 同时 分 配 两 个 不 同 的 值 2 和 3. 
Cc) 所 谓 实 多 项 式 函 数 , 是 指 形 如 

Fr 一 aa 二 二 的 并 十 ae 

的 函数 六 R-~ 有 .其 中 a; 都 是 实数 . 因为 凡是 无 限 集合 ,所 以 我 们 不 可 能 图 示 该 函数 
的 每 一 点 . 但 是 ,我 们 可 以 首先 作出 这 个 请 数 的 部 分 点 ,然后 用 光 谓 曲线 将 这 些 点 连 
起 来 ,从 而 得 到 该 函数 的 近似 的 图 示 . 这 些 点 可 雇 通 过 由 自 变 量 z 与 其 对 应 因 变 量 
ftz) 的 最 值 构成 的 列表 获得 . 图 3 -2 对 于 函数 (Zz)= 江 一 27 一 3 纵 出 了 这 种 方法 
的 示例 . 


复合 肖 数 
考虑 函数 :A>B 和 gg : B-*C, 即 了 的 上 域 就 居 & 的 定义 域 . 由 此 我 们 可 以 得 到 一 个 新 
的 从 A 到 忆 的 钞 数 , 称 为 了 与 g 的 复 会 汪 数 , 记 作 go 了 定义 为 
(go a) = g(a)). 


即 我 们 首先 求 得 元 素 a 在 了 下 的 像 ,然后 再 求 得 f(a) 在 g 下 的 像 . 这 个 概念 实际 上 并 不 是 新 
的 . 如 果 我 们 把 了 与 g 看 做 关系 , 则 复合 函数 也 就 是 了 与 z 的 合成 关系 ( 见 2. 6) ,不同 之 处 是 


。41 。 


"dd2 " 


=x 一 2x-3 的 图 像 


图 3-2 


复合 函数 的 记号 为 g* 子 而 合成 关系 则 记 为 了 "8 
对 于 任意 的 函数 上: A 一 B, 有 


了 上 。1a 一 la "f=. 
其 中 14 与 ls 分别 为 A,B 上 的 恒 同 肾 数 . 
3.3 一 一 的 , 映 上 的 与 可 逆 的 范 数 


函数 六: A 一 B 称 为 一 一 的 ( 记 作 1 - 1) ,如果 定义 域 A 中 的 相 异 元素 具 有 相 异 的 像 . 换 言 
之 ; 称 了 是 一 一 的 ,如 果 Fa)= Fa ) 草 含 a 一 a. 
一 个 函数 了: A 一 B 称 为 也 上 的 ,如 果 B 的 每 个 元 素 部 是 A 的 某 个 元 素 的 像 , 换 名 话说， 
让: 及 一 B 称 鸭 映 上 的 ;如果 了 的 像 为 整个 上 域 , 即 f(A) 二 B. 在 这 种 情况 下 ,我 们 说 函数 中 
从 A 到 BB 上 的 ;或 了 将 A 映射 到 B 上 . 
定理 31 靖 数 :A 一 B 是 可 道 的 当 且 充当 太吉 十 一 一 的 区 是 里 上 的 . 
如 果 男 数 上: 4 一 再 既 是 一 一 的 又 是 映 上 的 , 则 称 了 为 A 与 B 之 间 的 一 个 一 一 对 应 .这 个 
说 法 来 自 于 下 述 事实 , 即 A 的 每 个 元 素 对 应 于 惟一 一 个 B 的 元 泰 , 反 之 亦 然 . 
有 些 教科 书 将 一 一 的 苑 数 称 为 单 射 , 将 映 上 称 为 满 射 , 而 将 一 一 对 应 称 为 双 射 . 
例 3.3 考虑 如 图 3- 3 定义 的 函数 万 : A>B, 所 :BC,fs :CxD 及 放 :D>E. 则 天 是 
一 一 的 ,因为 BB 的 任意 一 个 元 素 都 不 是 以 上 A 的 元 素 的 像 . 类 伺 地 , f: 也 是 一 一 的 . 
但 是 f; 和 都 不 是 一 一 的 ,因为 f67) 一 让 a( 吕 一 ww). 
考虑 上映 上 的 情况 ,fi 和 ff; 部 是 腕 上 的 ; 寺 为 忆 的 每 个 元 素 都 是 B 的 某 个 元 素 在 ff 
下 的 像 , 击 DD 的 每 个 元 素 都 是 C 的 某 个 元 素 在 访 下 的 像 , 即 fCB) 二 Cf3(0)=D. 
另 一 方面 ,六 直 是 映 上 的 ,因为 3EB 不 是 A 的 任何 元 素 在 广 下 的 像 , 疡 也 不 是 映 
上 的 ;因为 zxEE 不 是 D 的 任何 元 素 在 f, 下 的 像 . 
于 是 记 是 一 一 的 ,但 不 是 上 映 上 的 . fs 是 映 上 的 得 不 是 一 一 的 . fs 既 不 是 一 一 的 也 不 
是 映 土 的 , 而 疡 既是 一 一 的 也 是 映 上 的 , 即 是 BB 与 C 之 间 的 一 个 一 一 对 应 . 因此 ff 
是 可 道 贤 数 , 且 声 ! 是 一 个 和 白 C 到 B 的 本数. 


一 一 函数 和 映 上 沁 数 的 元 何 特 征 


因为 函数 可 以 等 同 于 其 图 ,而 图 是 可 以 用 贺 像 夯 出 的 ,我 们 自然 要 间 , 一 一 图 数 与 映 上 函 
数 是 否 具 有 几何 意义 . 管 案 是 肯定 的 . 
说 函数 f: A 一 B 十 一 一 的 ,是 指 在 六 的 图 中 椒 存在 两 个 相 异 有 序 偶 (al1,5) 和 (az,5). 因 


中 下 


此 每 一 条 水 平 线 至 多 与 了 的 加 像 有 一 个 变 点 . 另 一 方 而 .说 函数 是 里 上 的 ,是 指 对 于 每 一 个 
58 亡 B, 至 少 存在 一 个 aE A 使 得 ta; 丰 属于 了 的 图 .内 此 ,每 一 条 和 莉 线 至 少 与 了 的 图 像 有 一 个 交 
点 . 综 上 ,如 果 了 上 既是 一 一 的 允 是 映 上 上 的 , 即 f 为 可 道 函 数 , 则 每 一 条 水 平 线 与 了 的 图 像 恰 有 
一 个 交点 . 


fr Alx)=2" fr 2 Sr+6 Fax) 
图 3 一 4 
例 3.4 考虑 下 州 四 个 从 R 到 RR 的 银 数 ; 
fi =m, fal mF,, fT 2 Sr fr) = x 
这 些 陆 数 的 图 像 如 图 3- 4. 对 于 方 , 存 蛮 来 平 线 与 其 图 像 变 于 珊 个 点 ,也 存在 水 平 线 


与 其 图 像 不 交 , 因 此 态 既 不 是 一 一 的 也 不 足 映 上 的 . 类 似 地 ,可 以 看 出 产 是 一 一 的 
但 非 映 上 的 ,是 映 上 的 但 不 是 一 一 的 ,fs 既是 一 一 的 也 是 映 上 的 . 户 的 赣 函 数 是 


三 次 根 式 函数 , 即 有 1 一 ?Xx. 
3,4 数学 函数 ,指数 函数 ,对 数 函 数 


本 节 讨 论 算法 分 析 和 一 般 计算 机 科学 中 常见 的 数学 卫 数 及 其 记号 ,并 讨论 指数 函数 ,对 数 
清 数 及 它们 之 间 的 关系 . 


上 、 下 取 整 函数 


设 工 为 任意 实数 , 则 处 于 两 个 整数 之 问 , 称 这 两 个 整数 为 zx 的 上 取 整 和 下 取 整 . 特别 
地 ， 
[六 J 称 为 z 的 下 取 列 ,表示 小 于 x 的 最 大 整数 , 
「z | 称 为 z 的 上 取 整 ,表示 大 于 xz 的 最 小 整数 ， 
如 果 z 为 一 个 整数 , 则 x] 二 x1 否则 上 上 x: 十 1 二 [x 例如， 
13.14;=3, LS 一 2， | 一 8. 5 一 一 9， [7; 二 7?7，| 一 4] = 一 4; 
「3.141 一 4， [1 一 3，「[ 一 8.51 一 一 8， 171 一 7，「 一 4 一 一 二 


取 整 函数 和 绝对 值 函 数 
设 工 为 任意 实数 .x 的 取 整 函数 , 记 作 INTIz) :由 删 去 (截断 ) 小 数 点 后 的 部 分 将 工 变 为 


"4 


离散 数学 


一 个 整数 . 于 是 
INT{3.12) 一 3， INT 一 2， INTCO 8.5) =—8, INT(7)=7. 

注意 到 当 > 为 正 数 时 ,有 INT(z) 二 Lx]; 当 之 为 负数 时 ,INTtxzx) 一 [ 1 

实数 xz 的 绝对 车 记 作 ABS(z) 或 |x| ,定义 为 zx 或 一 + 中 较 大 者 . 因此 ABS0)==0, 而 且 对 
于 220, 相应 于 > 为 正 或 负 , 有 ABStr) 一 x 或 AABStx) 一 一 Xx, 于 是 

[i—15 |=15; |?7|=7, |—3.33|= 3.33, | 4.44 |= 4.44, |— 0.075 | 一 0.075. 
注意 到 |z| 二 | 一 +| ,而且 ,对 于 zx 天 0,|z| 为 正 数 ， 

余数 玛 数 与 模 算 本 

设 站 为 任意 整数 ,Ad 为 一 个 正 整数 . 则 

ktmod MD 
( 读 作 名 模 AD 为 以 MM 除 有 的 整数 余数 , 确切 地 说 ,ktmod AD 是 惟一 的 整数 -满足 
k=ME 二 rr ， Or<M. 
当下 为 正 数 时 ,直接 以 人 MM 除 得 到 余数 rx. 于 是 
25tmod7) = 4, 25tmod3) = 0, 35(modl1) = 2, 3(mod8) 一 3, 
如 果 下 为 负数 , 则 以 民 除 其 | 得 到 余数 ”然后 若 ” 关 0，&mod MD 一 M 一 r'. 于 是 
一 26(mod7) 一 7 一 5 一 2 一 371(mod8) 一 8 一 3 一 5 一 390mod3) = 09. 
“mod" 术 语 也 用 于 数学 中 的 同 余 关 系 , 定 义 如 下 ; 
aamod Mn 当 且 仅 当 MM 整除 5 一 a. 
其 中 放 称 为 模 ,而 三 5p(mod MD) 读 作 和 a 与 5 模 计 同 余 ”. 以 下 的 同 余 形 式 将 常常 用 到 . 
0 Mmod MD, a Ma(tmod MD. 
模 邮 算术 ,相对 于 如, 减 , 乘 等 算术 运算 ,在 其 中 分 别 用 集合 
{0,1,2,.…,M— 1} 


- 


或 集合 
{1,2,3,° ,MM} 
中 的 数 来 代替 算术 值 , 例如 ,在 模 12 的 算术 ,有 时 也 称 为 “时 钟 ”算术 中 ， 
68+9 二 3，7?7X5 半 ll，1 一 5 三 8，2 十 0 二 0 寺 12. 
〈 何 时 用 0, 何 时 用 训 视 具体 应 用 情 完 而 定 )， 


指数 函数 
回忆 下 列 整 数 指数 (其 中 m 为 正 整 数 ) 的 定义 


m 


a" =argratm 个 4)， a 二 1 a™= 


arm =~ yar = Ga)™. 


例如 ， 
4 oa 工 ca 
2 二 16, 2" 一 六 一 人 6* 125* 一 5 一 25 
a 一 lima”’, 


其 中 为 有 理 数 , 由 此 ,可 以 认为 指数 函数 f(z) 一 a: 的 定义 域 为 实数 集 . 
对 数 函 数 


对 数 是 与 指数 相关 的 函数 , 设 5 为 正 数 ,任意 正 数 工 的 以 5 为 底 的 对 数 记 作 
logs x ， 
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表示 可 以 得 到 的 5 的 指数 , 即 
y= log z= 
是 等 价 的 . 因此 ， 
由 2 一 8 竺 ,logz8 一 3; 由 102 = 一 100 得 ,loge100 一 2; 
由 = 上 4 得 1logs64 二 6;， 由 10 一 0.001 得 ;logx0. 001 一 一 3 
进而 ,对 于 任意 的 底 56， 
因为 六 二 1, 所 以 logsl1 一 0. 
因为 一 5b, 所 以 log2 = 1, 
负数 与 0 的 对 数 没 有 定义 . 
对 数 通 常用 近似 值 答 出 . 例如 ,利用 对 数 表 或 计算 器 ,可 以 得 到 
log1w 300 一 2. 4771, log.40 一 3. 6889, 
(其 中 e 一 2.718281…). 
三 类 重要 的 对 数 是 :以 10 为 底 的 对 数 , 称 为 常用 对 数 ; 以 e 为 底 的 对 数 , 称 为 自然 对 数 ; 以 
2 为 底 的 对 数 , 称 为 二 进 制 芍 数 . 有 些 教科 书 将 log。x 记 为 Inr, 将 logaz 记 为 lgr 或 logx. logx 
通常 表示 logiox, 但 是 在 商 等 数学 课本 中 , 它 也 詹 用 来 表示 log。z, 而 在 计算 机 教科 书 中 ,又 被 
用 来 表示 logs 工 . 
对 于 一 进 制 对 数 ,我 们 通常 只 需要 它 的 上 取 整 或 下 取 整 . 例如 
因为 2 一 64, 而 2 一 128, 故 [iogs100] 一 6 
因为 哇 一 512, 人 28 一 1024, 故 「logz10001 一 9， 


等 等 . 
指数 十 数 与 对 数 隐 数 的 关系 


指数 函数 与 对 数 函 数 , 即 
f(x} = 与 g(x) = logsx 
之 间 是 互 道 的 关系 ,这 两 个 函数 的 图 形 具 有 几何 联系 . 这 个 关系 如 图 3- 5 所 示 , 其 中 指数 函数 
了 (7) 一 2Y ,对 数 了 精 数 SCz) 一 logzz 与 线性 函数 hz) 一 zx 的 图 像 画 在 同一 个 坐标 系 中 , 因为 A(z) 
二 27 与 g (zx) 二 logzx 为 互 道 的 ,所 以 它们 关于 线性 函数 站 4z) 一 对 称 , 换 名 话说 ,关于 直线 
3 一 工 对 称 . 


hry=x 


B(x)=logax 


图 3-5 


3-5 还 表现 了 指数 函数 与 对 数 范 数 的 另 一 个 重要 性质 . 特别 地 ,对 于 任意 的 正 数 ,我 
们 有 
gc) hic) < Fle). 
事实 上 , 当 c 增 太 时 ,垂直 距离 hc 一 glc) 和 fCc) 一 gO) 也 增 大 . 进而 ,与 线性 郴 数 hr) 比较， 


* 5 » 


"AB » 


离 散 数 学 


对 数 贤 数 g(x) 上 和 开 较 为 缓慢 ,而 指数 函数 jx) 则 上 和 开 较 快 . 
3.5 序列 ,集合 的 指标 类 


序列 和 集合 的 指标 类 是 具有 其 特定 记号 的 特殊 函数 类 型 , 本 节 将 讨论 这 些 函 数 , 并 讨论 求 
和 记号 . 


序列 


序列 是 从 正 整数 的 集合 N 王 11,2,3,…) 到 一 个 集合 4 的 函数 . 我 们 用 a 表示 整数 ma 的 

像 . 于 是 序列 通常 表示 为 
avizaa 或 ta :nN 或 简 记 为 {a,}. 

有 时 我 们 也 以 非 负 整 煞 的 集合 10,1,2,…} 而 非 N 作为 序列 的 定义 域 . 在 这 一 情况 下 ,我 们 说 = 
从 0 开始 而 不 是 从 1 开始 ， 

集合 A 上 的 有 限 序 烈 是 一 个 从 仁 ,2,… ,m1 到 入 的 函数 ,通常 表示 为 
这 样 的 有 限 序列 有 时 也 称 为 一 个 列表 或 m -元 组 ， 
例 3.5 (a) 我 们 熟知 的 序列 


1 11 1 11 
a34” 3 lad'g 
可 以 分 别 规范 地 定义 为 


l 与 p22. 


dn 一 | 


其 中 第 一 序列 由 ”一 1 开始 ,而 第 二 序列 由 n 一 0 开始 ， 
{b) 重要 序列 1, 一 1,1, 一 1,-… 可 以 规范 地 定义 为 

ar 二 (一 1)m 或 等 价 地 六 == (一 1)". 
其 中 第 一 序列 由 mn 一 1 开始 ,而 第 二 序列 出 nn 二 0 开始 . 
(c7《〈《 审 ) 设 集合 A 为 有 限 集 ,并 将 A 看 指标 集 或 字母 集 , 则 A 上 的 一 个 有 限 序 列 
称 为 一 个 串 或 词 ,通常 记 作 aias…:aw* 即 不 用 括号 . 在 串 中 的 指标 数 mm 称 为 长 度 . 指 
标 为 零 时 也 看 着 一 个 串 , 称 为 空 串 或 零 囊 .我们 将 在 第 十 三 章 中 详细 讨论 一 个 字母 表 
4 上 的 串 以 及 运算 . 


求 和 记号 与 求 和 
这 里 我 们 引信 求 和 记号 之 (希腊 字母 sigma). 考虑 一 个 序列 al ,as ,as，…, 则 和 


十 Gz 十 十 4 与 Gm 十 dm 十 十 
将 分 别 记 作 


0 与 之 Ai 
在 上 述 表 达 式 中 ,字母 7 称 为 唾 指标 或 哑 变 量 . 其 他 字母 如 ! ,5 等 也 常 被 用 作 哑 变量 . 
例 36 


Sat, = a ab Tan 

r=1 
= 二 二 和 一 52 一 4 十 9 十 16 十 25 一 54. 
了 一 了 


> 一 1 十 2 十 …… 十 也 
最 后 一 个 和 式 是 最 常见 的 , 它 的 值 为 n(n 十 1)/2., 即 


第 二 童 ” 国 数 与 算法 * 47 + 


1 2 二 3 二 个 一 全 


于 是 ， 


集合 的 指标 类 


设 工 为 任意 非 空 集合 ,并 设 3 为 集 族 . 从 了 到 5 的 指标 函数 为 一 个 函数 地 : [一 3S. 对 十 任 

意 的 iET, 记 及 ; 表示 其 像 太 , 十 是 指标 隆 数 /通常 表示 为 
(Ai:t ET 或 {A el 或 简 记 为 (A,}, 

集合 了 称 为 指标 业 , 工 的 元 素 称 为 指标 . 如 果 了 为 一 -的 和 映 上 的 ,我 们 就 说 S 可 以 由 了 标 削 ， 

集合 的 指标 类 的 并 与 更 定义 为 

UierA 一 人 zzE 凡 对 于 某 i ED 与 人 NeiA, 二 {zx:X EA， 对 所 有 i ED. 
如 果 工 为 有 限 集 , 则 这 怡 好 是 我 们 以 前 定 区 的 并 和 交 . 如 打工 是 N, 我 们 可 以 分 别 定 光 并 与 交 
为 


AUAU 4 让 As 门 … 
例 37 设 工 为 整数 集 对 于 每 个 整数 ”我 们 分 配 R 的 下 列子 集 
A 二 
换言之 ,4, 为 无 穷 区 间 ( 一 oo,nj. 对 于 每 个 实数 e ,存在 整数 和 x 使 得 .<a 二 
mz， 因此 ,a 忆 A 但 aA ,因此 
aEUA. 得 aeg& 门 4 
由 此 
UA 二 R 但 门 :A; = 7, 


3.6 递归 函数 
一 个 冰 数 称 为 是 递归 定 头 的 ,如 果 该 国 数 的 定义 与 其 自身 有 关 . 为 了 不 至 于 产生 循环 定 
尺 , 函 数 的 递归 定义 必须 具有 下 询 两 个 性 质 : 


(1) 必须 存在 一 个 称 为 基准 值 的 叙述 ,不 与 国 数 自身 相关 ， 
(2) 在 每 一 时 刻 函 数 都 与 自身 相关 ,但 尊 数 的 描述 必须 封闭 于 基准 值 . 具备 这 两 个 件 质 的 


递归 是 数 称 为 良好 定义 的 ， 
下 面 的 例子 有 助 于 弄 清 这 些 概念 ， 
阶乘 洱 数 


从 1 到 "的 所 有 正 整 数 的 积 称 为 "rn 阶乘 :通常 记 作 21， 即 
nll=1le 2 dn 2 (no Ln 
我 们 定 头 0! 二 1, 这 样 阶乘 蝴 数 的 定义 就 拓 嵌 了 到 全 体 非 负 整 数 . 于 是 我 们 有 
01 一 1,11 一 1 2 一 1.2 一 2,3!1 一 1.2.3 一 6,41 一 1.2.3, 4 一 24， 
51 一 1，2.3.4.5 一 120，61 一 1.2.3.4.5.6 一 720， 
等 等 . 我 们 有 
51 一 5.41 一 24 一 ]20，61 一 6.5 引 一 6.120 一 720. 
这 于 任意 正 整数 成 立 , 妈 
nl =n* (一 1)1， 
由 此 ,阶乘 函数 又 可 以 给 出 如 下 定义 . 
定 久 2 (阶乘 计数 ) (1) 如 果 za 一 0, 则 ?1 三 1. 
《2 如 果 nn 守 0; 则 nt 二 n(x 一 201. 


学 


离 散 数 


上 述 n! 的 定义 是 递归 的 ,因为 当 它 使 用 (x 一 171 时 , 它 与 自身 相关 ,然而 
(1) 当 %==0 时 ,na! 的 值 已 经 明确 地 给 出 (于 是 0 为 一 个 基准 值 ). 
(2) 对 于 任意 的 n,n1 的 值 的 定义 利用 了 较 小 的 = 的 阶乘 值 ,而 这 个 较 小 的 = 阶乘 值 封 六 


于 基准 值 0. 


由 此 ,这 个 定义 不 是 循环 的 ,换言之 ,阶乘 函数 是 良好 定义 的 . 
例 3.8 我 们 利用 递归 定义 来 计算 41. 这 个 计算 需要 下 列 九 步 : 


(1) 41 一 4 31! 

(2) 31 一 3 21 

《3) 21 一 2 1! 

C4) 11 一 1 "01! 

(5) 0! 一 1 

(6) 11 =1+*1=1 

(C7) 21 一 2。1 一 2 

《8) 3! 一 3，2 一 6 

C9) 41 一 4。6 一 24 

即 

第 一 步 ” 利 用 31! 定义 41, 所 以 必须 3! 有 定义 41 才能 有 定义 . 这 就 促使 我 们 进入 
下 一 步 . 

第 二 步 ” 这 里 3f 由 2! 定义 ,所 以 ,要 使 3! 有 意义 ,必须 使 得 21 有 意义 . 
第 三 步 ” 利 用 1! 定义 21. 

第 四 步 ” 利 用 0! 定义 11. 

第 五 步 ” 因 为 0! 是 递归 定义 的 基 淮 值 , 所 以 此 步 可 以 确切 二 确定 01， 


第 六 至 九 步 ”倒转 回去 ,由 01 求 11, 由 1! 求 21, 由 2! 求 31, 最 后 ,由 3! 求 出 41. 
倒转 计算 是 由 上 述 第 一 到 第 五 步 引导 的 . 
注意 ,我 们 是 由 基准 值 起 始 倒转 计算 的 . 


水 平 数 


设 卫 为 一 个 用 来 确定 了 (XX) 的 过 程 或 者 递归 公式 ,其 中 f 为 递归 函数 ,不 为 输入 值 . 我 们 
将 PP 的 每 一 步 操作 联系 一 个 水 平 数 ,也 的 原始 操作 步骤 规定 为 水 平 1; 由 于 递归 代 人 ,PP 的 每 
一 时 刻 的 操作 的 水 平 数 都 比 其 递归 代 人 的 水 平 数 增加 1, 递归 的 深度 即 为 获得 fA(X) 的 了 的 最 
大 操作 水 平 数 . 

比如 ,人 鲍 3.8 确定 41, 使 用 的 递归 公式 为 nt 二 n(n 一 1)1. 第 一 步 属 于 水 平 1, 因 为 它 是 递 
扫 公 式 的 首次 操作 , 于 是 ， 

第 二 步 属 于 水 平 2, 第 三 步 属于 水 平 3,…, 第 五 步 属于 水 平 5. 
另 一 方面 ,第 六 步 属于 水 平 4, 因 为 它 是 由 水 平 5 回 代 的 结果 . 换言之 ,第 六 步 和 第 四 步 属于 同 
一 个 操作 水 平 . 类 似 地 ， 

第 七 步 属 于 水 平 3, 第 八 步 属于 水 平 2, 第 九 步 属于 水 平 1 
由 此 ,确定 41 的 递归 深度 为 5, 


Fibonacci 序列 


Fibonacei 序列 {通常 记 作 Fo ,本 ,Fe 如 下 ， 
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34.55，…， 
即 Fo 一 0,， 忆 一 1, 以 后 每 一 项 都 是 其 前 面 两 项 的 和 . 例如 ,上 述 序列 将 要 列 出 的 两 项 分 别 为 
34 十 55 一 89，55 十 89 一 144. 
这 个 天 数 的 正式 定义 如 下 ， 


定义 3. 3CfFibonacci 序 列 ) (a) 如 果 n 二 0 或 mn 一 1. 则 二 xn 

(Cb) 如 果 # 计 1; 则 瑟 二 Fs 十 Fi1， 

这 是 另 一 个 递归 定 艾 的 例子 ,因为 定义 中 用 到 了 已 -和 下, 所 以 该 定义 依赖 了 郴 数 自 
身 . 但 是 ， 

(1) 基 礁 值 为 0 和 1. 

《2) 瑟 , 的 定 艾 利用 了 比 半 小 的 函数 值 ,而 这 些 值 封闭 于 基 淮 值 . 所 以 这 个 函数 是 良好 定 

Ackerraann 全 数 


Ackermann 函数 是 含有 两 个 日 变量 的 画 数 ,每 一 个 自 变 量 的 取 值 范围 者 是 非 负 整 数 . 该 
函数 的 定 久 如 下 : 

定义 3.4(Ackermann 图 数 ) 《a) 划 果 站 一 0, 刚 Ar 一 疾 十 1. 

(b) 如 果 闵 天 0 但 是 = 二 0; 则 AC,n) =Atm 一 1,nY. 

tc) 如 果 六 天 0 且 rn 去 0; 则 Atms) 一 Am 一 1,Atm.n 一 1)), 

这 文 是 一 个 递归 定义 ,因为 在 Cb) 和 (tc) 中 ,定义 参照 其 自身 . 注意 到 仅 当 m= 二 0 时 ， 


”Alm, 加 才 是 明确 给 定 的 . 其 基准 为 下 述 有 序 偶 


(0,0) ,C0,1) ,60,2),(0,3) (0 1) se-, 
尽管 不 能 从 定义 明显 看 出 A(m, 区 的 值 ,但 是 它 最 终 必 可 以 由 上 述 一 个 或 多 个 基准 大 序 偶 的 
函数 值 表述 出 来 , 

在 问题 3. 24 中 ,我们 计算 了 A(1,3? 的 值 . 对 于 如 此 简单 的 情况 ,也 需要 进行 15 个 步 豫 的 
计算 .一 般 地 说 ,除了 平凡 的 情况 外 , Ackermann 画 数值 的 计算 是 十 分 繁杂 的 . 它 的 重要 性 来 
自 于 数理 逻辑 . 我 们 之 所 以 在 这 里 给 出 ,主要 是 作为 递归 函数 的 荔 一 类 示例 , 它 说 明道 归 函 数 
定义 中 的 递归 部 分 可 以 是 复杂 的 . 


3.7 基 数 


两 个 集合 A 与 B 称 为 是 对 等 的 ,或 具有 同样 多 的 元 素 ,或 具有 相同 的 基数 , 记 作 4 一 日 ,如 
果 存 在 一 一 对 应 了 上: A->B. 集合 A 称 为 有 限 的 ,如 果 对 于 某 正 整数 4 与 集合 们 ,2,…,n) 具 
有 相同 的 基数 . 如 果 一 个 集合 不 是 有 限 的 ,就 称 之 为 无 限 的 . 熟知 的 无 限 集 的 例子 有 自然 数 集 
N ,整数 集 ZZ, 有 理 数 集 Q 和 实数 集 及 . 
现在 引入 “基数 ”概念 . 我 们 将 基数 简单 地 看 做 一 种 分 配给 集合 的 符号 ,两 个 集合 被 分 配 相 
同 的 符号 当 且 仅 当 它们 具有 相同 的 基数 , 集合 4 的 基数 通常 记 作 14|1 ,nCA) 或 card(4), 本 书 
使 用 | 和 A|. 
有 限 集 的 基数 符号 是 自然 的 , 即 空 集 记 为 0, 集 合 {1 ,2,…,n} 的 基数 为 n. 于 是 |A| 二 xn 当 
甘 科 当 有 与 {1,2,…, 台 具有 相同 的 基数 , 即 4 含有 = 个 元 素 . 
正 整 数 集 N 的 基数 为 oe ( 读 作 “aleph 0”). 这 个 记号 由 Cantor 引入 .于 是 |A1=W。 当 且 
仅 当 入 与 N 具 有 相同 的 基数 . 
例 3.9 (al |{xr,ysz}!=3, 1{1,3.5,7,9}|=5, 
(b) 设 EE={2,4,6,…}) 为 正 偶 数 的 集合 . 由 f(22 二 2n 定义 的 函数 上 N->E 是 正 整 
数 集合 人 与 五 之 间 的 一 个 一 一 对 应 . 于 是 王 与 N 有 相同 的 基数 ,因此 我 们 可 以 写 
|E|= No. 
具有 鞍 数 的 集合 称 为 可 数 的 或 无 限 可 数 的 .有限 集 和 可 数 集 部 称 为 可 数 的 , 可 以 
证 明 有 理 数 集 只 是 可 数 的 ,下 述 定理 (将 在 问题 3. 15 中 证 明 }) 以 后 将 要 用 到 . 
定理 3.2 可 数 集 的 可 数 并 仍然 是 可 数 的 . 
换 名 话说, 如果 A, ,4A: ，… 都 是 可 数 的 , 则 并 集 
A As LU A, U 四 


。49 。 


亢 艇 数学 


也 是 可 数 集 . . 
下 面 的 定 昱 给 出 了 不 可 数 无 限 集 的 -- 个 竺 要 的 例 村 ,该 定理 的 计 明 见 问题 3. 16. 
定理 3.3 从 0 到 1 的 所 有 实数 的 集合 工 是 不 可 数 的 , 


基数 与 不 等 式 


我 们 希望 比较 师 个 集合 的 大 小 , 这 由 下 面 定义 的 基数 之 同 的 不 等 式 关 系 给 出 . 对 于 任意 集 

合生 与 下 , 定 区 |4| 委 | 是 | ,如 果 存 在 一 一 对 应 图 数 了 上: A 一 B. 同样 地 ， 
六 | 二 | 呈 有 有 14 和 8 和 但 |A | Bl. 

例如 ,因为 由 (一 1 和 4 定义 的 函数 了 :IN 一 工 是 一 一 对 王 :, 查 是 由 定 厘 3. 3 到 1 ,所 以 二 
IIl. 

在 问题 3. 28 中 将 让 明 的 Cantor 定理 告诉 我 们 ,基数 是 无 界 的 , 

定理 3. 4CCantor) 对 于 任意 集合 4, 我 们 右 |4| 一 |PowertA)1( 其 中 Power(4) 为 4 的 
医 集 , 即 A 的 全 体 子 集 族 )， 

玉 面 定理 各 诉 我 们 ,基数 的 不 等 式 关 系 是 对 称 的 , 

定理 3. SCSehroeder-Bernstein) 设 集 全 上 4 与 号 满足 

入 | 委 |B 和 且 | 号 | 委 |44 


则 |A|==15|. 
这 个 定理 的 等 价 形式 将 在 阿 题 3, 29 中 证 明 ， 
3.8 算法 与 函数 
算法 M 是 求解 一 个 特定 问题 的 有 限 个 良好 定义 的 相继 步 又 的 列表 . 比如 ,对 于 给 定 的 画 
数 了 和 输入 值 基 , 求 出 扰 和 5 其 中 大 可 以 是 一 下 值 或 值 的 集合 ). 如 下 例 所 未 ,通常 可 以 有 不 
正 一 种 方法 求 /xD). 装 得 AX} 的 算法 1M 的 选择 依赖 于 算法 的 "效率 ”和 “复杂 性 ”, 关 于 算法 
M 的 复兴 性 问题 将 在 下 一 节 讨 论 . 
例 3.10 (多 项 式 的 值 ) 对 于 一 个 给 定 的 多 项 式 f(r) 和 值 x 二 a 六 Ac. 比如 已 知 
fr =27 一 7 十 47 一 135， 玉 wa 一 5， 
求 fta}, 这 个 问题 可 以 由 下 列 两 种 六 法 得 到 . 
(a) (直接 法 ) 将 a 一 5 直接 代 人 人 多项式 进 行 计算 
Ft5) 一 20237 一 ?2567 十 4157 一 了 一 250 一 175 十 2 一 15 一 80， 
我 们 共 进 行 了 4 十 3 十 1=8 次 乘法 和 3 次 加 法 运算 . 一般 地 ,用 直接 法 求 一 个 nn 深 多 
项 式 的 值 大 约 需要 
二 (一 1 十 ++ 1 一 次 乘法 和 ”二 次 加 法 . 


(b)CHorner 方法 或 综合 除法 ) 我们 利用 逐步 提取 因子 x 的 方法 将 多 项 式 重新 整 
埋 如 下 


Fx) = Tr 15 = {r+ 4 r—15., 
出 
5) 一 ((3)5 十 405 一 15 一 (19)5 一 15 一 95 一 15 一 80， 
对 于 熟悉 综合 除法 者 ,上 述 算法 等 价 于 下 曾 的 综合 除法 
5|2 一 了 7 二 4 一 45 
| 10 十 15 十 95 


2 十 3 十 19 T 8 


不 难看 出 ,上 述 用 了 3 次 乘法 和 3 次 加 法 .一般 地 ,利用 综合 除法 求 一 个 有 次 多 项 式 的 值 
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a Cl] 。 


大 约 需要 
2 次 乘法 ”和 次 加 法 . 
于 然 , 综 合 除法 4b) 比 直接 法 Cs 有 更 锅 的 效 褒 . 
例 3. 11 (最 大 公约 数 ) 设 a 与 已 为 正 炸 数 ,假定 pa, 求 a 与 避 的 最 太公 约 数 4 = 二 GCDta， 
.解决 这 个 问题 有 下 面 丙种 方法 . 
ta) 《直接 法 ) 污 求 出 与 5 的 护 有 因子 ;比如 对 于 a 可 以 遍 试 从 2 到 ai2 的 所 有 
数 , 然后 ,取出 它们 的 最 大 会 因子 . 例如 , 设 a 二 258,5 一 60, 求 4 与 #8 的 因子 如 下 
a 一 258， 因子 : 1,2.3,6,86,129,258 
p= 60， 因子 :1.2,3,4,35,6,10,12,13,20,30,60 
从 而 :9 二 GCD(258,60) 二 6. | 
《hb)《【〔《 带 余 除 法 ) ”首先 以 请 除 < 得 余数 > (注意 志 芝 站, 然后 以 nn 除 5 得 第 二 个 余 
数 rs 注意 ro ), 再 以 ra 除 Mm 得 第 二 个 余数 ra 《注意 rs < ra 》， 如 此 继续 ， re 
除 天 得 余数 ri.2. 因为 


a rn 《了 

最 终 可 以 得 到 余数 总 =0 则 所 = 一 GCDa 站 ,例如 ,a 一 258， 8 一 60, 则 

《1) 以 5 二 60 除 4 二 258 得 余数 二 18. 

[2) 以 训 一 18 除 5=60 得 余数 二 6. 

{3) 以 rz =6 除 =]18 得 余数 ry 二 {0), 

于 是 ,rs 二 6 二 GCD(258,680)，, 

带 余 除法 是 求 两 个 止 整数 a,B 的 最 大 公约 数 的 非常 有 效 的 方法 . 事实 上 ,该 算 
法 由 Cx* ) 次 定 ,该 算法 得 到 eq=GCDra ,六 并 不 是 显然 的 ,我 们 和 将 在 11. 6 中 对 此 进 
行 讨论 ， 

3.9 算法 的 复杂 性 


算法 分 析 是 计算 机 科学 的 一 项 主要 工作 . 为 了 进行 算法 比较 ,我 们 必须 给 出 算法 效率 的 某 
种 衡量 标准 . 本 节 就 这 个 重要 论题 进行 讨论 . 

假设 好 是 一 种 算法 ,并 设 ” 为 输入 数据 的 规模 , 实施 邮 所 占用 的 时 间 利 空间 是 衡量 该 算 
法 之 效率 的 两 个 主要 指标 . 时 间 由 “键盘 操作 ”次数 衡量 . 比如 

Ca) 对 于 排序 和 查找 ,我 们 对 比较 次 数 计 数 ， 

《b) 在 计算 中 ,我们 对 乘法 次 数 计 数 而 忽略 加 法 , 

键盘 操作 的 定义 前 提 是 其 他 操作 时 间 大 天 小 于 或 至 多 与 键盘 操作 叶 间 成 比例 ,空间 由 实 
施 该 算法 所 需 的 最 大 内 存 来 衡量 . 

算法 用 的 复杂 性 是 一 个 函数 /2 , 它 对 于 输 和 人 数据 的 规模 x 给 出 运行 该 算法 所 需 时间 
与 所 需 存储 空间 , 执行 一 个 算法 所 需 存 储 空间 通常 就 是 数据 规模 的 倍数 . 因此 , 踪 非 特殊 情况 ， 
“复杂 性 ”将 指 运 行 算法 的 时 间 . 

对 斑 殷 定 是 指 运 行 算法 所 需 时 间 的 复杂 性 函数 fn), 它 通 常 不 仅仅 与 输入 数据 的 规模 有 
闫 ,还 与 特定 的 数据 有 关 . 例如 ,如 果 我 们 的 任务 是 在 一 篇 英文 短 故 事 TEXT 中 查找 第 一 次 出 
坝 的 3 个 字母 的 单间 环 . 显然 ,如 果 多 为 定 冠 词 “the*, 则 WW 有 可 能 看 TEXT 的 开头 部 分 出 
现 , 于 是 Fim) 将 会 比较 小 . 另 一 方面 ,如 果 殉 是 单词 “zo00”, 则 W 甚至 可 能 不 会 在 TEXT 中 出 
更 ,所 以 关门 可 能 会 很 大 ， 

上 述 讨论 促使 我 们 考虑 对 于 通 当 的 情况 , 求 出 复 条 性 函数 ft. 在 复杂 性 理论 中 研究 得 
最 多 的 两 种 情况 是 ， 

(1) 最 坏 情 况 ” 对 于 任何 可 能 的 输入 ,ALn) 的 最 大 值 . 

(2) 平均 情况 /tn} 的 期 望 值 . 

平均 情况 分 析 对 于 输入 数据 假定 一 个 适当 的 概率 分 布 ,一 种 可 取 的 假定 是 一 个 数据 集合 


* G2 
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的 可 能 排列 看 上 去 是 均等 的 ,平均 情况 还 使 用 概率 论 中 的 下 列 概念 , 假定 数字 x .n,m 出 
现 的 概率 分 别 为 pi :PP ,… ,pi. 则 期 望 或 均值 玉 由 下 式 给 出 : 
E=miinps tt mpi. 


以 下 我 们 来 建立 这 些 概念 . 
线性 查找 


设 给 定 了 一 个 包含 个 元 素 的 线性 数组 DATA, 和 一 个 特定 的 信息 ITEM. 我 们 的 任务 是 
在 数组 DATA 中 求 出 ITEM 的 位 置 LOC, 或 者 传送 某 个 信息 ,比如 ILOC 二 0, 表 示 ITEM 不 
出 现 于 DATA 中 , 线性 查找 算法 解决 这 个 问题 的 途径 足 将 ITEM 与 DATA 中 的 元 素 一 个 一 
个 地 进行 比较 . 先 将 ITEM 与 DATAL1] 比 较 , 青 与 DATA[L2] 比 较 , 如 此 继续 ,直到 ITTFEM 一 
PATALLOC], 求 出 LOC 为 止 . 

线性 查找 算法 的 复杂 性 由 ITEM 与 DATALK] 之 间 的 比较 数字 CC 给 出 ,我们 来 求 Ctn) 的 
最 坏 情况 和 平均 情况 . 

(1) 最 坏 情况 ”显然 ;最 坏 情况 是 TTEM 为 数据 组 DATA 的 最 后 一 个 数据 或 根本 就 不 在 
该 数据 组 中 . 在 这 两 种 情况 下 , 均 有 


Cn) = An. 
于 是 ,Co 一 二 是 线性 查找 算法 的 最 坏 情 况 . 
《2) 平均 情况 ”这 里 我 们 假定 ITEM 在 DATA 中 确实 出 现 ,并 且 在 数据 组 的 任何 位 置 出 
现 概率 均等 . 因此 ,比较 次 数 可 能 是 1,2,3.…， 中 的 任 一 个 数 ,而 且 每 一 个 数 出 现 的 概率 为 
1/p. 则 


Cn 一 


上 
+ 
[We 
+ 
二 
忆 

x|- 


(n+l)., 
2 


+l 


2 
求 出 ITEM 的 位 置 所 需 比较 的 平均 次 数 近 似 地 等 于 数据 组 DATA 中 的 数据 个 数 的 一 尝 , 这 个 
结果 与 我 们 的 直 常 是 一 致 的 . 
注 一 个 算法 的 平均 情况 的 复杂 性 的 计算 往往 比 最 坏 情 况 的 复杂 性 的 计算 要 繁杂 得 多 . 
而 且 , 对 于 平均 情况 中 概率 分 布 的 一 种 假定 常常 在 实际 场合 失效 , 因此 ,除非 特别 说 明 , 算 法 的 
复杂 性 将 指 对 于 给 定 输入 数据 的 最 坏 情 况 确 定 运 行 时 间 的 函数 . 这 个 假设 条 件 并 不 太 强 ,因为 
对 于 很 多 算法 ,其 平均 情况 的 复杂 性 常 与 最 环 情 况 的 复杂 性 成 比例 . 


增长 率 与 大 口 记 号 


息 定 M 是 一 个 算法 ,并 设 = 为 输入 数据 的 大 小 . 显然 M 的 复杂 性 (mn) 随 着 的 增 大 而 增 
太 , 通常 我 们 需要 考察 的 是 (nm) 的 增长 率 . 这 常常 由 Fm) 与 某 标准 西数 相 比 较 而 得 ,例如 
logsn, ns nlogsns ff fm 2", 
等 等 ,都 可 被 用 作为 标准 函数 , 这 些 标准 函数 的 增长 率 如 图 3 - 6 所 示 , 该 菊 对 于 某 些 = 的 值 给 
册 了 这 些 画 数 的 对 应 近 介 值 . 注意 到 这 些 函 数 是 撤 其 增长 率 列 出 的 :对 数 嚼 数 logz ?增长 最 
慢 , 指 数 函 数 2 增长 最 快 ,而 多 项 式 曙 数 普 的 增长 府 确 其 指数 < 的 增 太 出 变 快 . 


图 3-6 标准 函数 的 增长 率 


将 复杂 性 函数 与 一 个 标准 函 数 相 比 较 的 一 种 方法 是 利用 "大 OF” 记号 ,我 们 给 出 它 的 定义 
如 下 : 

定义 设 f(z2) 与 g(x) 为 定义 于 RR 或 RR 的 子 集 上 的 任意 两 个 函数 . 我们 说 “了 f(x) 与 g(x) 
同 阶 ”, 记 和 作 

xr) 一 (Cg 
如 果 存 在 实数 坟 和 正常 数 C 使 得 对 于 所 有 的 了 > 雪 有 
| fx) [EC| gtr) |， 
同样 地 , 当 fx) 一 上 Cx) 一 OCg(z)) 时 , 记 
fl) = h(t) + Op CD). 

{ 称 上 述 为 “大 0O" 是 因为 f(x) 二 olg(z)) 具 有 与 其 完全 不 同 的 意义 , ) 

现 考 虑 m 次 多 项 式 PCz). 我 们 将 在 问题 3. 27 中 证 明 PCz) 二 OCz"). 例如 ,由 此 有 

7X2 97 十 4 二 OCxi?)， 及 87 一 376x? 十 8327 一 248 = OC )， 


一 些 著名 算法 的 复 灯 性 


假设 f(D) 与 gln) 为 定义 于 正 整 数 集 上 的 明 数 , 则 
Fa 一 OCgtn)) 

意 指 对 于 所 有 的 n，f (m0 以 g(n) 的 某 常 数 倍 为 界 ， 

为 说 明 这 种 记号 的 方便 之 处 ,我们 给 出 计算 机 科学 中 一 些 著 名 的 查找 和 排序 算法 的 复杂 
性 . 

(ay 线性 查找 , OCn), 

Cb) 二 叉 查 找 : OUog 1). 

ce) 冒 泡 排 序 :， Oc ), 

Cd} 归并 排序 ， OC |og #1). 


问题 与 解答 
函数 
3.1 判断 图 3 - 7 中 的 各 于 形 是 否定 义 了 从 4 一 {eypyc} 汉 了 一 (rz 的 函数 ， 


(a) (e) 


区 3-7 


解 二  (a) 否 .因为 没有 对 5EA 分 配对 应 值 . 
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3.3 


3.4 


3$.5 


(hb) 否 . 对 .EA 分 配 了 两 个 不 同 的 元 素 + 种 <. 

ce) 是 

设 久 二 {1,2,3,4), 试 判定 下 列 关系 是 否 为 到 的 函数 . 

Ca) f={(2,3),. (61,4) ,2,1),03,.2),(1,4)}. 

(by g={(63.1) ,4,2) ,C1.1)}. 

Ke) 下 一 12 1) (03 4) C1,4) .02,1), 4.41), 

解 晤 回忆 XXX 的 - -个 子 集 了 是 明 数 1: XX 一 XX 当 且 仪 当 对 每 一 个 a€ XX, 它 作为 的 有 序 偶 的 
第 一 分 量 出 现 恰好 “次 

(a) 否 .2 作为 /的 两 个 相 异 有 序 侦 (2,3) 和 {2,1) 的 第 - -分 其 , 

(b) 否 . 元 素 2GX 没有 作为 8 的 有 序 偶 的 第 一 分 量 出 现 . 

Le) 是 . 尽管 2EX 作为 第 一 元 素 出 现 于 产 的 嘎 个 有 序 惕 中 ,但 这 两 个 有 序 偶 是 相等 的 ， 

设 4 为 某 学 校 学 生 的 集合 . 试 判断 下 列 分 配方 法 是 否定 闵 了 有 态 上 的 一 个 函数 


(a) 每 个 学 生 对 应 于 其 年 龄 . Cb) 每 个 学 生 对 应 于 其 老师 . 

《ec) 每 个 学 生 对 应 于 其 人 性别 . Cd) 每 个 学 生 对 应 于 其 配偶 ， 

解 ”对 A 的 元 素 的 一 个 分 配 能 够 成 为 A 开 的 函数 当 且 仅 当 A 的 每 一 个 元 素 a 怡 被 分 配 一 个 元 
素 . 于 是 


《ay 是 . 因为 每 个 学 生 有 且 仅 有 个 年 龄 . 

(b) 是 ,如 果 每 个 学 生 具 有 --: 位 老师 : 否 , 如 果 有 的 学 生 有 不 止 一 个 老病 

tc) 是 . 

(Cd) 否 , 如 果 有 学 秆 未 婚 : 是 ,如 果 每 个 学 生 都 是 已 婚 的 . 

画 出 下 列 晃 数 的 图 形 . 

《ay fr)=27 二 Xx—6. 

{by g(t)—=A 一 3 一 六 十 3， 

解 唔 作出 zx 与 其 对 应 函数 值 的 表格 , 因为 所 给 活 数 为 多 项 式 医 数 , 我 们 可 以 在 坐标 系 中 作出 这 些 
对 应 点 ,然后 以 光滑 曲线 将 它们 连 起 米 ,如 图 3 一 8. 


设 函 数 f: A 一 BB 与 g :BC 由 图 3-9 定义. 求 复合 函数 ge 太 : A 一 C. 
解 二 ”我们 利用 复合 肾 数 的 定义 米 计 算 

tgo 站 [ay 一 有 Fa — gly) 一 

Cgo NOD) 一 中 FEB 一 有 ED 一 3 

Cgo DD) = geD) = sy) = 
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3.6 


图 3-9 


注意 ;如 时 我 们 “ 沿 着 图 中 的 第 头 ” 可 以 得 到 同样 的 结 采 
da" yt br ty—1. 
设 唤 数 了 与 g 的 定义 为 f(x) 一 27 十 1 与 g(7) 一 一 2. 求 复合 蜀 数 g*f 的 表达 式 . 
解 辐 计算 gf 如 下 
(Bg* fx = gE — gl2z 1) -2717 2 = d+4r—1, 
注意 ,这 个 问题 同样 可 以 按 下 面 的 方法 来 求解 , 令 
y= Fr 一 2 二 1， = gy = YC 


从 上 式 子 中 消去 ,得 
T= 2 = (2r 1 一 ?=—47r+4r—1. 


一 一 的 , 映 上 的 和 可逆 函数 


3.7 


3.8 


3.9 


斌 判定 下 列 函 数 蚌 否 为 一 一 的 , 

(a) 对 于 地 球 上 每 一 个 和 人 分配 一 个 数字 为 其 年 龄 ， 

tb) 对 于 世界 上 的 每 一 个 国家 分 配 其 首都 的 经 度 和 纬度 . 
(tc) 对 于 单一 个 署名 作者 的 每 一 本 书 分 配 其 作者 . 

cd) 对 于 世界 上 每 一 个 设 有 总 理 的 国家 分 配 其 总 理 , 

短 晤 。 (an 否 . 地 球 上 可 以 有 许多 人 具有 相同 的 年 龄 , 

(Cb) 是 . 

《e) 否 . 因为 一 个 作者 可 以 写 有 不 网 的 书 . 

《dy 是 . 世界 上 的 不 同 国家 当然 有 不 同 的 总 理 . 

设 函 数 ff: 4B,g: BC,h: Cx>D 由 图 3-10 定义 . 
《a) 判定 是 否 每 个 应 数 静 是 映 上 的 . 

《hb) 求 复合 函数 hege 


图 3-10 


解 中 (an 函数 请 : A 一 B 不 是 映 上 的 ,因为 3EB 不 是 入 中 任何 元 素 的 像 ， 

函数 g : BC 不 是 映 上 的 , 因 鸭 =EC 二 是 召 中 任何 元 素 的 像 . 

函数 产 : CD 是 映 上 的 ,因为 DD 的 每 一 个 元 泰 者 是 C 的 某 个 元 素 的 像 ， 

{by 因为 a2 一 zr yh fi 6 ,ed)}, 
设 函 数 了 :AB 与 g : BxC. 证 明 : 

Ca) 如 果 了 与 g 都 是 一 一 的 , 则 复合 明 数 g+ 了 也 是 一 一 的 . 


» GA" 
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Cb) 如 果 耻 与 g 都 是 映 上 的 , 则 gr 了 也 是 蜡 上 的 
证 钵 (an 设 (ge 让 (7 一 (goD(y), 网 gCfC2) 二 g(f(y)). 因 g 是 一 一 的 , 均 fC0 二 fly). 进而 ， 
由 是 一 一 的 ,有 工 一 》 综 上 go 了 是 一 一 的 . 
(b) 设 c 为 C 的 任意 元 案 . 因为 g 是 映 上 的 , 故 存在 BE 虽 使 得 5( 归 一 c. 因为 是 映 上 的 ,存在 aEA 使 
得 fla 一 Bb, 然后 
(go a) = gf(a)) = gD =e. 
因此 ,对 于 这 个 任意 的 cEC, 存 在 a€ A 以 c 为 像 ,从 而 go 为 映 上 的 . 
3,10 设 .AR 一 R 定义 为 fz) 一 2x 一 3, 则 了 为 一 一 的 , 映 上 的 ,因此 了 可 道 , 试 求 了 ! 的 表达 
式 . 
杰 廊 设 y 为 z 在 /下 的 像 - 即 
一 六 zx 一 人 rr 一 3， 
则 三 应 为 y 在 六: 下 的 像 .在 方程 中 解 出 ,得 
工 一 《3 十 3772. 
则 广 ! 六 一 (3 十 3372. 以 z 代 苦 y, 得 
(rr) 一 工 十 3. 


2 
这 就 是 通常 以 上 作为 自 变 量 的 三 的 表达 式 . 
3. 11 证 明 De Morgan 律 的 推广 :对 于 侍 意 集 类 44,) ,有 
《UN = (A. 


塞 4 过” 我 们 有 
TE CA DrE UASYIE DieASYiElreEAereA,. 
大 而 (UA 一 门 .4 ‘这 里 我 们 使 用 了 尿 辑 记号 写 表 示 “ 当 且 仅 当 ”,Y 表示 "对 所 有 的 ”). 


基数 


3.12 求 下 列 集合 的 基数 ， 

Ca) A={a,byc, ,yz), 

《by B=1{1,—3,5,11,—28)., 

《ce) C—={r:rEN,x =5}. 

Cd) D={10,20,30,40,.…), 

Ce) E={6,7,8,9,."}, 

骆 是。 Ca) |A|=26. 因为 共有 26 个 英文 字母. 

(by |B|=:5, 

(0) 1CI=0. 因为 不 存在 平方 等 于 5 的 正 整 数 ,所 以 C 为 空 集 . 

Cd) DI 二 和 6. 因为 由 六 四 一 10n 定义 的 函数 :NDD 为 N 与 信之 间 的 一 一 对 应 

Ce) |El 一 和 No. 因为 由 了 Cm) 一 mn 十 5 定义 的 函数 上: N 一 玉 为 N 与 玉 之 间 的 一 一 对 应 . 
3. 13 证明 整 数 集合 世 的 基数 为 泊 。. 

: 迹 迪 。 下 列 图 形 表 示 了 NN 与 之 间 的 -个 -- 一 对 应 . 


N= 1 3 3 4 5 § 7 8 
+ 
Zo= 0 1 -1 2 2 3 -3 4 


即 下 列 函数 f: NZ 是 一 一 的 和 映 上 的 
om) 二 (2” “ ?为 偶数 ， 
(1 一 R22/2， 为 奇数 . 
于 是 .1Z|=IN| 一 Wo. 
3.14 设 4 ,As 为 可 数 个 有 限 集 . 证 明 并 集 S= UiA, 也 是 可 数 的 . 


证 时 ”我们 首先 列 出 A 的 元 素 ,然后 列 出 As 的 不 篇 于 4 的 元 案 , 再 列 出 A; 的 不 属于 4 或 4 
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《 即 前 面 没 有 多 出 过 ?的 元 素 , 如 此 继续 下 去 . 因为 A 人; 是 有 限 集 ,我 们 总 可 以 这 样 列 出 每 一 个 集合 的 元 
素 , 这 个 过 程 可 以 正式 描述 如 下 . 
首先 定义 集合 Bi ,Bz ,… ,其 中 书包 含 六 ,的 不 属 1 前 曾 集 合 的 元 素 , 即 定义 

B=Ah 和 B= AN A Uw UA. 
则 B; 为 不 交 的 , 瑟 SS 一 出 呈 ,- 设 有 ps Bm 为 BB, 的 元 素 . 则 S={ 训 ). 没 ff: SN 定 尖 为 

fb} = 
如 时 $ 是 在 限 的 , 则 S 是 可 数 的 , 如 果 S 是 无 限 的 , 则 峙 为 是 5S 与 之 疝 的 一 一 对 应 ,SS 是 可 数 的 . 
正明 定理 3.2; 可 数 个 可 数 集 的 并 集 是 可 数 集 . 
证 帕 设 入 ,A ,4 为 可 数 个 可 数 集 , 特别 地 ,假设 4. 的 元 素 为 wa， az，aa 定义 集合 Bi， 
有 ， 了 3 如 下 
Bi = ta, :17 = }. 
例如 ,Bs 一 {a5 ;amass var +as1}, 注意 到 每 个 B; 者 是 有 限 集 , 且 
SA, — UB,. 

由 上 一 题 U, 5: 是 可 数 的 ,这 里 的 S$= UA, 也 是 可 数 的 ,定理 得 让 . 
证 明定 理 3.3: 从 0 到 1 之 间 的 实数 的 集合 工 旺 不 可 数 的 ， 


证 嘟 “因为 了 包含 1, 广 ,于 …, 故 旺 然 是 一 个 无 限 集 .很 设 [是 可 教 的 . 则 存在 一 一 对 应 F: N- 上 


设 产 1 一 站 2 一 az 即 一 (eyeazyea 我 们 用 小 数 表 示 这 些 抱 素 aa ，a ，… 并 将 其 排 成 一 
列 

三 ] 一 由 TT RIT 

2 一 OQ. Tes To 23-T2t 

a3 一 0, Tn Ta Ts tas "+, 


4 OR Ta a a 


其 中 zz; 所 1,1,2,…,9}. 《如 果菜 数 有 两 个 不 同 的 小 数 表达 式 , 如 0. 200 000 00… 一 0. 199 999 9…, 我 
们 到 以 3 结尾 的 一 个 .》 
设 5 一 0. wy yi34y4"… 为 由 下 列 方 式 得 到 的 实数 
il; .re El; 
i2, x 二 1]， 
则 5EI 但 
pd 
A 
pa ds 


Ju1 天 frll， 
Ya = 


亚 辑 


MN Tr 


于 是 5 不 属于 了 一 {uwaz…*…}), 入 与 5E1 了 矛盾 . 因此 关于 了 尾 可 数 的 假设 是 错误 的 , 故 了 不 是 可 数 的 . 


特殊 数学 函数 


3. 17 


求 (a17.5]# 一 7.5 i 一 1]8j; 《b?T7.51 和 一 7.515 一 二 1 

解 寻 (a) 由 定义 zj 雯 不 超过 二 的 最 天 整数 . 折 避 7 5 一 7 一 ?7.5 才 一 8 一 切 二 一 18. 

(b》 由 定义 ,| | 表示 不 小 于 = 的 最 小 整数 . 所 以 7.5 1-:8| 一 7.5 | 一 一 7 一 18 |] 一 一 18， 

求 (a) 25(mod 7); (by 25(mod 5); (ce) 一 350mod 11) (d) —3(mod 8), 

解 9 二 。” 当 为 正 数 时 ,直接 以 模 数 好 除 上 得 余数 则 r 一 (mod MD. 当 吾 为 负 时 ,以 模 数 凡 除 | 有 | 
得 余数 ”出 外 inod MD 一 M 一 rw( 当 关 0). 于 是 

{a) 25(tnod 7)—=4, 《by 25(mod 5)=0, 

《e 一 35(mod 11)? 一 二 一 2 一 9， (qd) ~3(mod 8) 一 8 一 3 一 5， 

利用 模 MM 二 15 计算 ， 

(al 9 十 133 (hb) 7 一 113# (Cc) 4 一 日 ; {d) 2 一 10. 


高 散 数 学 


解 x 利用 a 二 Maltmod MD). 


(a) 93 十 13 一 22=22 一 15 一 ， 《by 7++11=—18=18— 15=3. 
《Ce) 4—9= 一 5 二 +15= 10. Cd) 2—10=—8—8+15=7. 
¢ 2)1 
3.20 化 简 ， (9 世人 有， (和 
解 是 fa) 
nt _ ncn— Dn 2*3"2.。1 
Cn ln 
或 简单 地 ， 
nl nino—17! 
aD nD 
(tb) 
nt nn nl 
nt non— In 2)*3 .2.1 
二 《x 十 DR 十 中 二 于 十 向 十 2， 
或 简单 地 ， 


二 人 一 和 Da 一 Cn 二 2)Cn 二 17 一 记 十 3 十 2 


3.21 求 值 ， (al logs8i {by logs64; (Cc) logio100; 《dy logno0.001. 
艇 时 。 (a) logi8 一 3, 因 为 2 一 8 
tb) logs64 一 6, 国 为 六 一 人。 
《cy logio100 一 2, 因 为 102 一 100. 
cd) logio0.001 一 一 3, 国 为 10 一 0 001, 
注 “对 数 通 常用 近似 值 给 出 . 比如 ,利用 对 数 表 或 计算 器 ,可 得 
下 询 对 数 的 近似 值 (其 中 e 一 和 718281…) 
logio300 一 2.4771， log.40 — 3. 6889 


递归 函数 


3,22 设 a 与 5 为 正 整数 ,并 说 急 的 递归 定义 如 下 
' 0， qb 
Qa aD + bea. 
(3a) 或 ; [QC2,5), CD QC012,5)., 
Cb? 本 数 Q@ 的 实际 意义 是 什么 ? 求 Q(5861,7). 
解 厅 al) (QC2,5) 一 0, 因 为 2<5. 
《这 Q(12,5) = 名 (7.5) 十 1 
一 [QC2,5) 十 1] 十 1 
一 Q(2,5) 寺 2 
一 0 十 2 一 2. 
(b) 每 次 从 a 减 去 5, 己 的 值 增 加 1 因此 Qtiay 门 给 出 了 a 队 以 5 的 商 . 于 是 Q(5861,7) 一 837. 
3.23 设 nn 为 正 整 数 . 函数 工 的 递归 定义 如 下 
0, 如 一 ]， 


本 (2) = | 


LUn/2D+1, nl1. 
求 L(25) 并 对 这 个 函数 进行 描述 . 
解 #5 求 L(25) 的 递归 过 程 如 下 
Liz5y = Lt12)+1 
-= [LC6) 十 1] 十 1 
= Lt6)+ 2 
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3. 24 


杂 题 


3, 23 


3.26 


二 [L(t3) 十 1] 十 2 
一 了 (37 十 3 
一 【人 263 十 1 十 3 
一 J 了 <1) 十 4 
-一 了 出 十 一半 
每 当 w# 除 以 2 时 , 工 就 增加 1. 因 此 工 是 满足 
2 
的 最 大 整数 . 由 此 ， 
Lin) = | logznj. 
利用 Ackermann 畏 数 的 定 尺 求 A(l,3)， 
筷 #5 我 们 需要 进行 如 下 的 15 步 运 算 : 
《1 ACI3)—=AD A 2)» 


{2) ACl,2) AO, AC,1)) 

(3) A(ll)=AO, A{IO) 
C4) AACl,0)=AC(0,1) 
C5) A(Q,1)=11—2 
(6) A(l0) =2 

C7) A(l,1)=A(O,2) 

(8) 商 (0,2) 一 2 十 1 二 3 
C9) 4AC1,1) 一 3 

(10) ACl,2)=A0, 3) 

C11) AD,3)=3 十 1 一 4 
C12) A(l,2)=4 

C013) ACl,3) =A(O,4) 

(14) 六 C0, 生 ) 二 4 十 1 一 5 


《15》 ACl,3) =5. 

排 在 靠 前 位 置 的 式 子 表示 我 们 在 提取 定义 并 推 壕 确定 耳 数 值 ,而 排 在 此 后 位 置 的 式 子 则 表示 回民 计 
算 . 注意 到 ,函数 的 定义 在 (ay 5,8,11,14 步 :(b) 第 4 步 和 (co) 第 1,2,3 步 中 被 使 用 . 其 他 步骤 是 进行 
回 代 计算 . 


对 于 下 列 每 个 实 变 量 的 实 值 钞 数 , 求 其 定义 域 D. 
(a) f(x)= (Cb) fr) =x 3r—4. 


1 
并 一 2" 
(0c) f(z) = 25— 7. (Cd) fn = 02 
解 : 知 ” 当 -个 实 变量 的 实 值 函 数 由 公式 f(r) 瘦 定时 ,除非 右 特别 声明 ,其 定义 域 口 就 是 使 得 f(z) 
有 意义 的 及 的 最 大 子 集 . 
(a) 当 了 一 2 一 0 即 > 一 2 时 ,了 无 定义 ,因此 站 一 RSTI21. 
tb) 了 对 任意 实数 有 定义 ,所 以 了 一 及 
Ce) 当 号 一 巡 为 负数 时 ,了 无 定义 ,所 以 D 一 [1 一 5 5 一 人 :一 5<r<5)， 
Cd) 子 的 定 祥 域 已 由 题目 明确 规定 , 即 了 D={x :072). 
对 于 任意 的 mEN, 设 了 丈 一 (17 表示 从 0 到 17 的 开 区 间 . 求 : 
(a) DD; DMNDa; CO DUD; 《中 DMND.. 
括 烙 (ka) 因为 (0,1/3) 是 (0,1/7) 的 母 集 ,所 以 DUD; = 
[by 因为 C0,1720) 是 (9,1/3) 的 一 个 子 集 ,所 以 DD 门 Da 一 Do， 
(C0) 设 吉 一 min(s, 四 ,如 为 :与 1 两 者 中 较 小 的 -个 . 网 Ds 等 于 DD, 或 也 而 包含 余下 的 一 个 集合 作为 
其 子 集 , 因此 ,D, UD 二 DD 
td 设计 一 maxt3) 站 ; 即 ; 与 + 中 较 大 的 一 个 .如 DD 门 D = Dw. 


San 3 -= or Mt 


+ BO * 


离 向 数学 


3. 27 


3. 28 


设 Pin) 二 as 十 an 二 2 并 十 一 十 awa" 的 次 数 为 mm, 证明 Ptn) 二 DCn™). 
证 辆 设 名 一 fav] 四 二 | 本 一 |r|. 则 对 jn 宇 1， 
Pn 


= (名 十 考 [ 十 十 嫩 jn” 


天 


二 

— Mn , 
其 中 冰 一 |ao| 十 | 人 | 十 … 一 aa 所 以 (一品 Ca 
重 如 ,5z3 十 3T 二 C2) 及 一 4000000x3 一 OCz'). 
证 明定 理 3. 4(Cantor); |A| 过 |PowertA)| {其 中 PowertA) 为 A 的 突 集 ). 
证 :EP 显然 ,由 gla) 一 {4) 定 义 的 沙 数 8+ APower(4) 为 一 -对 应 :所 以 14| 雪 |Power(A)|、 
汶 完 成 定理 的 证 明 , 只 要 证 明 |A| 关 |Power{AA)|, 反 访 | 六 | 二 |PowerCA)|, 且 A-*Power( 丰 ) 为 -- 
一 的 映 上 的 . 若 a fa) ,就 设 a 为 一 个 “ 坏 " 元 素 , 并 变 昌 为 所 有 坏 元 素 的 集合 . 换言之 ， 

B= {zr EE ATENz)., 

现在 BB 是 六 的 一 个 于 集 . 因为 ;APowertA) 是 映 上 的 ,存在 5EA 使 得 (6) 一 B. 那么 广 是 
“好 "元素 还 有 是“ 坏 ?元素 呢 ? 如 果 8E 呈 . 刚 5 站 二 B 这 基 不 可 能 的 , 同样 ,如 果 5B, 则 BE 大 站 一 
,这 也 是 不 可 能 的 , 于 是 原 假设 'A1= |Pewert4a)| 导 臻 矛盾 , 故 该 假设 铺 误 ,定理 的 结论 成 立 . 
证 明 Schroeder-Bernstein 定理 3. 5 的 等 价 公 式 : 设 27 一 并 以 及 天 一 和 . 则 二 YY, 
证 ”因为 二, 所 以 存在 一 一 对 应 ( 双 射 )f : 筷 * 矶 .因为 X2Y, 故 了 在 立 上 的 限制 也 是 一 
一 对 应 ,我 们 仍 记 之 为 让 设 让 二 记 . 则 YY 与 六 为 对 等 的 ， 
革 二 YY 二 六 二 

且 :Ye 了 为 双 射 ,但 我 们 有 YY 二 六 二 YY 月 站 一 说. 同 理 , 庆 与 作 X,) 一 Xs 对 等 ， 

YON TVD RK 
且 :XX 一 Xz 为 双 射 ,由 此 ,存在 对 等 的 集合 下,1 和 与 了 ,Te 使 得 

让 二 YY 了 蔚 训 二 
且 让 :与 Yi 均 为 双 射 . 
设 


B= XNMYNA MY. NX NY Ne, 
则 
= ND UU NM) 出 《TY U 人 U B, 
Y= NEY ANY U CIN Ry U1 UB. 
进而 ,和 NATY.XAY ,Rs 为 对 等 的 . 事实 上 ,函数 
ff: RATE CH AY) 
为 一 一 的 身上 的 . 
考虑 画 数 g : XY 由 图 3- 11 定义 . 即 
Fr), TE RNY EE MY, 
xX ET 或 TIER. 


Uy OA UY CRY. UW (8) 


tT = | 


函数 


3.30 


3.31 


3.32 


3 34 
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补充 是 


设 酚 一 taypicd}, 试 判定 下 列 有 序 侦 的 集合 是 否 为 多 到 WW 的 函数 
Ca) {Ch ay Ce Aad) Cdra} lcd}. tad)}. 

Cb) {dd (Cera), tah), Cd b). 

Coe) {tab Ch a ,Cp td, Db }, 

(Cd) {arad th ad, arb tera}l}. 

己 知 集合 {Britt, Martin, Daivid, 太 lan, Rebecca}. 设 函 数 g 对 集合 

中 的 每 一 个 名 字 分 配 拼 出 该 名 字 的 字母 数 , 请 将 & 写 为 有 序 偶 的 


集合 . Wa 


设 印 二 {1,2.3.4} 并 设 g :WWW, 如 图 3- 12 所 定义 . 一 

{a) 将 g 写 为 有 序 侦 的 集合 . 

《b) 求 g 的 像 . 

Cc) 以 有 序 侦 的 集合 的 形式 写 出 复合 函数 g*&. 

设立 =11,2,3,4} 并 设 图 3-12 
f= (32 634 ,4,3)} 及 gE= 1(1,2) ,062,337,031) ,C4,1)}. 

求 ; (2) fog; (by ge (C0) fof. 

设 :1 R-*R 的 定义 为 f(x) 一 3x 一 7. 求 广 ” : R->R 的 表达 式 . 


函数 的 性 质 


3.35 
3.356 
3.37 
3.38 


3.39 


3.40 


基数 


3.41 


3.42 


证 明 :; 加 果 了 :A-*B 与 g : Br4A 满足 g*f 一 14; 则 了 为 一 一 的 ,g 为 映 上 的 . 
证 明定 理 3. 1: 阔 煞 六 : A-*B 是 可 道 的 当 且 羽 当 字 婚 是 一 一 的 也 是 映 上 的 . 
证 明 :车 了: 4~> 吕 是 可 道 的 ,量具 有 逆 函 数 广 : : 下 4, 则 广 一 4 且 疡 广 一 ls， 
对 于 N 中 的 每 个 正 整 数 #, 设 A 为 实数 集 R 的 下 列子 集 
A = On) = {ror ln}. 
求 : 
(ta) As LAs. 《by 4a 门 上， 
Cc) LUCAi:iE 7). 《qd NM cA, iE DD. 
Ce) [JA, ,iE KY fy NN CA iE KY. 
其 中 本 为 N 的 有 限 子 集 ,而 下 为 N 的 无 限 子 集 . 
考虑 集合 的 指标 类 {A :iE 了,B 为 一 个 集合 ,io 为 1 的 元 之 .证明 : 
Ca) BN CA =U.(BNA,). 
fb) NA iE DEA EUA:iED. 
对 于 N 中 的 每 个 正 整 数 n, 设 DD, 为 N 的 如 下 定义 的 子 集 
DD 一 {n2rmy3ryd4n | 一 人 的 倍数 }. 
《ay 求 : 《ly DN 门 DD ; (2) De NN Ds; C37 DU Dz; (4) Dif Di. 
Cb) 证 明 门 (Di:iE 站) 二 多 ,其 中 本 为 N 的 一 个 无 限 子 集 . 


求 下 列 业 合 的 基数 . 

Ca) {星期 一 ,星期 二 ,-…, 星 期 天 }， 

(Cb) {xz; 工 是 单词 BASEBALL 中 的 一 个 字母 }. 

Ce) {rr =9,27r=3). 

(Cd) 集合 4=11,5,7,11} 的 等 集 Power(4). 

(e) 从 集合 及 二 1a,8,c} 到 集合 一 {1,2,3,4} 的 函数 的 集合 . 
CD 集合 六 二 {a,5,c} 上 的 关系 的 集合 . 

证 明 ， 


。 61 。 


* 用 吕 。 
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ta) 每 个 无 限 集 4 具有 一 个 可 数 了 集 口 . 

(by 可 数 集 的 每 个 子 集 都 有 是 有 限 的 或 可 数 的 . 
te) 车 丰 与 B 均 为 可 数 的 , 则 AAXB 也 起 可 数 的 . 
(ad) 有 理 数 集 Q 是 十 数 的 . 

证 明 : 

{a) Ax BI=|BXAI. 

(bp) 若 ACSB, 则 |Al 志 |B1. 

co) 车 |A1 一 1B4, 则 1PCA)|=1PCB)|, 

求 下列 集 会 的 基数 ， 

(Ca) 从 集合 4 一 (acsdj 到 集合 8 二 {1,2,3,4,6} 的 函数 的 集合 区 
Cb) 集合 六 == fa,pycyd} 上 所 有 关系 的 集合 YY. 


特殊 函数 


3.45 


3. SO 


3. 30 
3.31 
3.32 


3.33 


3. 了 4 


3.38 


3 40 
3.41 


求 : 

Ca 上 13.2 jj 六 一 0. 17 ] 341. 

《by| 13.2 |,| 一 0 17],[ 34 

求 : Ca) 100mod 3}; (by 200fmed 20}; (cy 5(mod 127 ;td) 29(mod 6)3 
te) 一 347mod 6); Cf) —355Cmod 11). 

求 : ta) 31 十 41 Cb) 31 C31 +21); Cc) 61 /51; (qd) 301 /281. 
求 值 : Ca) logs 16; 《by logs 37; Cc) logiwsd, 01. 


证 明 : 所 有 整 系 数 才 项 式 
PXI = ar 二 aT" 
的 集合 为 可 数 的 ,其 中 ,a an 为 整数 
设 es 为 整数 ,Qta: 呈 的 递归 定 习 如 下 
5， 人 < 由 


《 "一 
Qe ta 一 bh 二 2 二 a a 主 本 


求 : QC2,7D) CE 3) ,615,2). 


补充 题 管 案 


(al 是 ;by 否 ; Le) 是 ; td) 否 . 

g= {Cbritt,4) ,CMartir. Gy CDaivid,4) ,Alan, 3) , Rebecca 3)}. 
(Ca) g—= (Cl 2) C23) ,03.1), C4,3)}; 

《by {1,2,3}, 

(te) grg—={(1 .37,2,1) ,03.2) ,C4,1)}., 

Cay 人 lf2 4 3,3), 4,3)}., 

《by {C141) ,C22) ,03.1) ,041)), 

Co) {1,4 2,3), C3,3), C4.4)}. 

广 :一 2 

(Ca) As; (hb) Ar: 

Ce) 及 ,其 中 7 是 三 中 的 最 小 整数 ; 

(Cd) A., 其 中 :是 三 中 的 最 大 整数 ; 

《e) 总. ,其 中 > 是 并 中 的 最 小 整数 ， 

(ft) . 

C1 Ds (2) Da; (C3) Ds; (4) Ds. 

(ay 7; by 53; Ce) OF Cd) 16 (ce 4 =64; (fy 2 =512, 
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344 {a 于 一 625; (b) 2 =65,536. 

3.45 (8) 13,—1,34; 《by 14,0,34. 

3.46 (4) 1: Cb) 0; (ce) 2; (dy 5; (e) 6—5=1; (f) 11 一 5 一 各. 

3.47 《al 30; fb) 48; {cy 6; Cd) 870, 

3.48 (8 4; Cb) 3; 5c) —2, 

了 3 和 提示 ;: 设 Pi 为 所 有 满足 产 委 且 每 个 jailsma 的 多项式 p(xz) 的 集合 , 则 Ps 为 有 限 的 且 P= UiP. 
3.50 QZ,7)—5, A539)=10; Q(15,D—4. 


re ee pe a 4 和 


第 四 稼 。” 运 辑 与 命题 演算 
4.1 引 畜 


数学 中 的 许多 证 明 过 程 和 计算 机 科学 中 的 算法 都 采用 诸如 
“如 果 志 则 4” 或 者 “如 果 刀 且 户 , 则 @ 或 四” 
等 逻辑 表达 式 . 因为 我 们 需要 的 是 那些 能 够 作为 真 值 而 参照 的 表述 ,所 以 对 于 这 些 表述 是 真 或 
假 的 研究 是 非常 必要 的 . 本 章 将 讨论 这 些 内 容 . 
我 们 还 将 考察 量词 陈述 的 真 值 ,如 些 是 陈述 ,哪些 使 用 了 还 辑 量词 “对 每 个 "和 “存在 ” 


4.2 命题 与 焦 合 命题 


一 个 命题 (或 陈述 ) 是 一 个 说 明 性 语句 , 它 只 能 是 真 或 是 假 , 不 可 能 两 者 同时 成 立 , 例如 ,我 
们 考 感 下 列 太 个 语句 ， 

(i) 巴黎 在 法 国 , 

(ii 1 十 1 一 2， 

《iiiy 2 十 2-= 3. 

“iv) 伦敦 在 丹麦 ， 

(Cv) 9<6， 

《vi z 一 2 是 要 二 4 的 一 个 解 ， 

Cvii) 你 去 哪儿 ? 

《vii) 伐 你 的 作业 ， 

除 Cvii2 和 (vii? 外 ,其 余 都 是 命题 . 但 是 其 中 (Di vi) 为 真 , (ii ,Civ) , (VV) 为 假 . 


复合 命题 


许 名 命 题 是 复合 的 ,由 由 一 些 子 命题 及 它们 之 癌 的 各 种 联系 组 成 . 这 样 的 命题 称 为 复合 命 
题 . 不 能 被 分 解 为 更 简单 的 命题 , 即 不 是 复合 的 命题 称 为 原子 命题 . 
例 4.1 (a) “玫瑰 是 红 的 而 些 罗 兰 是 蓝 的 "是 个 复合 命题 ,全 有 子 命题 “玫瑰 是 红 的 ”和 和 “ 紫 
罗兰 是 蓝 的 ”. 
Cb)“ 约翰 很 聪明 或 每 天 晚上 学 习 ” 是 一 个 复合 命题 , 合 有 子 命 肯 “约翰 很 聪明 ”和 “ 约 
输 每 天 晚上 学 习 ” 
Cc) 前 术 的 命题 GD) 到 (vi) 都 是 原子 命题 ,它们 不 能 被 分 解 为 更 简单 的 命题 . 


复合 命题 的 基本 性 质 是 其 真 值 可 以 由 其 子 命题 的 真 值 以 及 它们 复合 成 该 复合 命题 的 
联结 方式 完全 确定 , 下 节 将 研究 这 些 联结 . 


4.3 基本 还 辑 运 算 


本 节 将 讨论 三 个 基本 的 逻辑 运算 : 合 取 联 结 , 析 取 联结 和 否定 联结 , 分 别 对 应 于 “与 ?， 
“可 ” ， “ 非 ? 三 个 术语 ， 


合 取 联结 ,PAg 


任何 两 个 命题 可 以 用 术语 “与 ”联合 而 成 一 个 复合 命题 ,叫做 这 两 个 原始 命题 的 含 取 联 结 ， 
记 作 
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» 有 5 。 


Phag. 
污 作 “ 记 与 9”, 表 示 p 与 4 的 合 取 联结 . 因为 pAg 是 --- 个 命题 ,所 以 它 内 有 上 暴 真 值 ,这 个 真 值 
仅 与 与 9g 的 真 值 有 关 . 特别 地 ， 
定义 4.1 如 果 户 与 9 均 为 真 ; 则 pAg 为 真 ;否则 pAg 为 假 . 
命题 pA9 的 真 值 可 以 用 图 4- 16a)y 中 的 表 来 给 出 量化 定义 . 其 中 ,第 一 行 是 如 此 户 与 g 
均 为 真 , 则 户 Ada 为 真 的 一 种 简洁 说 法 . 第 二 行 说 如 果 p 真 ,g 假 则 疡 Ac 为 假 ,等 等 . 考察 该 表 
可 见 ,对 于 两 个 子 命 题 p 与 9 的 下 和 下 组 全 ,表格 中 一 共有 四 行 对 应 于 四 种 可 能 情况 . 注意 仅 
当 轧 与 9g 均 海 真 时 , 才 有 A9 为 真 ， 
例 4.2 考虑 下 列 四 个 陈述 语句 ， 
(7) 巴黎 在 法 国 与 2 十 2 一 4 
(ii) 巴黎 在 法 国 与 2 十 2 一 5 
ii 巴黎 在 英国 与 2 十 2 一 4. 
(iv) 巴黎 在 英国 与 2 十 2 一 5. 
只 有 第 一 个 陈述 语句 为 真 . 其 他 陈述 语句 都 为 假 , 因 为 其 中 至 少 有 一 个 子 命题 为 假 ， 


《ce " 非 p" 


任何 两 个 命题 可 以 用 术语 “或 "联合 而 成 一 个 复合 命题 ,叫做 这 两 个 原始 命题 的 析 到 联结 ， 
记 作 
PY oa. 
读 作 “ 记 或 g” ,表示 上 与 9 的 析 取 联结 . 六 Ya 的 真 值 仅 与 p 与 9 的 真 值 有 关 , 如 下 列 定义 ， 
定义 朱 2 如 果 思 与 9 均 为 假 , 则 pVg 为 假 ;否则 pAg 为 真 . 
命题 pV 9 的 真 值 可 以 用 图 4 一 1(b) 中 的 表 来 给 出 量化 定义 , 注意 pV a 为 假 仅 出 现 于 第 
四 种 情况 , 即 当 p 与 g 均 为 假 时 ， 
例 4.3 考虑 下 列 四 个 陈述 语句 ， 
ti) 巴黎 在 法 国 或 2 十 2 一 4. 
QD 巴黎 在 法 国 吉 2 十 2 二 5. 
di) 巴黎 在 英国 或 2 十 2 一 4 
fiv 巴黎 在 英国 或 2 十 2 一 5， 
只 有 陈述 语句 Civ) 为 假 , 其 他 陈述 语句 都 为 真 ,因为 其 中 至 少 有 一 个 子 命题 为 真 ， 
注 “或 "通常 会 有 两 种 不 同 的 用 途 , 一 种 情况 昆 用 在 如 * 户 或 9 或 两 者 均 可 ”的 表述 中 , 即 
两 个 选择 中 至 少 有 一 种 出 现 ,如 上 面 讨论 的 . 荔 一 种 是 使 用 在 如 “或 9 但 不 是 两 者 均 可 ”的 表 
述 中 , 妈 两 种 选择 恰好 有 一 种 出 更 , 例如 ,在 语句 “他 将 要 上 哈佛 或 耶鲁 ”中 使 用 的 “或 ”, 我 们 将 
后 一 种 情况 称 为 排斥 析 取 联结 , 除非 有 特别 说 明 , 我 们 仅 用 前 一 种 意义 下 的 “或 ”. 这 里 的 讨论 
明确 规定 了 符号 语言 p Vg 的 涵义 , 它 由 真 值 表 定 闵 ,并 日 总 是 表示 “与 /或 gq”. 


否定 联结 ,一 轧 


给 定 任 一 个 命题 志 , 都 可 以 通过 在 记 前 面 添加 “不 是 ”或 " 假 " 或 如 果 可 能 的 话 在 p 前 面 插 
人 “ 非 ”, 得 到 另 一 个 命 古 , 称 为 尹 的 和 否定 联结 , 记 作 
-人 Pp: 


站 6 * 


离散 数学 


读 作 “ 非 p” ,表示 p 的 否定 联结 .一 p 的 真 值 按 如 下 定义 描述 ,与 的 真 值 有 关 . 

定 兴 4.3 如 果 思 为 真 , 则 一 世 为 假 ;如 时 为 假 , 则 一 为 真 . 

一 的 真 值 可 以 量化 定义 如 图 4~ 1(c) 中 的 表 ,. p 的 否定 联结 的 真 值 总 是 与 pp 的 真 值 相反 . 
例 4.4 考虑 下 列 六 个 陈述 语句 ， 


(a1) 巴黎 在 法 国 ， 《ai) 2 十 2 一 5. 
(az) 巴黎 在 法 国 是 不 对 的 ， (bz) 2 十 2 二 5 是 不 对 的 . 
(a3) 巴黎 不 在 法 国 ， Cth,s) 2 十 2 天 5. 


Cas) Cas) 都 是 (Cal) 的 否定 联结 ，(B),， (Bb) 都 是 C51) 的 否定 联结 . 因为 (al ) 为 真 , 所 以 
《as Ca) 都 为 假 ; 同 样 地 ,因为 (51) 真 ;所 以 (84) ,C563) 都 为 假 . 
注 “与 ”,“ 或 ”,“ 非 ”的 有 逻辑 符号 并 不 完全 统一 ,比如 有 些 教 科 书 中 使 用 下 面 的 对 应 记号 
pe&qprgqgpg, pAg. 
十 十 人 pV 了 
pp,~p, 一 p. 


4.4 ”命题 与 真 值 家 


设 P(tp,g,…) 为 一 个 由 到 值 为 真 (T) 或 假 (F) 的 人 逻辑 变量 p,q9,… 以 及 逻辑 联结 人 ;VV ;一 
《和 今后 将 要 讨论 的 其 他 近 辑 联结 ) 构 成 的 表达 式 , 这 样 的 表达 式 PCp,9，…) 称 为 一 个 命题 . 

命题 P(tp,q,…) 的 主要 性 质 是 它 的 真 值 只 与 其 逻辑 变量 的 真 值 有 关 , 即 一 旦 每 个 逻辑 变 
芋 的 真 值 为 已 知 , 则 命题 的 真 值 也 就 确定 了 , 说 明 这 个 关系 的 一 个 简洁 方法 是 利用 真 值 表 . 下 
面 我 们 给 出 获得 真 值 表 的 一 种 方法 . 

例如 ,考虑 命题 一 Cp A 一 ,一 (pA 一 9) 的 真 什 表 的 构造 方法 如 图 4- 2 所 示 . 注意 到 开始 
的 列表 示 巡 辑 变量 p,9,…, 表格 中 应 有 是 够 多 的 行 来 列 出 这 些 变量 所 有 可 能 的 下 ,FF 组合， 
《对 于 2 变量 ,需要 4 行 ;3 变量 需要 8 行 :一般 地 ,对 于 个 变量 ,必须 要 有 2 行 , ) 然后 ,对 于 
构成 命题 的 每 一 个 “基本 ”步骤 ,表格 中 都 对 应 有 一 列 ,每 一 步 的 真 值 都 利用 联结 A, V ,一 的 定 
义 依 据 前 面 的 步 票 确定 . 在 表格 的 最 后 一 询 , 我 们 获得 命题 的 真 值 . 

命题 一 (p 信 一 q) 的 实际 真 值 表 如 图 4- 2Cb) , 它 由 图 4- 24a) 中 相对 于 变量 和 命题 的 列 构 
成 ,而 图 4-2Ca) 中 的 其 他 列 的 作用 仅仅 是 为 构造 真 值 表 做 准备 . 

pl a 


‘by 


注 ”为 避免 出 现 太 多 的 括号 ,我 们 对 人 丈 辑 联结 规定 优先 级 . 特别 地 ， 
一 优先 于 A 优先 于 V 
例如 ,一 pAg 意 指 (二 p)》 Vg 而 不 是 一 (pAg)， 


掏 造 真 值 表 的 另 一 种 方法 


下 面 给 出 构造 一 (zA 一 急 真 值 表 的 另 一 种 方法 . 

(ta) 首先 构造 如 图 4- 3 所 示 的 真 值 表 . 即 首 先 列 出 所 有 变 
量 及 其 真 值 . 然后 将 命题 写 在 变量 右边 的 第 一 行 ,并 使 得 命题 中 
的 每 个 变量 和 联结 都 占有 一 列 的 位 置 . 表格 的 最 后 一 行 标 为 “ 步 
又 ”, 

(b) 分 步 又 将 真 慎 带 人 真 值 表 , 如 图 4 一 4 所 示 . 由 首先 将 


i 
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* BF » 


变量 的 真 值 境 人 其 在 命题 栏 对 应 的 列 ,然后 ,对 每 个 逻辑 运算 都 在 其 对 应 列 填 人 真 值 . 也 就 是 
说 ,与 步骤 栏 对 应 ,每 一 步 都 在 其 对 应 列 填 上 了 真 值 . 


图 4-4 


于 是 ,命题 的 真 值 表 由 变量 的 列 和 最 后 一 步 构 成 ,最 后 一 步 是 措 最 后 填 入 真 值 的 列 . 
4.5 永 真 命题 和 永 假 命 题 


有 些 命题 P(z,9，…) 在 其 真 值 表 的 最 后 一 列 只 含有 T, 换 名 话说 ,对 于 变量 的 任意 真 值 它 
们 都 为 真 . 这 样 的 命题 称 为 永 真 命题 .类 似 地 ,一 个 命题 PCp,9,…) 称 为 永 假 命题 ,如 果 其 真 值 
表 的 最 后 一 列 只 会 有 下 , 换 句 话说 ,对 于 其 变量 的 任意 真 值 ,命题 都 为 假 . 例如 ,命题 “或 非 p” 
旭 pVY 一 2 为 永 真 命题 ,而 命题 “zp 与 非 p” 即 pA 人 一 p 为 永 假 命题 . 这 在 图 4- 5 的 真 值 表 中 再 
次 得 到 验证 . (大 为 每 个 命题 只 有 一 个 变量 p, 所 以 真 值 表 只 有 两 行 . 》 


p 人 一生 pY 一 让 p 一 让 二 六 一 四 
工 F T 工 F F 
F T T F T F 
(ay py—p {by 起 站 一 p 
图 4-8 


因为 永 假 命 题 总 是 假 的 ,而 永 真 命题 总 是 真 的 ,所 以 永 真 命题 的 否定 是 永 候 命题 , 永 假 命 
题 的 否定 是 永 真 命题 . 

设 PCp,g 是 永 真 命题 ,而 PCP;,9,…)，Pz p,q""')，…* 是 任意 命题 , 因为 PCp,a， 
…) 与 其 变量 的 真 值 无 关 , 我 们 可 以 在 永 真 命 题 中 以 命题 Pl ，P ，… 分 别 代 替 变 量 训 ,g，… 候 
然 得 到 一 个 永 真 命题 , 换血 话说 : 

定理 4.1( 代 入 原理 ) 若 PC(p,q,…*) 是 永 真 命题 , 则 对 任意 命题 Pi , Ps ,…, 命 题 已 CP' ， 
P;,…) 仍 然 是 永 真 命题 . 


4.6 还 辑 等 价 


两 个 命题 P(p,9,…) 与 Q(p,q，…*) 称 为 过 辑 等 价 的 ,或 简称 为 等 价 或 相等 , 记 作 
Plpyq") QPp9*"), 
如 果 它 们 具有 相同 的 真 值 表 . 例如 ,命题 一 (pAg) 与 一 pV 一 g 的 真 什 表 如 图 4- 6. 它们 的 真 
值 雪 是 相册 的 , 即 每 个 命题 都 是 在 第 一 种 情况 为 假 , 而 其 余 三 种 情况 为 真 . 由 此 ,我 们 可 以 写 
TT{pADS=T pV 4. 
换言之 ,这 两 个 命题 是 旭 辑 等 价 的 . 
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《aa pg) 《hb3 py yg 


注 ”考察 陈 述 语句 
“玫瑰 是 红 的 与 紫罗兰 是 蓝 的 是 错误 的 *. 
这 一 语句 叮 以 用 符号 写 为 ;一 (pAgq), 其 中 
力 ，“ 玫 瑰 是 红 的 ” g:" 紫 罗兰 是 蓝 的 ” 
但 是 如 上 所 述 , 一 {入 由) 二 一 pY 一 gq. 于 是 陈述 语句 
“玫瑰 不 是 红 的 ,或 紫罗兰 不 是 蓝 的 ” 
与 前 面 的 语句 具有 相同 的 意义 ， 


4.7 命题 代数 


命题 满足 的 各 种 定律 列 于 表 4 - 1. (在 该 表 中 ,T 和 下 分 别 表示 真 值 表 中 的 “ 真 " 和 “ 假 ”. ) 
我 们 将 这 些 正式 叙述 为 下 面 的 定理 ， 
定理 4.2 命题 满足 表 4 -1 中 的 定律 . 


表 4- 1 命题 的 代数 定律 


带 等 律 
(Cla) pY¥ p=p (1b) pAp=p 
结合 律 
2a) PY Nr PpY (gy r) 《ab tpAgl hr 二 phighr) 
交 搁 社 
C3ay pV 99 EE (aby phg=9rp 
分 配 律 
4a) PY CMCpY DNCpYr) (4b) pACqY SCpAD YY (pAr) 
司 一 律 
tSay py T=p {Shby pAFS=p 
(6a) p¥ T=T (Bb) pAFS=F 
互补 律 
(7a) p¥— p=T (7b] pA— p=F 
{8a} 一 TF (8b) 一 FT 
对 合 律 
【97 一 一 p=p 
DeMorgan 律 
(ta) 一 ( 产 W 9 pA a 《10b> tpADET py g 


4.8 条 件 语 句 和 双人 条 件 语 各 


许多 语句 具有 形式 “加 果 pp 则 gq", 区 其 在 数学 中 更 是 如 此 . 这 样 的 语句 称 为 条 件 语句 , 记 
作 
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pg 
条 件 pg 常 读 作 " 芍 含 ga” 或 者 " 仅 当 gg 时 有 上 p”. 
男 一 个 常用 的 语句 形式 为 *p 当 且 仅 当 gq”. 这 样 的 语句 称 为 双 条 件 语句 , 记 作 
pg, 
prg 与 p+*gq 的 真 值 由 图 4 -7 的 表 定义 . 注意 到 
Ca) 条 件 pg 为 假 仅 当 第 一 部 分 p 为 真 而 第 二 部 分 4 为 假 . 由 此 , 当 pp 为 假 时 ,无 论 & 的 
真 值 如 何 , 条 件 p>q 都 为 真 . 
《hb) 只 要 户 与 9 的 真 值 相同 , 双 条 件 pe*g 即 为 真 ,否则 为 假 . 
图 4-8 给 出 了 命题 一 pVg 的 真 值 表 . 注意 到 一 pVg 的 真 值 表 与 p>9 的 真 值 表 相 同 , 即 
它们 都 只 有 第 二 种 情况 为 假 . 因此 pg 与 一 YYg 多 辑 等 价 . 即 
疡 一 和 二 一 丰 V 
换 句 话 说 ,语句 “如 果 请 则 9 与“ 非 户 或 "逻辑 等 价 ,它们 仅 先 及 到 的 联结 词 Y 与 一 已 经 是 我 
们 的 语言 之 部 分 . 我 们 可 以 把 pg 作为 某 些 频繁 使 用 语句 的 一 个 缩写 . 


4.9 论 证 


论证 是 一 个 断言 ,是 从 称 为 前 提 的 给 定 命题 集合 己 ,PP ,…，, 已 , 推出 称 为 结论 的 男 一 个 命 
题 Q 的 过 程 . 这 样 的 论证 记 作 
六 
“ 导 纯 论证 ”或 “有效 论 证 ?的 概念 定 浆 如 下 ， 
定义 4.4 一 个 论证 P ,Ps ,PP 上 入 称 为 有 效 的 ,如 果 前 提 Pi ,Pi,…,P, 为 真 则 忆 为 
真 . 
无 获 的 论证 称 为 请 误 . 
例 4.5 (a) 下 面 的 论证 是 有 效 的 : 
万 , 疡 一 HI 《 拆 分 律 ). 
这 个 法 则 的 证 明 由 图 4-9 的 真 值 表 可 得 , 特别 地 ,p 与 p 一 gq 隔 
时 为 真 只 有 第 一 行 , 而 此 时 9 为 真 . 
Cb) 下 面 的 论证 是 诬 误 的 ; 
pqaqtp. 
图 4-9 的 真 值 表 的 第 三 行为 p>q 与 9 沸 为 真 , 但 是 此 时 p 为 假 . 
命题 已 Pa 同时 为 真 当 旦 仅 妆 命题 Pi AP, A AP, 涯 真 . 于 是 论证 P, ，P; Ci 
也 ,上 人 有 效 当 且 仪 当 只 要 Pi A Ps A*… 入 PP 为 真 就 有 人 QQ 为 真 , 或 者 等 价 地 ,如 果 命 题 CP AP 
A… 太 P02 一 Q 为 水 真 命 题 . 这 可 以 归纳 为 下 面 的 定理 . 
定理 4.3 论证 (P,P ;Pn) 上 及 有 效 当 朋 仅 当 命 题 CPi A 人 PP; 入 … 人 中 一 Q 是 一 个 永 
真 命题 ， 
下 面 为 本 定理 应 用 的 例子 . 
例 4.6 逻辑 推理 叙述 的 一 个 基本 原理 为 
“如 果 p 蕴含 9 旦 g 蕴 售 7, 则 蕴含 -” 


» TO * 
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也 就 是 说 ,下 列 论 证 有 效 
praq>rtp*r (三 上段 论 律 ). 
这 个 事实 由 图 4- 10 的 真 值 表 验 证 , 它 说 明 命题 
[Lp 一 9 A(9 一 门 ] 一 (六 一 门 
是 一 个 永 真 命题 , 等 价 地 ,因为 前 提 p>g 与 g->r 同时 为 真 仅 出 现 于 第 1,5,7,8 行 ， 
而 在 这 些 行 中 结论 p->r 都 为 真 . (注意 ,因为 共有 三 个 变量 p,q,;r, 所 以 真 值 表 有 
2 一 8 行 . ) 


. 我 们 现在 利用 上 述 理 论 来 进行 一 些 特殊 陈述 的 论证 . 我 们 强调 论证 是 否 有 效 与 真 值 表 以 
及 论证 中 的 陈述 ini :但 是 却 与 论证 的 形式 有 关 . 下 例 将 说 明 这 点 ， 


例 4.7 


二 

工 | 工 工 工 TjITITITITITITIT 
工 | 下 工 TITIFITIFEIFITITIFIEF 
FIT T FijF|IFIFI1:T|IT|ITITITIT 
FIF 工 FIFIFIFITIFIT|ITIFIF 
工 | 工 F TITITITITITITIFITIT 
TIF F TITIFITIFIFITIEIF|ITIFE 
下 | 工 F TIFITIFITITITIFITIT 
FIF F TIFITIFITIFITIFITIF 

# 1 2|1|131112111 484131211 


图 4-10 


考虑 下 列 陈 述 语 句 
Si: 如 果 一 个 人 是 单身 汉 , 则 他 是 不 幸福 的 . 


S; 单身 汉 死 得 早 , 
这 里 , 横 线 下 面 的 $ 为 论证 的 结论 , 而 横 线 上 面 的 S1,S: 为 前 提 , 我 们 断言 论证 Si， 
Ss S 是 有 效 的 . 对 于 论证 形式 
Paq*rtp*r, 
pp 为 “他 是 单身 汉 ”,q 为 “他 不 幸福 ?而 为 “他 死 得 早 ” 根据 例 4, 6, 这 个 论证 (三 段 论 
律 ) 是 有 效 的 . 


4. 10 ”有 还 辑 将 含 
称 命题 了 Ptp,a 还 辑 区 会 命题 (p,q) * 记 作 


即 车 王 (pa 为 真 , 必 有 和 (pg 为 真 . 


例 4.8 


Pip pg") 


我 们 断言 # 迎 辑 蕴 合 p A g. 观察 图 4- 11 的 真 值 表 可 见 , 对 于 户 

为 真 的 第 1,2 行 ,pAg 也 为 真 . 于 是 p>pAg. 

现在 ;由 Pip,qa，) 为 真 , 就 必 有 Qtp,9,…) 为 真 ,可 以 推 知 论 

证 图 4-1i1 
Plp,a.) FQCP qn") 

有 效 , 反 之 亦 然 . 也 就 是 说 ,论证 PtQ@ 有 效 当 且 仅 当 陈 述 P 一 QQ@ 永 真 命题 , 这 可 以 归 

纳 为 下 述 定理 . 


定理 | 对 于 任意 的 命题 Plp,g,""*) 与 QCp,9 ,下 列 三 个 陈述 等 价 ， 
(Ci) PC(p,q，…) 逻 辑 蕴 合 RPG ), 
《ii 论证 PCpy4 呈 FF QCp,q,"…) 有 效 . 
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Ci) 命 古 POP 下) 一 QP,9,"…) 是 一 个 永 真 合 题 . 
有 些 逻 辑 学 者 和 许多 课本 用 “蕴含 "一 词 代替 这 里 的 “ 惕 猎 草 含 ", 因 此 他 们 就 要 区 分 “ 蕴 
舍 * 与 “如 果 … 那 么 ” .事实 上 ,其 区 日 由 上 述 定理 可 以 立即 看 出 ， 
4.11 命题 函数 ,量词 
设 4 为 一 个 给 定 集 合 . 定义 于 太 上 的 一 个 命题 函数 (或 称 为 开放 语 身 或 开放 人 条件) 是 一 个 
表达 式 
pixr), 
满足 对 每 个 a 蕊 A， pta) 或 为 真 或 为 假 , 即 以 任意 的 eaEA 向 z 峰值 时 ,p(xz) 都 成 为 一 个 陈述 
《具有 其 真 值 ), 集合 A 称 汶 p(xz) 的 定义 域 ,而 六 中 所 有 使 得 pio) 为 真 的 元 素 的 集合 工 , 称 为 
(ZI) 的 真 集 . 换 句 话说 ， 
1 一 人 TEA,Pz) 为 真 ) 或 也 一 1z:p(z) 
当 4 为 数 的 集合 时 ,条 件 zz 通常 是 一 个 关于 变量 x 的 等 式 或 不 等 式 方程 
例 4.9 求 定 义 于 正 整数 集 N 上 的 命题 函数 p(x) 的 真 集 . 
(a) 设 pz) 为 “zx 十 227” 则 其 真 集 为 
{x:TEN zr?) = {6,7,8,."), 
由 大 于 5 的 所 有 整数 的 集合 . 
tb) 设 piz) 为 “z 十 5<<3”. 则 其 真 集 为 
{x:AE Nr = CG. 
换 何 话说 ,对 于 N 中 的 任意 整数 ,ptz) 不 真 . 
C0) 设 pC 为 *z 十 5>1”. 则 其 走 集 为 
{Tt EE Nr 1}o=N. 
即 对 于 N 中 的 任意 元 素 ,p(7x) 为 直 . 
注 上 念 说明, 如 果 p(x) 为 定义 于 集合 A 上 的 命题 函数 ,如 plx) 可 能 对 所 有 的 a€EA 深 
真 ,也 可 能 对 某 些 a€ A 为 真 ,也 可 能 对 任意 4E A 都 不 真 ， 
下 面 两 小 节 讨 论 与 这 些 命题 函数 有 关 的 量词 问题 . 


全 称 量 词 
设 zz) 为 定义 于 集合 4 上 的 命题 函数 . 考虑 表达 式 
CY¥YZIEAIPpLI) 或 Wrp(lr), (4, 1) 
读 作 “ 对 和 中 的 每 个 <， p(x) 为 真 语句 ”, 或 简单 弛 ,“ 对 所 有 xzakr) ”符号 
了 可 
读 作 “对 所 有 "或 "对 每 个 ”, 称 为 全 称 量 词 . 表达 式 (4. 1) 等 价 于 
T, = (rr € Apz) — A, (4.2) 
即 pt{) 的 真 集 是 整个 A. 


表达 式 p(z) 自身 是 一 个 开放 语句 或 开放 条 件 ,因而 不 具有 真 值 . 然而 , Yz Cx), 即 由 
C4. 1) 或 人 4 2) ,在 an) 之 前 如 上 量词 Y 之 后 ,就 立即 具有 一 个 真 值 了 . 特别 她 ， 
、 
QU 如果 fz :rzEA,prz1=A, 刚 Yz po 为 真 ;否则 Yz p(x) 为 候 . 


| 
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例 4 10 《a) 从 题 (YPnENDICT42>3) 为 真 . 因为 
{1m 十 4 全 3 一 1123 一 有. 
Cb) 命题 (YnE Na 人 为 盆 . 因为 
ini R28) = :78,…} 直 NN. 
《c) 对 于 集合 A, 的 指标 类 4A, :iE 了. 我们 可 以 应 用 符号 YY 来 定义 其 交集 ,如 下 ， 
MN AED= {rz Vi rE A,}. 


彰 在 量词 


设 p() 为 定义 于 集合 A 上 的 一 个 命题 函数 , 考虑 表达 式 
(XEApLr) 或 jrplx) (4, 3) 
读 作 “在 A 中 存在 > 使 得 p(x) 为 真 语句”, 或 简单 地 ,“ 对 某 rr, (zy2”. 记号 
| 
读 作 “ 存 在 ”或 “对 某 个 "或 “对 于 至 少 一 个 ”, 叫 做 在 在 量词 . 陈述 (4. 3) 等 价 于 
Ty 二 {TAPpLT)) TG, 
即 p(x) 的 真 集 非 空 . 由 此 ,在 26z) 前 如 上 量词 3 ,命题 3zpzP(z) 就 立即 具有 真 值 . 特别 地 ， 


:如 果 {zx 二 记 CT)) 关 二, 则 x 了 (7X) 为 真 ;否则 刁 x p(x 为 假 , 


例 4.11 (Ca) 命题 (jnEN) Cn 十 4 之 7 为 真 , 因为 
{nn 十 和 之 7} 一 11,2} 天 多 
(Cb) 命题 (3nE ND)(n 十 6 之 4) 为 殷 . 因为 
{ni 二 6 之 4} 二 人, 
Cc) 对 于 集合 A; 的 指标 类 !4,:z 和 也 .我 们 可 以 应 用 符号 了 来 定义 其 并 集 , 如 下 ， 
UAED= {Ir: diE DrEA), 


记号 
设 A 王 142,3,5} 并 设 p(tx) 为 语句 "zx 为 一 个 素数 ” ,或 简单 地 说 "xz 为 素数 “网 
2 是 器 数 与 3 是 素数 与 5 是 素数 (Cx) 
可 以 记 为 
二 (2) A pS Am5) 或 A (a EE A,pa)), 
这 等 价 于 语句 
“A 中 的 每 个 数 为 素数 ” 或 YaE A,pta). (x%¥) 
类 似 则 ,命题 
“2 是 素数 或 3 是 素数 或 5 是 素数 ” 
可 以 记 为 
POY YY POSY YY PLS5) 或 VV (a EA,pla)), 
这 等 价 于 语句 
“4 中 至 少 有 一 个 数 为 素数 ” 或 ja € A,plea). 
换 句 话说 ， 


AlactEApla)=s vac A pa) HY aE Ap daEA,pla). 
于 是 ,有 时 可 以 用 符号 A 和 YV 代替 符号 WY 和 9， 
注 ”如 果 加 是 无 限 集 , 则 语句 Cx ;不 能 给 出 ,因为 该 语句 不 能 穷尽 ;但 是 形 如 ( x x > 的 语 
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何 总 是 可 行 的 ,其 至 对 十 无 限 集 也 是 旭 此 . 
4.12 量词 诺 各 的 否定 


考虑 语句 "数学 专业 的 所 有 学 生 都 是 男 性 ” 其 查证 为 
“数学 专业 的 所 有 学 生 痢 是 男性 是 不 对 的 ” 


或 者 等 价 地 
“至 少 存 在 一 个 数学 专业 学 重 是 女性 ( 非 黑 尾 》"”, 
记 M 表示 数学 专业 学 生 , 上 述 语句 可 用 符号 表示 为 
一 《CT 全 D(z 为 田 人 性 三 《C42x EE MDtz 卜 男 性 ). 
进而 : 记 ptx) 表 示 ”7 是 男性 ”, 有 
rEMP) (IzEMDT pt 上 或 一 Yrplz) = zx plz). 
事实 上 ,上述 对 于 任意 命题 pt+) 为 真 , 即 有 下 述 定 理 . 
定理 4.5{DeMorgan} 一 (YyEA)anfzr)s( IrE A pl). 
换 句 话说 ,下 面 两 个 语句 等 价 ， 
《1) 对 所 有 的 <EA, zke) 为 真是 不 对 的 . 
《2) 存在 a€ A 使 得 ta) 为 假 ， 
甘于 含有 存在 量词 的 否定 命题 还 有 下 而 一 个 类 似 的 定理 . 
定理 4.6 [DeMorgan) 一 (jzxEAp(r)=s( zE AS) 一 plr), 
也 就 是 说 ,下 列 两 个 语句 等 价 ， 
(1) 对 某 个 aE4，pfa) 为 真是 不 对 的 . 
(2) 对 所 有 a EEA，pta) 为 假 . 
例 4.12 (a) 下 列 语句 互 为 否定 . 
“对 所 有 正 整数 关 有 如 十 22>8?”， 
“存在 一 个 正 幕 数 nn 使 得 zz 十 2248”. 
(b) 下 剂 语句 互 为 否定 . 
“存在 一 个 人 (活着 的 ?年 龄 为 150 岁 ” 
“每 一 个 活着 的 人 都 不 是 150 岁 ”. 
注 “ 表 和 达 式 一 p77) 的 意义 屁 显 然 的 ; 即 
“ 当 p(Q) 为 很 时 ,一 ia) 为 真 . 反之 亦 然 ” 
显然 ,一 是 作用 于 语 操 上 的 运算 ,这 里 一 用 来 作为 作用 于 命题 函数 上 的 运算 . 类 伏地 ， 
p(x) A gtr)” 读 作 “p(x) 与 gtx)”, 定 儿 为 
“ 当 Ba 与 ga) 均 为 真 时 ,语句 Pla) Ag(la) 为 真 ”. 
类 似 地 ,pz)Vacz)7 读 作 “p(z) 或 gz” 定义 为 
“ 当 pta) 或 qla) 为 真 时 ,语句 Pla) Agla) 为 真 ”. 
于 是 ,在 真 集 意 义 下 ,我 们 有 
(0) 一 p(T 为 (区) 的 补 集 ， 
Ci) p(X) Aq(r) 为 ptr) 与 9(X) 的 交集 . 
《iiiy pC VY gCz) 为 pz) 与 00z) 的 并 集 . 
我 们 可 以 证 明 关 于 命题 的 运算 定律 对 于 命题 函数 闻 样 成 立 . 例如 DeMorgan 律 : 
(Cplr) A qr)} 二 一 DG 及 
pr VY qr) 7 px) A yx). 


二。 
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定理 4.6 告诉 我 们 ,证 明 语句 Yz,p(z) 为 假 ,可 以 等 价 地 证 明 x 一 pCz) 为 真 . 换 包 话 
涪 , 即 存在 元 素 z 使 得 p(z ) 为 假 ,这 样 的 元 素 zo 称 为 Vz,p(x) 的 一 个 反例 ， 
例 4.13 (a) 考虑 语句 YzER,|z| 天 0. 该 语句 为 假 , 内 为 0 是 其 一 个 反例 , 即 10| 关 0 不 真 . 
(b) 考 虞 语句 YxER,z 之 zx. 此 语句 为 假 ,例如 二 为 一 个 反例 . 确切 地 ,[ 却 ) 之 于 
1 ,1 
非 真 , 即 (二) < 去. 
(©) 考虑 语句 WtE N，z*>>x- 此 语句 为 真 ,因为 N 为 正 整数 集 . 换 句 话说 ,不 存在 正 
整数 ”使 得 玉生 
含有 多 个 变量 的 命题 浮 数 


定义 于 集合 A 一 Al x4sXx…X4。 上 (含有 nn 个 变量 ) 的 命题 函数 为 一 个 表达 式 
由 (al ya Th) 
满足 对 于 任意 的 元 组 (a1.… a4) ,plalyaz ,an) 或 者 为 真 或 者 为 假 . 例如 
Xi+2y+3z < 18 


为 N' 一 NxXNXN 上 的 一 个 命题 汪 数 . 这 样 的 一 个 命题 聘 数 没有 真 值 表 . 然而 ;我们 有 下 述 原 
理 ， 
基本 原理 ”对 其 每 个 变量 冠 以 量词 后 的 命题 本 数 为 一 个 语句 并 且 具 有 真 值 . 例如 
¥YxIyptrsy) 或 Ix dy Jz pl ye) 
为 具有 真 值 的 语句 ， 
例 4.14 设 B8 一 {1,2,3,'…,9) 且 (xz; 和) 表示 Y 十 yy 二 10”. 则 pplz) 为 太 二 记 一 BXB 上 的 
一 个 命题 晴 数 . 
(a) 因为 下 面 语句 中 每 个 变量 都 被 冠 以 量词 ,所 以 是 命题 
如 工 刁 39 大工 yy) 即 “对 每 个 zx, 存在 vy 使 得 x 十 y 二 10”， 
该 命题 为 真 , 例如 , 著 =1; 则 有 y= 二 9; 若 x 二 2, 则 有 ?一 8 ,等 等 . 
(b) 下 面 也 是 命题 : 
3yYzr'pxryy)y， 即 “存在 y 使 得 对 每 个 zx 有 十 ?一 10”, 
显然 没有 这 样 的 y 存在 ,因此 命题 为 假 . 
注意 (8) 与 (b) 之 间 的 惟一 区 别 是 量词 的 次 序 不 疗 . 于 是 改变 量词 的 次 序 可 能 导 
致 不 回 的 结果 . 此 外 , 当 把 量 鹿 语句 翻译 成 语言 时 , “使 得 ”经常 随 “存在 ”而 出 现 . 


多 变量 的 否定 量词 语句 
相继 地 使 用 定理 4.5 和 4.6; 可 以 得 到 多 变量 的 否定 量词 语句 . 具体 做 法 是 ,将 否定 符号 
从 左 向 右 移动 ,同时 将 每 个 Y 换 成 而 将 每 个 3 换 成 ,例如 
— [CY¥Yxz3yIz,plr, yz) l= Jr mLIydz, plr, yz}] 
3xY ym Le plr, yr)] 
SS xyYyVz™ prs yi). 


做 否定 量词 语句 的 实际 操作 时 ,我 们 往往 不 必 写 出 每 一 个 步骤 . 
例 4.15 (ta) 考虑 量词 语句 


“每 个 学 生 至 少 有 一 门 课 由 助教 讲授 ”. 
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其 否定 是 
“ 存 福 一 个 学 生 使 得 他 的 每 一 门 课 都 不 是 由 助教 讲授 ”. 
Cb) 工 是 序列 a1 as，… 的 极限 的 定义 为 
Veo EN Yn; |ar—L | 
于 是 工 不 是 序列 al ,az,… 的 极限 定义 为 
了 ge 盖 0VmEN, drm, ar 一 工 | 之 


问题 与 解 管 
命题 与 逻辑 运算 
4.1 设 户 为 "天 冷 ", 9 为 "天 下 十 ". 请 用 简单 的 语句 描述 下 列 陈述 : 
Ca 一 六 Chy pAg; te) 六 Ver di aA™— pp, 


艇 sp。 对 于 每 一 种 情况 ,将 人 ,VY ,一 分别 翻译 为 “与 ",“ 或 "是 错 的 "或 * 否 ”然后 构成 日 常 语句 . 


(a) 天 不 冷 《by 天 冷 而 且 下 雨 . 
(cy 天 淮 或 者 天 下 雨 . Cd) 天 下 雨 或 天 不 冷 ， 

4.2 设 户 为 "Erik 阅读 & 新 闻 周 刊 六 ，9 为 "Erik 阅读 4 纽约 人 》”, 7 为 Erik 阅读 时报”. 将 
下 列 陈述 用 符号 表示 : 


(Ca) Erik 阅读 《新 闻 周刊 或 《纽约 人 》, 但 是 不 阅读 $4 时报》 

Cb) Erik 阅读 (新闻 周刊 》 与 (纽约 人 》, 或 者 他 不 阅读 (新 闻 周 刊 } 与 时报》 

Cc) Erik 阅读 4 新 闻 周 刊 } 不 阅读 (4 时报;? 是 错 的 . 

《d) Erik 阅读 4 时 报 ) 或 《纽约 人 》, 但 是 不 阅读 (新 闻 周 刊 是 错 的 . 

解 ww 分 别 用 V ,表示 "或 "与 "(或 者 其 逻辑 等 价 用 语 “ 但 是 ”) ,用 一 表示“ 非 *( 否 定 ). 


(a (pVYDAT Tr. (bh) (pAD Ya pAO. 
(0 一 (pAT 7). 《d) 一 [CrV 的 A 一 p]. 

真 值 与 真 值 表 

4.3 试 确定 下 列 陈述 的 真情， 
(a) 4 十 2 一 5 与 6 十 3 一 9. 《b) 3 十 2=-5 与 6 十 1 一 7. 
Cc) 4 十 5 一 9 与 1 十 2 二 44 Cd) 3 十 2 一 5 与 4 十 7 二 11, 


滔 FF。 陈述 “p 与 ”为 真 仅 当 两 者 同时 为 真 . 因此 (a) 假 ; (b) 真 ;(c) 假 ;: (由 真 . 
4.4 求 一 pg 的 真 值 表 . 
凡 上 构造 真 值 表 的 两 种 方式 如 图 4- 12 所 示 . 


EP 


I din 


步骤 
《ay 法 一 tb) 演 二 
图 4-12 
4.5 验证 命题 pV 一 (pAg) 为 一 个 永 真 命题 . 


渤 ”如 图 4- 13, 攀 生出 pV 一 (p 信 q) 的 真 值 表 , 因为 对 于 和 4g 的 所 有 值 ,pY 一 (pAq) 的 真 值 
均 汶 丁 ; 所 以 此 命 吓 为 一 个 永 真 命题 . 


ae ?人 » 


陪 


获 数 党 


pb ,yg 让 一 py pho 
T | T| TT 下 | T 
rl! ee 工 | T 
FIT| Fi 7T | 
iF|EFE!I! TT T 

图 4-13 


4.6 ”证明 命 题 一 {六 gg 与 一 pV 一 9 并 辑 等 价 . 
证 二 如 图 4- 11, 槐 造 出 一 他 访 与 一 p¥Y 一 的 直 值 表 . 因为 真 值 表 相 问 : 都 在 第 行为 假 而 其 
余 行为 真 ), 所 以 命题 一 LpAq 与 一 py 一 9 逻辑 等 价 . 因此 可 以 汪 


tpn py 


p — pm ql pv— go 
工 下 
工 工 
F T 
至 T 
(ay pAg) iby py yu 
图 4-1d4 
4.7 试 应 用 表 4- 1 中 的 和 定律 证 明 一 (YeY (pA 二 一 pb. 
. 识 呈 : 
陈述 理由 
CD PVDOVT pAg) = ph OY pAg) DeMorgan 律 
C2) 三 一 pA geq) 分 配 律 
C3) 圭一 pAT 互补 律 
《4 三 一 让 恒 等 律 
条 件 语 名 


4.8 不 用 条 件 语句 , 重 述 下 列 陈述 . 
《a) 如 果 天 气 冷 ,他 就 戴 帼 子 ， 
tb》 如 时 增产 ,就 加 工资 . 
解 所 ”回忆 “如 果 户 则 六 等 价 于 “ 非 上 或 9", 即 pr9 三 一 六 V4 因此 ， 
(a) 天 气 不 冷 或 者 他 戴 怖 子 . 
Cb) 不 增产 或 者 加 工资 , 
4.9 写 出 下 若 陈述 的 道 否 命题 : 
《a) 如 果 John 是 诗人 , 则 他 和 贫穷， 
(b) Marc 想 要 通过 考试 ,就 得 学 习 ， 
入 (Ca) -9 的 道理 命题 是 一 9 一 户 因此 题 给 陈述 的 道理 命题 为 
如 果 John 不 贫穷 , 则 他 不 是 诗人 . 
fb) 所 给 陈述 的 等 价 说 法 是 “如果 Mare 通过 考试 , 则 他 学 习 了 ?” 因此 有 闭 香 命题 
如 果 Miarc 不 学 避 , 他 将 不 会 通过 考试 - 
4.10 考虑 条 件 命题 p>q. 命题 orp 一 Pp 一 g, 一 9 一 卢 分 别称 为 p>9 的 送 命题 , 否 命 
题 , 诺 否 命题 . 问 这 些 命题 中 何者 逻辑 等 价 于 命题 pq? 
解 FP ”构造 这 些 命题 的 真 值 表 如 图 4- 15. 只 有 道 否 命题 一 4 一 上 与 原 命题 入 ra 等 价 . 
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图 4 -15 


4.11 尽 可 能 简单 地 写 出 下 列 命 题 的 否定 命题. 

(a) 如 果 她 工作 ,她 就 能 赚钱 . 

(bp) 他 游 沪 当 且 仅 当 水 温暖 . 

(e) 如 果 天 下 雪 . 他 们 就 不 开 汽 车 . 

解 #5 (a) 注意 到 一 (pg) 二 p 人 一 q, 因 此 蜂 给 陈述 的 否定 为 
她 工作 或 者 她 不 赚钱 . 

{b) 注意 到 一 (p+) 二 pr 一 9 三 一 pr*9, 因 此 下 述 两 个 陈述 那 是 题 给 陈述 的 否定 . 
他 游泳 当 旦 仅 当 水 不 暖 . 
他 不 游泳 当日 仅 当 水 暖 . 

Ce) 注意 到 一 (一 一 的 天 训 A 一 一 9==pA9, 因此 题 给 陈述 的 否定 是 
天 下 雪 与 他 们 开车 . 


论证 

4.12 证 明 论证 六 >9, 一 p 上 一 4 为 恋 误 . 
征 几 ”构造 [(z= 的 A 一 站 ~ 一 《的 真 值 表 如 图 4- 16. 因为 命题 [(p~q) 人 一 pj 一 一 4 不 是 永 
真 命题 ,所 以 为 户 误 , 等 价 地 ,因为 真 值 表 的 第 三 行 pq 与 一 ”为 真 ,但 是 一 4 为 假 , 故 该 论证 为 课 
误 . 

全 2 一 十 ] 一 一 人 


J TH 


图 4-16 


4.13 判定 论证 p 一 gq; 一 9g 上 一 户 为 有 效 . 
解 内 ”构造 p09, 一 gE 一 的 真 值 表 如 图 4 - 17. 因为 命题 pxg, 一 9> 一 为 永 真 命 题 ,所 以 


qj 


图 4-17 
4.14 证 明 论证 p> 一 gq;r*qsr 上 一 户 为 有 效 . 
证 这 ”构造 山 该 论证 的 前 提 与 结论 的 真 值 表 如 图 4- 18. p 一 一 4,"9 与 + 同时 为 真 只 在 真 值 表 
的 第 五 行 中 出 现 ,而 此 时 一 p 也 为 真 ,所 以 论证 有 效 . 


p "P| 9 
T T F T|F 
! F F T |F 
T T| 7 F |F 
F 工 T | F 
F Tr| 7 1 | 工 
F F 工 T | 
F T! 工 F | 工 
F Fi TT 1 | T 
图 4-18 
验证 下 述 论证 是 否 有 效 ， 


如 果 三 角形 的 两 边 相 等 , 则 其 所 对 的 角 相等 . 
一 个 三 角形 的 两 边 不 相等 . 


这 两 边 的 对 角 不 相等 . 

证 ”首先 将 论证 翻译 为 符 导 形式 ;Pp->g 一 户 /一 g; 其 中 , 户 为 “三 角形 中 有 两 边 相 等 ”gq 为 “所 
对 的 角 相等 ”. 由 问题 4. 12 ,此 论证 为 还 误 . ~ 
注 尽管 根据 欧 几 里 得 公理 和 前 提 二 ,结论 确实 成 立 , 但 是 上 述 不 能 构成 这 一 结论 的 证 
明 ,因为 它 是 一 个 刘 误 ， 
试 说 明 下 列 论证 是 否 有 将 . 

如 果 了 小 于 4, 那么 7 不 是 一 个 素数 . 

7 不 小 于 4. 


7 是 一 个 素数 . 
证 久 首先 将 论证 过 程 翻译 为 符号 形式 . 设 户 表示 “7 小 于 4”,4 表示 "7 是 一 个 素数 ”. 则 题 给 论证 
为 
p= gq pr 
构造 真 慎 表 如 图 4~ 19. 真 值 表 显示 上 述 论 证 为 廖 误 . 因为 在 第 四 行 ,前 提 p 一 9 与 一 户 为 真 , 候 是 
结论 4 为 假 ， 
注 ”要 证 明 的 结论 事实 上 为 真 与 这 个 论证 为 雇 误 没有 关系 ， 


量词 与 命题 函数 

4.17 设 和 A 二 {和 ,2,3,4,5). 试 确定 下 述 陈 述 语句 的 真 值 . 
(ay (IrEAIz+I=10). (bj (CW¥ rEAI r+ILION. 
(0) (IrEA} CTILS). CO) CY XE A rHIELTY, 


解 5 (ay 假 . 因为 A 中 没有 一 个 数 是 z 十 3--10 的 解 ， 

《b) 真 .4 中 每 个 数 都 满足 zx 十 3<10. 

te) 真 . 因为 车 zo 一 1; 则 x 十 3<5, 即 1 为 一 个 解 . 

《qd) 假 . 因为 车 x 一 5, 则 zw 十 3 不 小 于 等 于 了. 换言之 ,5 不 是 给 定 条 件 的 解 . 
确定 下 列 陈 述 语 句 的 真 值 . 其 中 UU 二 {1,2,3) 为 全 集 . 
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4.20 


4. 21 


(a) JIx Woz2< yy 十 1 

《by Yr yr yl2. 

Co) Yr Yoys 二 yy]12, 

解 证 (Ca) 真 .比如 设 工 1, 则 1,2,3 都 是 1 过 y+ 1 的 解 - 

(b) 真 . 因为 对 每 个 x 可 设 ?一 1, 则 zo 十 1 之 12 为 真 命题 . 

[c) 很 .因为 车 im 一 2 且 = 一 3 则 2 十 :<i2 不 是 -个 真 命 题 ， 

否定 下 列 每 个 陈述 语句， 

Cay Jr Vy ptrsy). 

(hy 39x Vyplrsy). 

fc) Iy Jr Ferplrrys2). 

' 解 ep: 利用 一 Yx p(tx)=Iz— pir Jrp(tr = pir). 
(I CAIx Yo pir yjy™ pr, y), 

(VE Vy PTIrIy™ pr). 

to dy dr Yerployr)s YY yy rd plrry ey. 

设 ptz) 表 示 "z 十 25". 说 明 对 于 下 列 每 个 集合 ,pLx) 是 否 为 其 上 的 命题 哺 数 ， 
(a) 正 整 数 集合 AN， 

Cb) M=1{—1,—2,—3,"*}, 

(c) 复数 集 CC 

解 咏 、 (a) 是 . 

Cb) 尽管 对 网 申 每 个 元 素 户 (2) 均 为 棚 , 但 站) 仍然 为 好. 上 的 一 个 命题 尊 数 . 
(0) 不 是 . 因为 2 十 22>5 没有 意义 ,换言之 ,该 不 等 式 在 复数 集中 不 成 立 . 
否定 下 列 陈 述 语 名. 

(a 所 有 学 生 都 住 在 宿舍 中 . 

(b) 所 有 数学 专业 的 学 生 都 是 男性 . 

(0) 一 些 学 生 为 25 岁 及 其 以 上 年 纪 . 

解 态 ” 利 用 定理 4.5 来 否定 陈述 语句 中 的 量词 ， 

《al 至 少 有 一 个 学 生 不 住 在 宿舍 中 (有 些 学 生 不 住 在 宿舍 中 )， 

(by 至 少 有 一 个 数学 专业 的 学 生 是 女人 性 (数学 专业 有 些 学 生 是 女性 ). 

Cc} 没有 哪个 学 生 为 25 岁 及 其 以 上 年 纪 ( 所 有 学 生 都 小 于 25 岁 ). 


补充 题 


命题 与 远 辑 运算 


4. 22 


4. 23 


4. 24 
4. 25 


设 卢 为 “Audrey 讲法 语 ”，9 为 “Audrey 讲 髓 过 语 ” 请 用 简单 口语 描述 下 列 命题 . 
【ay pVe. Ch pheo. OpA—g (中 一 站 一 fei 一 一 让 

【上 一 《一 疡 六 一 a. 

设 表示 “他 富有 ”, 9 表示 “他 幸福 ” 以 一 请 和 9 分 出 表 示 “他 贫穷 ” 邦 " 他 不 幸福 ”. 请 用 p,q 将 下 
列 陈 述 符号 化 . 

《ay 如 果 他 富有 ,那么 他 不 幸福 . 

Cb) 他 既 不 富有 也 不 幸福 . 

(eo) 要 幸 栖 必须 贫 穹 . 

(d) 贫 窒 就 不 幸福 . 

求 真 值 表 : (a) pY 一 4 (PB) 一 pA. 

验证 命 肿 ( 记 太 中 让 一 pW 和 9) 为 一 个 水 慨 俞 题 . 


离散 数 学 


论证 


4. 26 


4. 27 


4. 28 


.23 
4.24 


验证 下 列 论 让 是 否 有 效 . 
(ay 
如 果 下 雨 ,Frik 就 要 生病 . 
无 疫 有 下 两 ， 
Erik 没有 生病 . 
《b) 
如 时 下 两, Erik 就 要 生病 . 
Frik 没有 生病 . 
天 宙 有 下 雨 . 
验证 下 烈 论证 是 否 有 效 . 
如 时 我 学 习 , 我 的 数学 课 就 不 会 不 及 格 . 
如 果 我 不 打 篮 球 ,我 就 会 学 习 . 
但 是 我 的 数学 课 不 及 格 . 
因此 我 肯定 打 得 球 了 . 
证 明 ， 


(a) 户 A9 这 辑 戎 会 p+*g. 
Ch) pe 一 《不 最 辑 萤 含 p 一 9. 


设 4 一 11:2，9，10) 者 察 下 列 语句 ,如 果 是 陈述 ,请 确定 其 真 值 ;如 果 荐 命题 沿 数 ,请 确定 其 真 集 . 


(a) CW AEAILI vyE A TT yl1L). chy 【 yEA rT yt), 

(ce (FTIEAIY yE A (Czy14). (Cd) (3 vyE A Cr yd)., 

香 定 下 列 陈 述 . 

ta} 如 果 老 师 不 在 .那么 就 有 些 学 生 不 完成 作业 . 

tb) 所 有 学 和 完成 了 作业 与 老师 在 场 . 

《cy 有 些 学 生 没 有 完成 作业 或 老师 不 在 . 

否定 问题 4. 17 中 的 每 个 陈述 ， 

求 每 个 陈述 的 反例 . 其 中 = {13,5,7,9) 为 全 集 . 

Ca TT 二 37 【bl IT 为 奇数 ， (Cc) x 为 素数 ， (dd) 只 zz 一 zx 


补充 题 答案 


将 入, ,一 分 别 翻 译 为 与",“ 或 ",“ 非 "或 “是 不 对 的 ” ,然后 整理 为 通常 的 语句. 
Ca) Audrey 说 法 语 或 丹麦 语 . 

{b) Audrey 说 法 语 与 丹麦 语 . 

Cc》 和 udrey 说 法 语 但 是 不 说 丹 事 语 . 

cd) Audrey 本 说 法 语 或 她 不 说 丹麦 语 ， 

{ey Audrey 不 说 法 语 不 是 事实 ， 

{fAudrey 既 不 说 法 语 也 不 说 及 表 语 不 是 事实 . 

ta pi pA oo p. di pe og. 
真 信 表 见 图 4 -20. 
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] 


4.26 


4.27 


4.28 


图 4-20 
因为 在 图 4-21 的 真 值 表 中 ,对 于 p 和 和 9 的 所 有 值 ,命题 为 假 , 故 它 是 一 个 永 假 命题 . 
产 
工 FPF F 
工 F F 
F FE F 
F 工 F 
画 4-31 
首先 将 论证 翻译 成 符号 形式 . 设 p 表示 “天 下 十 ”9g 表示 "Erik 生病 X. 
(la) pq 四 上 一 了 他 {th pq:™— gt p. 


由 问题 4. 12, 论 证 (2) 为 亡 误 ,而 由 问题 4. 13. 论 证 (b}y 有 效 . 
设 p 表示 “我 学 习 ”, 9g 表示 “我 数学 不 及 格 ”，r 表示 “我 打 篮球 ” 则 所 给 论证 为 
Pg rr potr. 
斩 造 真 值 表 如 贸 4 -22, 其 中 前 提 一 9, 一 一 +p 与 9 同时 为 真 仅 在 表 的 第 五 行 出 现 ,而 在 该 行 结论 
"也 次 真 ,因此 论证 有 效 , 


plalr | 六 > | rp 
工 | 工 1 工 」 了 F F 工 
TITIF| F F 工 工 
工 | 开 1 工 工 T ;FF 于 
工 | FE T T | 工 
FIT|ITI ER 工 F 工 
FIT F FE 工 工 F 
FIF | T| TT 1 F 工 
FijFIFj| TI 工 工 F 
图 4-22 


(a) 构 道 疡 A9 与 be 的 真 值 表 如 图 4- 23(a), 注意 Ag 仅 在 第 一 行为 真 .而 此 时 pg 也 为 真 . 
(Cb) 构造 二 一 g 与 px9 的 真 值 表 如 图 4-23tb), 注意 pm 一 9 在 第 二 行为 真 ,但 是 在 该 行 六 >*9 为 
假 . 


图 4 - 23 


(a) 开放 语句 的 两 个 变量 被 分 别 冠 以 两 个 量词 ,因此 蚌 一 个 陈述 . 进而 ,该 陈述 为 真 . 

(b) 开放 语句 被 冠 以 一 个 基 词 ,因此 它 晤 其余 变量 的 一 个 命题 函数 . 注意 到 对 于 每 个 ?E4m 二 ys<11 
当 且 仅 当 一 1,2, 或 3. 因此 真 集 为 {1,2,3)， 

《ce) 是 一 个 陈述 并 且 为 假 . 如 果 zs 一 8 且 各 二 遇 则 十 yp 之 14 为 假 ， 

Cd) 为 关于 工 的 开放 语句 . 真 集 为 各 自身 . 


"2 
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4. 0 


4.31 


4.32 


Ca) 老师 不 在 与 所 有 学 生 光 成 了 作业 . 

Cb》 有些 学 生 没有 完成 作业 吉 者 老 状 不 在 . 
tc) 所 有 学 生 完成 了 作业 与 老 乓 在 场 ， 

(ay (VAIEAITH+IP1N, 

(b) (rEAM z+IS10). 

(0c) (¥ rE A E36). 


Cd (IrEA rt, 


(a) 反例 为 5.7,9， 


‘by 因为 木 存 在 反例 ,所 以 陈述 为 真 . 
(cy 9 是 公有 的 反倒 . 
《9 因为 不 存在 反例 ,所 以 陈述 为 真 . 


第 五 家 向 量 与 写 阵 . 
5.1 引 言 


数据 通常 被 排 成 一 张 表 , 也 就 是 说 ,其 元 素 都 带 有 一 个 或 多 个 下 标 . 通常 将 一 维 数 表 称 为 
向 量 , 而 将 二 维 数 表 称 为 矩阵 . (这 里 , 维 数 表 示 下 标的 个 数 , ) 我 们 米 导 出 这 些 概 念 及 其 记号 . 
假设 8 个 学 生 的 体重 ( 磅 数 ) 如 下 ， 
134, 156， 127, 145， 203， 186， 145， 138. 
我 们 可 以 用 一 个 字母 ,比如 蕊 ,加 以 不 同 的 下 标 将 这 些 数 值 列 表 表 示 ， 
Ts ay Ts To Ss Ws His Up, 
注意 到 每 个 下 标 都 表示 了 该 数 在 表 中 的 位 监 , 例如 
wa 二 134， 第 一 个 数 ; re 一 156 ”第 二 个 数 ， 
这 样 的 一 个 列表 称 为 向 量 或 线性 数 表 . 
利用 下 标 ,我 们 可 以 写 出 和 $ 与 平均 体重 A 如 下 : 


8 站 
S= Dw 一 tn 十 te 十 十 xs， 六 二 S — [>]. 
上 二 ] 


为 了 对 一 列 数 的 计算 进行 简洁 表达 ,下 标记 和 号 是 必 不 可 少 的 . 
同样 , 设 有 28 家 连锁 店 ,每 个 连锁 店 有 4 个 销售 部 ,我 们 可 以 列 出 他 们 一 周 的 销售 额 ( 近 
似 到 美元 ) ,如 表 5 - 1. 我 们 只 需要 一 个 字母 ,比如 "加 上 它 的 两 个 下 标 将 这 些 数 和 值 列 为 一 张 表 : 


表 5-1 


RI P12 S13 pl r,s Toa S28,4+ 
其 中 5, 表示 第 i 个 连锁 店 的 第 j 个 销售 部 .在 不 会 产生 混淆 时 ,我 们 写 sy 来 代替 ;,.;. ) 于 是 
su 二 中 2872， sm 二 $805， $1s 一 中 3211、 
这 样 的 矩形 数 表 称 为 想 阵 或 二 维 数 表 . 
本 章 计 论 向 量 ,和 矩阵 和 一 些 代数 运算 . 相对 于 和 矩阵 和 向 量 , 数 字 则 被 称 为 纯 重 ， 


5.2 向 重 
向 量 如 是 指 一 列 数 ,如 Rl 2 I, 记 作 


= Ca). 
数 a, 称 为 zx 的 分 量 或 表 值 . 如 果 所 有 的 ai 一 0, 则 称 w 为 一 个 雷 向 量 . 两 个 向 量 w 和 wv 称 为 相 
等 的 , 记 作 4 二 =v 如果 他 们 的 分 量 个 数 相 辣 而 且 对 应 分 其 相等， 
例 S$.1 (a? 下 列 都 时 向量; 
《3 一 4 (C6.8), (O00), (2,3,4). 

前 两 个 向 量具 有 两 个 分 量 , 而 后 两 个 向 量具 有 三 个 分 量 . 第 三 个 向 量 是 具有 三 个 分 量 

的 零 向 量 . 

《b) 尽管 向量 (,2,3) 与 (2,3,;1) 包 含 相 同 的 数 ,但 是 它 们 不 相等 ;因为 对 应 分 量 不 


相等 . 
向 量 的 运单 
考虑 任意 两 个 分 量 个 数 相同 的 向 若 w 和 vw. 比如 


Wo {dlr yd), © = Ch Ba ee 
其 向 量 与 v 的 和 , 记 和 作 十 v, 是 将 4 与 v 的 对 应 分 量 相 加 而 得 到 的 向 芋 , 即 
二 二 Co 十 下 az 十 本 总 
数 束 乘 以 间 量 = 称 为 数 乘 向 量 或 简称 数 乘 , 记 作 ku, 是 将 数 & 彝 以 & 的 每 一 个 分 量 得 到 的 癌 
量 , 即 
ku = {Chal Ress ,kan). 
我 们 还 定义 
—& = 1{u), OV 二 十 {一 ， 
并 设 9 表示 零 向 量 . 向 量 一 4 称 为 向 量 的 负 向 量 ， 
向 量 & 与 的 点 积 或 内 积 定义 为 
Ha 十 十 bn 
癌 量 w 的 范 数 或 长 度 定义 为 
| VT VT 二 
注意 , | zl 二 0 当 且 仅 当 xs 一 0, 和 否则 | xz | >0. 
例 5.2 设 & 一 (2,3, 一 4) ,vw 一 各 ,一 5;8). 出 
十 二 (2 十 ]13 一 5, 一 4 十 8) 二 C3, 一 2,4)， 
utd e253.5" (~—4))—=t10,15,—20). 
—vV=—1l* (1l,—5,8)—=(—1,5.—8), 
2u— 3U—t46,—8) 二 tt—3.15,—24)—t1,21,—32}. 
ue 区 一] 十 3 【一 中 十 (一 4 有 8 一 2 一 15 一 32 一 一 45. 
i | 一 ”至 十 3 十 (一 人 一 “4 十 9 十 16 一 29， 
向 量 的 加 法 和 数 事 具有 许多 性 质 ,比如 
ktuH Tv = Ratt kv, 
其 中 天 为 纯 基 而 # ,vw 为 向 量 , 其 余 性 质 将 在 定理 5. 1( 对 于 和 矩阵) 中 列 出 5( 见 5. 4)， 那 些 性 质 对 
向 量 同样 成 立 ,; 因 为 向 量 可 以 看 做 特殊 的 矩阵 . 


列 商 量 


有 时 ,一列 数 不 是 写成 水 平 格式 ,而 是 写成 坚 直 格式 ,这 样 的 格式 秆 为 列 向 量 . 相对 于 此 ， 
土 述 写 为 水 平 格式 的 向 量 称 为 行人 向 量 . 对 于 行 向 量 的 讨论 都 可 以 移植 到 列 向 量 中 . 


例 5.3 《〈a) 下 列 向 量 为 列 向 量 : 
| 站 | 到 


6 一 19_ 


《b) 设 


则 
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。85 。 


tm 一 15 一 3 二 8 一 20. 
lull = 一 v 写 十 9 十 18 一 50 = 5v2, 


5.3 矩 阵 
上手 阵 4 是 一 张 矩 形 数 表 ,通常 记 作 
Hl dl2 ln 
A 二 如 21 4 2 
ml Hm pm 


其 中 六 个 水 平 排列 的 数 表 称 为 矩阵 4 的 行 ,而 个 坚 直 排列 的 数 表 称 为 到 . 元 素 mr 处 于 第 
行 和 第 7 列 , 称 为 芯 表 值 , 通常 将 矩阵 简 记 为 4 一 [ao ]， 

具有 于 个 行 和 mn 个 列 的 矩阵 称 为 m 乘 邱 阵 * 记 作 闫 Xu 数 偶 和 和 7 称 为 矩阵 的 型 . 两 
个 和 矩阵 A 与 8 称 为 相等 的 , 记 作 有 =B, 如 果 它 们 的 行 数 和 列 数 和 分 别 相 等 (同型 ) 且 对 应 元 素 相 
等 . 于 是 ,两 个 mxn 秆 阵 相等 等 价 于 wn 个 等 式 组 ,其 中 每 一 等 式 都 对 应 着 一 个 元 素 偶 . 

只 有 一 行 的 矩阵 称 为 行 短 阵 或 行 向 量 , 只 行 - - 列 的 矩阵 称 为 列 适 阵 或 列 向 量 . 表 值 全 部 为 
零 的 矩阵 称 为 零 经 阵 , 记 作 0. 

一 本 


例 5.4 (a) 矩形 数 表 4 一 | 3 


wm). 
Cb) 2x4 的 0 矩阵 为 4 一 | 
《ce) 设 


_ | 为 一 个 2X3 逢 阵 . 其 行为 [1, 一 4,5] 和 [0,3, 21， 


”| 
00 0 0 了 


文 十 2g 十 !t 3 7 
[2 上 = |, 让 
则 其 四 个 对 应 元 素 必 定 相 等 , 即 
二 十 中 一 和， 一 一 下 2g 十 一 7， 人 一 圭一 了 
解 上 述 方程 组 ,得 
TT 二 2， yy 二 1， 二 4; ff 一 一 1, 
5.4 和 矩阵 的 加 法 和 数 乘 


设 A 一 [es ] 与 也 一 [及 3] 为 两 个 严 光 2 矩阵 , 即 同 型 矩阵 .4 与 且 的 和 证 作 4 十 日 , 是 将 4 与 
吾 的 对 应 元 素 分 别 相 加 得 到 的 矩阵 , 即 


Ql 十 可 1 CC 十 可 2 2 Clin 十 本 
A4+B= [el To Qa2 Tb an 十 名 
am 十 可 al ia 十 Be or + bom 


数 & 与 矩阵 4 的 积 , 记 作 上 。， A 或 简 记 为 &4 ,是 将 数 上 乘 以 矩阵 4 的 每 一 个 元 素 得 到 的 和 矩 
阵 . 即 


[sr ka 2 四 kc 1n | 
A 二 baa 名 2 "2" Ke 
kam kim Ram 


注意 , 丰 十 B 与 有 A 仍然 为 m Xn 和 欠 阵 . 同样 可 以 定义 
一 站 二 < 一 DA，, A 一 B=A 二 (By. 


+ = 


离 散 数 学 


矩阵 一 A 称 为 失 阵 和 的 负 艳 阵 . 不 同型 的 挑 阵 的 加 法 无 定义 . 


1 一 2 3 4 6 8 
Fs.s i A=| .B=| I 
全 设 .DO 4 5 1 一 3 一 ? 允 
Tl-4 —2+6 3 二 8 7” TT» 4 9 


A+B= 一 
十 [ol 4 3) 5 十 (7)] [1 1 一 3 


34 F361) 3{—2) ?3]- [ 一 6 ?] 
Lakoy 34) 3(5)J Lo 12 15J° 


r2 -4 6] Fol2 -18 -241 [io -22 -18 
2 一 3 一 0 8 0 | ， 9 ,1 17 ll 
矩阵 的 加 法 和 数 乘 运算 具有 下 述 性 质 , 


定理 5.1 设 4,B,C 六 同 型 算 阵 ,多 ,&' 为数. 则 

(Ci) 《4 十 吾 ) 十 一 4 十 CB 十 C). 

(ii 4-HO 一 0 十 和. 

[iiiy 及 十 {一 A 二 A 一 A 二 0. 

(iv) A+ B=B—A. 

(vy) kh(A+B)=kA+EB. 

(vi) (RR IAS—AATEA. 

Cviiy Chk I AECE' A). 

(viii) 1A=A., 

注意 ,在 ( 溢 和 Gi 认 中 ,0 表示 零 和 矩阵 . 由 6 和 (ivr) ,我 们 可 以 不 加 括号 地 作 任 意 儿 个 同型 
矩阵 的 和 

和 A 十 六 :十 "十 态 ，， 
这 个 和 式 与 矩阵 在 其 中 的 次 序 无 关 . 进而 ,利用 (Vv) 和 (viii} ,我 们 有 
4 十 4 一 24， 及 十 让 十 A 二 3A， 

由 于 具有 7 个 分 量 的 向 量 可 以 看 敌 1Xn 或 xnX1 答 阵 ,所 以 定理 5.1 同样 适用 于 向 量 的 加 法 
和 数 莱 . 

证 明定 理 5. 1 只 要 对 每 个 矩阵 方程 验证 两 边 的 第 节 元 案 分 别 相等 ( 见 问题 5. 10). 


5.5 算 阵 的 乳 法 


算 阵 A 与 B 的 乘积 , 记 作 4B, 稍 稍 有 点 复杂 . 我 们 首先 从 一 个 特例 开始 讨论 . (这 里 用 到 
的 求 和 符号 ,大 写 希 腊 字 母 之) 的 意义 ,可 参考 3. 5. ) 
元 素 个 数 相 同 的 行 矩 阵 A=[aij 与 列 和 矩阵 B==[6 的 积 AB 定义 为 


hi 
AB = [aaz，…anj ” = i 十 a2bz 十 十 anby 二 > ap 
Lb, | 
即 ,AB 是 先 将 和 与 B 的 对 应 元 素 相 乘 然 后 把 它们 加 起 来 的 结果 . 注意 AB 是 一 个 纯 量 (或 为 
一 个 1xX1l1 和 矩阵). 当 A4 与 B 的 元 素 个 数 不 同时 ,4 召 无 定义 . 


3 
例 $.6 ra) | ?10+ toe a ese 
—] 
FF 4 


一 


第 五 章 “向量 与 矩阵 


现在 来 讨论 一 般 和 矩阵 的 乘法 定义 . 
定义 ” 设 A=[asj 和 和 B 一 [bs ] 为 矩阵 ,满足 4 的 列 数 等 于 BB 的 行 数 . 即 4 为 m xp 矩阵 
而 BB 为 p Xn 和 矩阵 , 则 4 与 B 的 乘积 为 一 个 加 xm 矩阵 ,其 第 i 元素 为 A 的 第 宇 行 乘 以 刀 的 
第 7 列 的 结果 . 即 


| 3 8 
Me 二 汪 全 加 
2 和 2 .|=| . 中 
E 。 3 
8 这 


tml am b,1 


其 中 
ty 一 an by 二 a by, Bs 站 六 站 记 = 2 
我 们 强调 ,如 果 z 尖 g, 则 对 于 六 如 矩阵 和 与 6Xx# 答 阵 旦 ,乘积 4B 无 定义 ， 
1 3 2 0 一 4 
例 5.7 (a) 忆 知 4=|， -小 |。 | 求 4B. 
因为 4 为 2?x2 气 阵 而 召 为 2X3 上 矩阵 ,所 以 六 B 有 定义 且 为 2x3 和 矩阵 . 为 求 得 
乘积 矩阵 AB 的 第 一 行 ,以 4 的 第 一 行 [1,3] 逐 次 冬 以 的 每 一 列 


sale 


人 人 二 看 | 攻 一 站 | 


即 


为 求 得 AB 的 第 二 行 ,以 A 的 第 二 行 [2, 一 本 逐次 乘 以 也 的 每 列 . 于 是 


| 17 一 6 14 1] 医 = 省 | 
AB = 一 5 
4 一 5 0 十 2 一 8 一 6 一 1 2 一 14 


而 
十 18 Se | 23 34 
Ba — -| -。 
0—6 0—8 | 6 一 8 
例 5.7(b) 表 明 , 矩 阵 的 乘法 不 满足 交换 律 , 即 矩 阵 的 乘积 4B 与 BA 不 相等 矩阵 的 
乘法 满足 下 列 运算 规律 ， 


定理 5.2 设 A,B,C 为 矩阵 . 并 设 以 下 乘法 和 加 法 均 有 定 闵 . 
(iD《4B2C 一 4(CBC) (结合 律 }. 
(i) A(B 十 中 一 AB 十 AC ( 左 分 配 律 ). 
0) (B 十 CA 二 BA 十 CA 《〈 右 分 配 律 ). 
(Civ) EAAB) 一 (RA)B==ACRB) (其 中 为 数 ). 
注意 04 一 0，B0= 二 0, 其 中 0 为 零 答 阵 . 


有 


离 散 数学 


短 阵 的 来 法 与 线性 方程 组 


任意 一 个 线性 方程 组 S 等 价 于 一 个 矩阵 方程 
AX = BB. 


其 中 A 为 方程 组 的 系数 枯 成 的 矩阵 ， 瑟 为 未 知 数 构成 的 列 向 量 , 而 B 为 常数 项 构成 的 列 向 
荆 . (这 里 ,等 价 意 指 方程 组 $ 的 任 一 组 解 都 是 矩阵 方程 AX 二 BB 的 解 ,反之 亦 然 . ) 例 如 ,线性 
方程 组 


等 价 于 


容易 吾 出 ,线性 方程 组 可 由 了 下列 和 搜 阵 
M=—14,B]—| 
完全 确定 , 称 此 和 矩阵 为 线性 方程 组 的 增 广 丝 阵 ， 
s.6 转 置 给 阵 
撼 阵 上 4 的 转 置 给 阵 记 作 4 ,是 将 和 的 行 依次 写作 为 列 得 到 的 托 阵 . 例如 


1 4 
Fr 2 3 _ 
和 | 

3 6 


5 一 8 9 


又 如 


注意 ,车 A 为 一 个 m Xn 算 阵 ; 则 A7 为 一 个 nxm 矩阵 . 特别 地 , 行 徊 量 的 转 团 为 列 向 量 , 列 向 
量 的 转 置 为 行 向 量 . 进而 , 若 8B 一 LP; 为 A 二 [Las] 的 转 置 第 阵 , 则 对 所 有 的 i,j, 有 6s 二 ax. 
矩阵 的 转 置 运算 满足 了 下列 性 质 . 
定理 5.3 设 4,B 为 矩阵 ,大 为 值 数 . 并 设 下 列 加 法 和 乘法 均 为 可 行 . 
(DD (ATH =Ar BT. 
(1) (RAYT RAT. 
CD CABYT=B'A,, 


{iv CADTSA., 
注意 (ii) ,矩阵 乘积 的 转 叶 等 于 转 置 算 阵 的 履 积 ,但 是 蔬 积 的 次 序 道 转 . 
5.7 方 阵 


行 数 和 列 数 相等 的 矩阵 称 为 方 阵 , 具有 7 行 n 到 的 方 阵 称 为 阶 方 阵 , 也 叫做 nn 方 阵 . 
下 阶 方 阵 A 一 [ev 的 主 对 角 线 或 简称 对 角 线 由 元 素 ea， az ，-…， wns 构成 . 
zz 阶 单位 阵 记 作 7 或 简 记 为 六 是 主 对 角 线 元 素 均 为 1 ,其 余 元 素 均 为 0 的 方 阵 . 单位 阵 
在 集 阵 乘法 中 的 角色 恰 如 数 1 在 通常 数 的 习 法 中 的 角色 一 样 . 特别 地 ,对 任意 方 阵 A, 有 
AT 一 于 一 4. 
例如 ,考虑 矩阵 
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" GO" 


Ti 80 5 
1 一 2 站 71 | 
| 0 1 0 0 
0 一 4 —6| | . 
。 I9 0 1 0 
5 3 2 
Lo Da 1J 


这 两 个 矩阵 都 是 方 阵 . 但 是 第 一 个 矩阵 是 3 阶 的 , 量 对 角 线 据 素 为 1, 一 4,2. 而 第 一 个 矩阵 为 4 
阶 的 ,对 角 线 元 素 全 为 1 其 余 元 素 全 为 0, 因 此 它 是 一 个 4 阶 单 位 阵 . 
方 阵 的 代数 运算 
设 A 为 任意 方 阵 . 我 们 可 以 作 A 与 其 自身 的 乘积 . 事实 上 ,我 们 可 以 给 出 A 的 拆 有 非 负 
方 塞 如下: 
2 一 Ah4，A4 一 AAA An 一 AAA 一 TOA 尖 0)， 
同样 可 以 定义 矩阵 A 的 针 项 式 . 特别 地 ,对 于 任意 多项式 


之 


flr) =av 二 di 十 Qa i 
其 中 a; 为 数 ,我 们 定义 产 太 ) 为 下 列 短 阵 
f(A) 一 aof 十 2A 十 az 和 十 … 十 es"， 
注意 ,我 们 是 在 Foz) 中 以 A 代 ,以 ee7 代 an 得 到 产 4) 的 . 当 了 A) 为 骞 年 阵 时 ,A 称 为 多 项 


式 六 xz) 的 一 个 零点 或 根 . 


1 2 
例 5.8 没 A 一 | | 
3 一 4 


ir 7 6 3 广电 38 
-AA=| , 22 | 13 | 


设 站 二 2 一 37 十 5, 则 


7 _6 1 norl6 18 
rm = 引 上 | +5| -| | 
9 22 3 4 oo Lo 6 


设 BE 一 好 十 37 一 19. 则 


7 -6 fl 2 Po ro 
sw =| IE -ol |=| | 
9 22) 3 -4 loy loo 
于 是 A 为 密 项 式 g(z) 的 一 个 根 ， 
5.8 可 逆 ( 非 奇异 ) 矩 阵 和 逆 矩 阵 
方 阵 4& 称 为 可 弟 的 或 非 奇 异 的 ,如 果 丰 在 矩阵 B 满足 
a4B 一 BA 一 工 


这 样 的 矩阵 B 必定 是 锥 一 存在 的 {问题 5. 24), 且 称 为 4 的 乾隆 , 记 作 4 .显然 ,BB 是 A 的 道 
咱 当 且 仅 当 A 是 B 的 逆 阵 , 例如 ,假设 


A-[* 5] Bi 3 -5 
1 3 1 2 了 


出 
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Fr 一 10+101_ Rh "1] 
3—3 一 5 十 6 0 1 
市 且 
rr 6 一 35 15-15 1 0 
了 8 一 2 -上 - |, | 
于 是 上 与 已 为 互 道 的 ， 
例 S.9 
r 0 ril 2 3 
2 -1 区 0 1 
4 1 8 6 一 1 — 
11 二 0T12 24+0—2? 2 十 0 一 100 
一 | 一 22 十 4 十 18 40 一 3 | 1 0. 
44—4+48 8+0—8 8+1-—8| lo oJ 
于 是 两 个 矩阵 是 世道 的 ,各 白 为 对 方 的 道 阵 . 
s.9 行列 式 
对 于 每 个 n 阶 方 隆 A, 我 们 分 配 一 个 特定 的 数 与 之 对 应 , 称 为 A 的 行列 式 , 记 作 det(A) 或 
141, 或 
[a 12 的 Cin 
有 一 人 这 21 “2 on 


[| Wn? 机 Hp 
我 们 特别 强调 ;用 两 条 坚 线 括 起 来 的 一 张 正 方形 数 表 称 为 一 个 n 阶 行列 支 , 它 不 是 盾 阵 ,但 是 
它 表 示 由 行列 式 责 数 分 配给 一 个 方 阵 的 数 ， 
1,2,3 阶 行列 式 的 定 必 旭 下 ， 
| ll 1 ii 


如 13 aas | 
= A dls 


Hel ds 


Ga dz A | 一 dd TA aadal 十 A dnd 一 A13 R22 93 一 A12 21 233 一 A R23 32. 


A dm dn 
下 面 的 对 第 线 法 则 可 以 帮助 读者 记忆 2 阶 行列 式 . 


也 就 是 说 ,2 阶 行列 式 等 于 沿 着 标 以 加 号 箭头 的 元 素 的 积 减 去 沿 着 标 以 减 号 芒 头 的 元 素 


的 积 , 类 似 的 方法 可 以 给 出 3 阶 行列 式 . 为 清楚 起 见 , 我 们 将 加 号 箭头 和 溅 号 箭头 分 为 两 个 图 
画 出 . 
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需要 指出 的 是 ,对 于 高 阶 行列 式 , 没 有 对 角 线 法 则 ， 


全 5.10 (a) 


5 4 
] 一 5{3) 一 4{2) 二 ]5 一 8 二 7， 
2 3 


2 1 
= 2t6) 一 1 一 4) 一 12 十 4 一 168. 
一 4 6 


2 1 3 
(hb |4 6 一 1 一 206)00) 十 1 一 45 十 3C1C42 一 306255) 
5 1 0 
—1t4)(0)—2(1)(—1) 
一 0 一 9 十 12 一 90 一 0 十 2 
二 一 81. 
行列 趟 的 一 般 定 义 


n 阶 行列 式 的 一 般 定义 如 下 : 
dettAA) 一 Dsgn(o) a aa Cam 

其 中 求 和 对 {1,2,…,n} 的 所 有 可 能 排列 o 一 {jj2* ja; 进行 . 这 里 sgnko) 等 于 十 1 或 一 1 分 
刘 对 应 于 将 变 成 自然 次 序 时 所 需 作 的 对 换 次 数 为 偶数 或 奇数 的 情形 . 我 们 已 经 完整 地 给 出 
了 行列 式 销 数 的 一 般 定义 , 对 于 阶 数 大 于 3 的 一 般 行 列 式 的 计算 ,读者 可 以 参阅 有 关 和 矩阵 理论 
或 线性 代数 书籍 . 排列 将 在 第 六 章 中 讨论 . 

行列 式 函 数 的 一 个 重要 性 质 是 它 的 蒋 法 . 即 

定理 5.4 设 4,B 为 任意 的 阶 方 阵 . 则 

det(AB) 一 det(4) x dettB). 


本 定理 的 证 明 已 超出 本 书 的 变 求 . 
行列 式 与 2X2 矩 阵 的 逆 阵 
设 


4-[: | 


为 任意 一 个 2x2 托 阵 . 我 们 来 导出 一 个 求 A 的 逆 阵 A 的 公式 . 特别 地 ,我 们 只 要 寻求 22 一 4 


个 数 Tl NL tT YY :使 得 
| pb ”| |, | 
[ | Yl 2 全 ] | 


[arity crs hys Il 0 
Lezi tady: cza a bo | 
由 上 述 算 阵 相等 ,其 对 应 元 素 相 等 ,可 以 得 到 如 下 的 2X2 方 程 组 : 
人 一 J22 Tbe 一 
cri dy = 0 [+dys = 1. 
上 述 两 个 方程 组 的 增 广 和 矩阵 分 别 次 ， 


1 bp 1 a 而 | 
| d 0 ， -dad 1 : 
(注意 原 和 矩阵 A 是 这 盯 个 方程 组 的 系数 第 阵 . ) 

假设 |A|=ad 一 be 关 0. 则 上 述 方 程 组 对 x, ,vi ,zs ;ys 有 惟 - 解 . 解 为 


一 a od 一 rC 一 c 
! 一 ”ad—it | 全 | 
7 一 而 一 占 一 和 
:Taati A 2 ad te IAT 
由 此 ， 
A | p]! 7 AI AWE 1 FT ad -人 
CC ds ~ Le/lA| ai 六 | -TiL 。 a 


用 语言 来 描述 , 即 : 当 |4| 关 0 时 ,2X2 知 阵 A 的 道 阵 可 以 通过 下 述 步 骆 求 出 ，; 
《1) 调换 主 对 和 角 线 上 元 素 的 位 置 . 
《2) 在 其 余 元 素 前 加 负 号 . 
《3) 将 结果 算 阵 乘 以 1714| , 即 以 |4| 除 4 中 的 每 一 个 元 素 . 


例如 ,车 A=[。 | ,出 141= 一 2 因此 ， 


9 3 
A 一 | “|= | 2 下 
一 和 L 一 全 之 2 _ 1 
另 一 方面 , 若 14|=0, 则 不 能 解 出 末 知 数 zy :za ,ys 4 也 就 不 存在 . 对 于 高 阶 方 阵 ， 
尽管 没有 更 简单 的 公式 来 计算 其 逆 , 但 这 个 性 质 对 于 一 般 情况 也 是 成 立 的 . 即 有 下 列 定理 . 
定理 5.5 方 阵 4 可 道 当 上 且 仅 当 其 行列 式 非 零 
s.10 初等 行 变换 ,高 斯 消去 法 
本 节 在 初等 行 变换 的 基础 上 讨论 高 斯 消去 法 ， 
初等 行 变换 
我 们 将 矩阵 A= dy 的 行 依 次 记 为 Ri RN 及 在 行 RK, 中 ,第 一 个 非 零 元 素 称 为 该 行 
的 首位 非 零 元 . 元 素 全 部 为 零 的 行 称 为 零 行 ,于 是 零 行 没有 首位 非 零 元 . 
关于 完 阵 A 的 下 列 运算 称 为 初等 行 变 接 ， 
El 变换 两 行 R, 与 R, 的 位 置 . 记 作 “ 变 搞 RR, 与 R,”. 
Es |] 以 非 零 数 乘 以 R, 行 的 每 个 元 素 , 记 作 “以 上 冬 R.”. 
[Es] 将 开行 的 倍数 加 到 尺 , 行 上 , 换 色 话说 ,就 是 以 &R, 十 R, 替换 民 ,, 记 作 “R; 加 上 
天 民 ，”， 
为 避免 步 又 零散 ,我 们 可 以 将 [了 ] 与 LE; ] 人 台 并 为 一 步 , 即 作 下 列 变 换 : 
[E] 将 RR; 行 的 倍数 加 到 RR; 行 的 非 零 倍 上 , 换 句 活 说 , 即 以 &R, 十 开展, 替换 Rij, 其 中 
太 天 0. 
注意 ,对 于 行 变换 5E: ] 和 fiE] ,实际 上 只 有 民 产 生 了 变化 ， 
记号 姑 阵 A 与 B 称 为 行 等 价 的 , 记 作 4~-B, 如 果 扼 阵 日 可 以 出 年 阵 4 通过 初等 行 变 
换 得 到 ， 


阶梯 经 阵 


矩阵 入 称 为 阶梯 趣 阵 或 称 为 具有 阶梯 形 ,如 有 果 A 满足 下 列 两 个 条 件 ; 
(i) 所 有 的 零 行 (如 暴 存 在 ;都 排 于 矩阵 的 底部 ， 
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《i 每 个 非 鹤 元 都 排 于 该 行 首 位 非 零 元 的 右边 . 
矩阵 称 为 具有 行 标 准 形 , 如 果 还 满足 下 列 性 质 : 
《iiiy 每 个 首位 非 零 元 均 为 1， 
(iv) 每 个 首位 非 零 元 为 其 所 在 列 的 惟一 非 零 元 ， 
零 短 和 阵 0 为 行 标准 形 的 一 个 特例 . n 阶 单位 阵 忆 是 行 标准 形 的 另 一 个 特例 . 
方 阵 4 称 为 三 角 阵 ,如 果 其 主 对 角 线 元 素 au ,az2，…,am 管 为 首位 非 零 元 . 于 是 三 骨 方 阵 
为 阶梯 矩阵 的 特例 . 单位 阵 为 是 是 三 角 阵 又 是 行 标准 形 的 惟一 特例 ， 
例 5.11 下 列 短 阵 为 阶梯 抑 阵 ,其 中 带 图 的 元 素 为 首位 非 零 元 . 
(在 阶梯 撼 阵 中 , 姓 于 首位 非 零 元 之 前 和 之 下 的 零 元 素 形成 阶梯 状 ,我 们 用 阴影 
表示 . ?下 述 第 三 个 矩阵 为 行 标准 形 . 第 二 个 和 矩阵 不是 行 标 准 形 ,因为 第 三 列 包 会 了 
首位 非 零 元 之 外 的 非 零 元 . 第 一 个 知 阵 不 是 行 标准 形 , 因 为 有 的 首位 非 零 元 不 是 1. 
最 后 一 个 第 阵 为 三 角 阵 . 


人 3 2 0 5 6 
和 _ DD 2 3 0 D3 0 0 4 DH 4 7 
938 
bo Go og 0 0 0 0 ronn > 0 0 加 
和 纸 库 格式 的 痪 斯 消去 法 


设 和 为 任意 矩阵 , 下 面 给 出 两 个 算法 . 第 一 个 算法 将 逢 阵 变 为 阶梯 矩阵 (只 使 用 行 初等 变 
换 ) ,第 二 个 算法 将 年 阵 变 为 行 标准 形 . 这 两 个 算法 合 称 高 斯 消去 法 ， 


算法 5.10A (向 前 消 元 】 输入 任 意 短 阵 A=[a, ] 

第 一 步 ” 求 出 第 一 个 具有 非 零 元 的 列 . 若 这 样 的 列 不 存在 , 则 退出 . (此 时 为 零 矩阵 ). 
否则 , 设 六 表示 该 列 的 列 叶 ， 

(a) 整理 矩阵 ,使 得 ay 天 0. 即 , 若 有 必要 , 则 交换 行 的 次 序 ,使 得 非 淮 元 出 现 于 闻 i 列 
的 第 一 行 . 

《by 以 an 为 主 元 ,将 au 以 下 的 元 素 变 为 零 , 即 , 对 于 z>1， 

{1) 营 m 二 一 ay /ay. 

(2) 将 mRi 加 到 RR; 上. 

[好 以 一 Gay, /av Ri 十 R, 替换 Ri. ] 

第 二 步 ” 对 于 除 第 一 行 外 的 子 矩 阵 ,重复 第 一 步 .这 里 , 设 产 表示 在 子 惩 阵 中 具有 非 
零 元 的 第 一 个 列 , 因此 ,在 第 二 步 结束 时 ,有 cx。 天 0. 
| 第 三 步 到 第 r 十 1 步 ”继续 执行 上 述 步 又 ,直到 所 得 子 和 矩阵 没有 非 零 元 ， 


我 们 指出 ,在 算法 结束 时 , 主 元 (首位 非 零 元 ) 将 为 
具 中 表示 阶梯 矩阵 中 非 零 行 数 。 
注 1 在 14b) 步 中 ,数字 


，， au 将 要 消去 的 系数 
a 主 元 
称 为 乘 数 . 
注 2 我 们 可 以 将 1(b) 步 改 为 
“将 一 ai RI 加 到 Kl K: 上 ” 
以 避免 分 数 的 出 现 ,使 得 元 素 的 原 有 整数 形式 得 以 保持 . 


.94 - 离散 数 学 


算法 5. 10B (向 后 消 元 ) 输入 后 阵 A=[La, ] 为 具有 主 元 ;yas ,ra 的 阶梯 阵 , 
第 一 步 Ca? 以 1a 乘 以 最 后 一 个 非 零 行 R, ,使 得 谈 主 元 为 1. 

Cb) 从 a 二 1 出 发 将 该 主 元 以 上 元 素 变 为 零 . 即 , 对 于 i=7 一 1,7 一 2,*…',1; 

《1) 置 区 二 一 ay. 

《2) 将 mR; 加 到 有 R&R, 上. 

换 音 之 , 即 利用 初等 行 变换 “将 一 av 只, 加 到 只 上 ”. 

上 以 一 ax 玉 , 十 及 替 模 RR,. ] 

第 二 步 到 第 r 一 1 步 对 于 RR,_1，R,:，"…， ki ,重复 第 一 步 . 

第 r 步 以 17ayj 乘 以 Ri. 


例 $.12 求 下 列 矩 阵 的 标准 形 
1 2 —3 1 2 
b 4 一 4 6 ol 
36 一 6 9 13 


首先 利用 算法 5 10A 将 矩阵 A 化 为 阶梯 年 阵 . 特别 地 ,以 aa 一 1 作为 主 元 ,将 an 以 
下 的 元 素 化 为 零 . 即 利用 初等 行 变换 “将 一 2R 加 到 R 上 ”和 “将 一 3R 加 到 R， 


上 ”. 然后 ,以 一 2 作为 主 元 将 um 以 下 的 元 素 化 为 零 . 即 作 行 变换 “将 一 了 Rs 加 到 


Rs 上 ”, 得 到 
12—312 [2—31 2 
A~|0 0 :| 2 4 6 
00 367 Hb0 00 一 2 
所 给 矩阵 已 经 化 为 阶梯 矩阵 . 


现在 利用 算法 5. 10B 进一步 将 A 化 为 行 标准 形 , 特别 地 ,以 一 垃 科 以 R; ,得 到 主 元 


aas 二 1, 然后 利用 a3s 二 1 将 其 上 部 元 素 化 为 零 , 即 作 行 变换 “将 一 6Rs 加 到 R。 上 * 和 
“将 一 2R; 加 到 RI 上”, 得 到 


rl 2 一 3 1 2| 1 2 —3 1 0 
~ 0 2 4 6 一 0 2 4 0|, 
日 0 了 


日 0 日 0 0 0 1 


以 记 冬 以 Rs 得 主 元 a 二 1, 从 az 二 1 出 发 ,将 其 上 部 元 素 化 为 零 . 即 作 行 变换 “将 
3Rs 加 到 玉 上 ”. 得 


最 后 一 个 矩阵 即 为 4 的 行 标 准 形 . 
算法 5. 10A 与 5. 10B 表明 , 任 一 个 矩阵 必定 行 等 价 于 至 少 一 个 行 标准 形 矩 阵 . 实际 上 ,在 
线性 代数 中 ,我 们 可 以 证 明 ,这 样 的 行 标准 形 抑 阵 是 惟一 存在 的 . 即 有 下 面 的 定理 . 
定理 $.6 任意 怎 阵 上 各行 等 价 于 惟一 一 个 行 标 准 形 撼 阵 ( 称 为 A 的 行 标准 形 )， 


线性 方程 组 的 拖 阵 解法 
考 菩 线性 方程 华 3S ,或 等 价 地 ,考虑 以 MM 二 [和 AA,B] 为 增 广 算 阵 的 矩阵 方程 AX== B. 我 们 可 
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以 对 和 矩阵 M 利用 上 述 高 斯 消去 法 来 解 出 这 个 线性 方程 组 . 

点 步 5 化 简 ) 将 增 广 托 阵 导 化 为 阶梯 矩阵 . 如 果 有 一 行 具有 形式 (0,0，……0, 六 .550 出 
停止 . 该 方程 组 无 解 . 

孔 步 { 回 代 ) 进一步 将 增 广 年 阵 M 化 为 其 行 标准 形 . 

可 以 从 M 的 标准 形 立即 得 到 方程 组 的 惟一 解 ,或 者 当 解 不 惟一 时 ,得 到 解 的 自由 变量 表 
达 式 . 

下 和 例 将 上 述 算法 应 用 于 具有 惟一 解 的 方程 组 $. 线性 方程 组 无 解 或 有 无 穷 多 解 的 情况 分 
别 见 问题 5. 32 和 5. 31. 
例 5.13 解 线 性 方程 组 


了 工 十 23 一 < 一 3， 
27 十 yy 一 一 一 4， 
37 一 23 一 之 一 了 
将 增 广 和 矩阵 好 化 为 阶梯 扼 阵 进而 化 为 行 标准 形 . 
1 2 1 3 1 2 1 3 1 
M=|2 5 —1 ~—4|~ i0 1 一 3 一 10| 一 10 
3 一 2 一 5 0 一 8 一 和 一 4 0 0 一 238 一 84 
1 2 1 3 1 2 0 0 1 0 0 2 
~|0 1 一 3 10l~|9 1 0 -| 1 0 一 二 |. 
口 入 ] 3 0 0 1 3 0 0 1 3 
于 是 ,方程 组 的 惟一 解 为 x 一 2, y= 一 1l,x 二 3, 或 等 价 地 , 写 为 向 量 形式 一 
《2, 一 1,3), 注意 到 ,由 M 的 阶梯 矩阵 为 二 角 阵 已 经 可 以 看 出 方程 组 具有 惟一 解 ， 
如 汉 于 矩阵 的 六 阵 


考虑 一 个 任意 的 3x3 和 矩阵 有 A=Lasj. 则 或 4 一 一 [za 的 问题 即 为 求解 3 个 3X3 线性 方 
程 组 的 问题 , 这 三 个 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 分 别 如 下 ，; 


cd ds ds 1 an da Am 0 ul ds ec 0 
dz dm Ga 0|, ao Gy dz 工 |， 好 2 3 "| 。 
Gil Ha G33 站 Ql da 83 0 as es ea 1 


注意 , 原 矩 阵 4 是 所 有 三 个 线性 方程 组 的 系数 矩阵 ,而 且 , 三 个 方程 组 的 常数 项 列 构成 一 个 单 
位 阵 工 这 三 个 线性 方程 组 可 以 由 下 列 算 法 同时 解 出 ,此 法 适用 于 任何 的 nXn 矩阵 . 


算法 5.10C 求 任意 nxn 此 阵 4 的 道 阵 . 

第 一 步 ” 构造 一 个 ?X2 惩 阵 季 王 [4, 门 , 即 M 的 左边 一 半 为 A 而 右边 一 半 为 单位 
阵 工 

第 二 步 ” 利 用 初等 行 变换 将 时 化 为 阶梯 阵 . 如 果 在 运算 过 程 中 在 MM 的 A 部 分 出 现 零 
行 , 则 停止 (此 时 A 没有 道 阵 ). 否则 ,A 的 部 分 将 变 为 三 角 阵 ， 

第 三 步 ”继续 利用 初等 行 变换 将 M 化 为 行 标准 形 

Mil,B], 

此 时 M 的 左边 A 的 部 分 已 经 变 为 I. 

第 四 步 置 A 一 B. 其 中 B 旭 为 M 的 行 标准 形 中 的 右边 一 半 ， 


"” 96， 腐 豆 数 党 


例 $14 求 道生 阵 


1 0 2 
A 一 二 中 
1 多 


[4 
作 和 矩阵 AM 一 [AI 并 化 上 为 阶梯 上阵， 


rl 0 2 ; 1 0 
M= |2 —1 3 : 0 1 | 
Li 1 8 ; 0 0 1 
rl 0D 2 1 8 人 
一 上 一 ] 一 1 ; 一 2 1 0 
LO 1 0 }; 一 40 1 
rl 0 2 :|: 1 0 0 
~|0 1 1 ; 一 2 1 0|， 
D 0 —1 : —é8 1 1 


在 MM 的 阶梯 阵 中 ,基诺 边 -- 半 为 三 角 阵 ; 央 此 A 可 道 . 进一步 将 1M 化 为 行 标准 形 . 


rT 090 ; ll 2 2 
Mlo 1 0 : 4 0 | 
0 0o01: 6 一 1 一 ! 
rl 00 一 1 2 3 
~l0 10 ; -4 0 1 
oo 1 : 8 一 1 一 1 
最 后 的 扎 阵 去 近 已 化 为 单位 阵 ,因此 右边 即 为 A'. 于 是 
一 11 2 2 
4 一 | 一 4 0 | 
5 一 1 1 


5S.11 布尔 [ 霍 - 么 } 和 矩阵 
二 进 制 数 或 二 进 制 位 为 符号 0 和 1, 考虑 这 些 数 字 的 下 列 运 算 : 


+ [io 1 iD 1 
Q | L O00 0 
i 1 1 110 1 


将 二 进 制 数 看 做 下 辑 值 CC 表示 下，!1 表示 人 了) , 则 上 述 运算 分 别 对 应 于 逻辑 运算 “或 *(Y ) 


以 及 “与 入). 即 
VIF TT A | FR T 
FIF T FIF F 
TIT T TIF T 


(上 述 关 于 0 和 1 的 运算 又 称 为 布尔 运算 ,因为 它们 同样 对 应 于 第 十 五 章 将 要 讨论 的 布尔 
代数 运算 . ) 

相对 于 上 述 的 布尔 运算 , 设 短 阵 A 一 Ca, j] 的 元 案 为 位 元 0 或 1. 则 有 4 称 为 布 东 天 阵 . 两 个 
布尔 矩阵 的 布尔 积 除 遵从 通常 定 阵 乘法 规则 外 ,在 数 的 运算 中 则 采用 布尔 运算 . 例如 , 设 已 知 


-1 1 
一 | 中 


则 
-0 十 0 IT ]- [ro 1 


AB =— 一 ， 
[oo 1+0 LO 1J 


第 五 至 ”向 量 与 矩阵 


可 以 证 明 , 如 果 及 ,B 为 布尔 盾 阵 , 则 布尔 积 AB 为 对 4 和 8B 作 通 常 窍 阵 乘积 之 后 ,将 其 中 任 
何 非 零 数 替换 为 1 即 可 . 


问题 与 解答 
向 量 


5.1 设 #=02, 一 7,1) ,v==C 一 3,0;4) ,tw 二 (0,5, 一 8), 求 
(a) wt vw, 《by 了 十 到 。 《ce] 一 3&。 《d) —?w, 
解 (a) 将 对 应 分 量 相 加 ,得 
下 十 二 (21 一 7 十 全 3.04) 二 (2 一 31 一 ?7 十 O01 二 4) 二 (一 1, 一 ?,5), 
tb) 将 对 应 分 量 相 加 ,得 
vw 一 (一 3,014) 十 C0,5, 一 8 二 (一 3 十 0,0 十 5,4 一 8) 一 (一 3,5, 一 本}, 
(0) 将 x 的 每 个 分 量 蒋 以 一 3, 得 
3u =— 32,—7,1) = (~— 6,21,— 3). 
(gd) 将 双 的 每 个 分 量 反 号 ,或 等 价 地 将 每 个 分 量 乘 以 一 1 ,得 
一 节 一 一 05 一 8) = (0, 一 5,8). 
5.2 说 wo 为 问题 5. 1 中 的 向 景 , 求 : 
《ay 34— 4 
Ch) 2&+ 30— Sw, 
解 ”首先 进行 向 量 的 数 葬 ,然后 作 向 量 的 加 法 . 
(8) Bu — dv = 3(2, ~— 17) ~ 4 3,0.4) = (6, —21,3) 二 (12.0, 一 16) = (18,— 21; — 13), 
《by Bu 3u—6rw = 22,—1,7)4 (3,0.4) 505,—8) = (4 一 14,2) 十 (一 9,0,12) 十 (0, 一 25， 
40) 一 (一 5, 一 39,54). 
5.3 设 #ow 为 问题 5. 1 中 的 向 量 , 求 : 
C8) MD, Ch te* rw CCY ww 
解 是 (ay wr pop 一 2( 一 3 一 ?7(0) 十 1(4)== 一 6 十 0 十 4 一 一 2. 
(bh) a mu 一 2(0) 一 715) 十 1 一 8 一 0 一 35 一 8 一 一 43， 
{0) wr 凤 一 一 350) 十 0(5) 十 4 一 2 一 0 十 0 一 32 一 一 32. 
5.4 求 上 ual. 其 中 (a) x 二 (3, 一 12, 一 4); (b) wx 一 (2 一 3,8. 一 7). 
解 旺 (ay |‖ ze 几 : 一 03? 十 (一 12)2 十 (一 4 一 9 十 ]44 十 1]6 一 159， ju 上 | 一 163 一 13， 


Cb》 中 有 一生 十 9 二 B44 十 45 一 126; 上 | 一 26 一 3 4， 
5.5 设 x0,1) 十 y(2, 一 1 二 (1,4), 求 工 ,y. 
解 上 只 ”将 zy 分 头 乘 以 向 量 后 相 加 ,得 
zf iD 十 光 2 一 1 一 (rr) 十 (2 一 六 一 (十 2 一 旭 一 【14:4). 
因为 两 个 向 量 相 等 仅 当 其 对 应 分 量 相 等 ,由 此 得 到 方程 组 
( 2y= 1. 
了 一 一 
解 这 个 方程 组 得 < 一 3,y 一 一 1. 
5.6 设 


求 (Ca) Su—25 《by 一 22 十 4 一 Se 


+ OH » 


离散 数 学 


-6 1 25 2 27 
解 业 {a) | : | -| | :| 
一 到 : 20 4 一 24 
1 各 的 一 好 
【by 一 28 十 47 一 3 一 | | | | +| 3 | 一 | 串 
8 8 6 22 


矩阵 的 加 法 和 数 乘 


5.7 给 定 


5.8 


5.9 


A=[! 2 下 8 下 一 1 ?| 
4 一 5 6 0 3 一 5 
求 ; (a) A 二 B (b} 34 与 一 4B. 
解 晤  (a) 将 对 应 元 素 分 别 相 加 ,得 

rl 二 1l 2c 1) 一 3 十 2 2 1 —1 

| — 

ATB E40 一 5 十 3 gre sy | 一 2 | 

cb) 以 给 定 的 数 乘 以 矩阵 的 每 -一 个 元 素 ,得 


a= [0 3C2) 0] 6 9 
L344 375) 3 4 LI2 一 15 18J 


=-[ 二 [1》 4 一 1]) 4t2) ]- | 44 | 
0 C43) 一 4 一 5 Lo 12 20 


1 一 2 3 3 0 2 
A=| | B=| | 
4 5 一 6 一 了 1 8 
求 :24 一 3 


解 是 ”首先 作 数 乘 矩阵 ,然后 作 抢 阵 的 加 法 ， 


2 -4 6] r-9 0 -6 r-7 -4 0 
24 38 一 ul -| | 
8 10 一 了 2 21 一 3 —2%4 29 7 一 36 


{注意 我 们 将 日 滋 以 一 3 然后 相 部 ,而 不 是 乘 以 3 然后 相 减 . 这 通常 可 以 避免 产生 错误 . ) 


已 知 
5 rl 3 
求 了 ,ye 


解 i 首先 将 两 边 写 为 一 个 矩阵 ， 
[ |-| 十 和 “| 


已 知 


3z 3 之 十 :一 1] 21 十 3 
由 两 边 对 应 元 素 相 等 ,得 到 下 列 线性 方程 组 
3 工 二 丈 十 生 ， 27 一 二 
33 一 工 十 y 十 日。 即 2y 二 68 十 工 ， 
3z 一 十 i: 一 1]， 2z 一 1 一 1， 
3 一 2 十 3， ft 一 3， 


得 到 方程 组 的 解 为 了 一 2.y 一 4z 一 1 一 3， 


S. 10 证 明定 理 5. 1(v) : k(A 二 +B})=kA 二 kB. 


证 (二 设 六 =[a,j]. 8B 二 [5&j]. 则 妥 十 B 的 问 位 置 上 的 元 素 为 a 十 .因此 las 十) 为 有 RCA 十 B) 
的 7 位 置 上 的 元 素 . 另 一 方面 ,kA 与 BB 的 六 位 置 上 的 元 素 分 别 汶 kag 与 司 ,, 于 是 ay 十 如 为 下 44 十 
kB 的 二 和 位 置 上 的 元 素 , 但 是 ,Ca 十 5b, ) 一 ka 十 k6,. 于 是 站 (下 十 B) 与 上 十 kRB 的 对 应 位 置 元 素 相 等 . 
从 而 CA 十 BY 一 上 A&B. 


第 五 章 ”向 量 与 什 阵 


* OU *， 


抢 阵 的 乘法 


5S, 11 


S. 12 


S, 13 


5S, 14 


6 
计算 (a) | 中 《b) [2 ,一 1,7 ,4 本 


解 九 ”将 对 应 元 素 相 乘 然后 相 加 . 
6 
(a) | 1 -wet 4 一 18 一 2 一 加 一 一 4 


5 


一 名 


9 
设 (rXs) 表 示 一 个 rxXs 矩阵 . 判定 下 列 和 矩阵 乘法 是 否 有 定义 ,者 是 ,请 指出 乘积 矩阵 的 
型 . 


(a) (2X 3) 3X4). 《bl C4X1)(1 Xx2). (Cc) Cl X2)03X1), 
td) (5X2)(2X3). Cey (4 X43X3). (D) (2X2)(2Xd). 
解 HF ”如果 内 项 两 个 数字 相等 , 则 乘积 有 定义 ,外 项 的 两 个 数字 即 为 我 积 阜 阵 的 型. 
(Ca) 2X4. (by 4X2. (c) 无 定义 ， 

Cd) 5X3. (ey 无 定义 . {fy 2x4. 

设 


1 3 = 
ge 
2 一 1] 3 一 2 6 


求 :a) AB (by BA. 
毅 卫 (ka 因为 4 为 2X2 失 阵 ,而 也 为 2X3 是 阵 ;所 以 知 积 AB 有 定义 且 为 一 个 2Xx3 算 阵 . 为 求 


得 AB 的 第 一 行 ,以 4 前 第 一 行 [1,3- 依 次 柔 以 的 列 [。],| _。].| “|. 得 到 


Fas | | 要 Bo Ra | 1) +3) 10+3CD 1(-4)+3(0) 
2 3 和 6 -| | 


2 二 ] 


站 0—56 wo hal —6 | 


为 求 出 AB 的 第 二 行 ,以 4 的 第 二 行 [2, 一 菇 依次 箭 以 号 的 各 列 , 得 到 


1 3 |[ 浇 写 沪 [1 一 6 14 
SR|| 沪 后 2 三 和 | 14-3 0+2 二 


于 是 
nl 


《b) 注意 到 曙 为 2X3 和 矩阵 ,而 和 为 2X2 短 阵 , 内 项 两 个 数字 3 与 2 不 等 , 故 磁 积 BA 无 定义 ， 
计算 : 


ol 
| 


"100 。 离散 数 学 


ol 9 
Leli_s sl 


了 
cd) [rs,2 


1 
)》 | 2,1 | | 
Ce) [2,1] _6 
解 二 ia) 第 一 于 阵 为 2X2, 第 二 矩阵 为 2X2, 因 此 履 积 有 定义 且 为 2X2 此 阵 . 
1 614F4 0 4 十 12 0 十 124 fF 16 一 6 
|; 了 ， [yn os)-[ -| 
(by 第 一 矩阵 为 2x2 而 第 二 短 阵 为 2X1 和 欠 阵 ,因此 车 积 有 定义 且 为 2x1 和 矩阵， 
FF 1] 8 2 fr 2 一 4] [一 各 
[一 3 = = 人 


Lc) 第 一 矩阵 为 2x1 矩阵 , 币 第 二 矩阵 为 2 尖 2 扎 阵 . 两 个 内 项 1 与 2 不 等 , 习 积 无 定义 . 
qd) 第 一 矩阵 为 2?X1 矩阵 ,而 第 二 矩阵 为 1x2 矩阵 , 故 乘 积 有 定义 上 且 为 2 交 2 矩阵 ， 


1 -1(3) 1(2? 3 2 
[Ba lss ow -Lis 12l 
6 6(3) 62)」 Lig 12 


《el 第 一 矩阵 为 1x2 矩阵 ,而 第 二 矩阵 为 2X1 和 矩阵 ,因此 乘积 有 定义 且 为 1x1 矩阵 , 即 为 一 个 数 . 


Fr 1 
[2.1JT |= 2 1( 一 6 一 2 十 6 一 上 


s. 15 ”证 明定 再 5.26)， (AB)C 一 A(BC)., 
十” 设 A 一 [a,j],8 一 [D5wj], 人 一 [cw] 再 设 AB--S=[sx];BC=T=[# 1 则 


SR 一 tub 十 ia ba — Amb 一 > ,avbm， 
z 一 | 
二 cn 二 及 ce 十 十 外 scwm 一 Do barn. 
i 
现在 将 S 与 C 相生 , 即 将 548B) 与 CC 相 飞 .矩阵 4B)C 的 第 i 行 ,第 j 列 的 元 窒 为 


n nm 
S11 二 sacar 二 十 Surw 一 > SC 一 > > (asBu dry. 
El 


kT yl 


嚼 一 方面 ,我 们 将 4 与 工 即 BC)? 相 乘 , 则 证 阵 ACtBC) 的 第 i: 行 , 第 j 列 的 元 素 为 


dit mtar 十 十 mt 一 也 art 一 S20, (hacw ), 
了 一 1 是 一 ] 一 1 
上 述 两 个 和 式 相 等 ,定理 得 证 . 


转 置 矩阵 
s. 16 求 下 列 矩阵 的 转 置 矩 阵 . 


解 古 ”将 矩阵 的 行 写 为 对 应 的 列 , 即 再 得 其 转 置 矩阵 ， 


1 六 
A' = = 8|，B7= 
3 一 号 


网 局 
Ul 和 
En 多 
L- 


第 五 章 ”向 县 'j 犯 阵 


» 19l » 


-一 了 


(注意 ,B7 一 昌 ,只 有 这 种 性 质 的 矩阵 称 为 对 称 姓 阵 . 同样 ,我 们 看 到 , 行 向 量 人 的 转 置 为 一 
个 列 向 量 , 而 列 向 量 DD 的 转 演 为 一 个 行 向 量 . ) 


$,17 设 
1 20 
| 
L3 —1 4 
求 : (a) AAT. 《by ATA. 
1 3 引 
解 饰 ”首先 将 4 的 行 写 为 对 应 列 求 得 由: 一 8 一 | 名 后 我 人 而 
a 1 
1 2 3 3 了 arn so ra 1 
_ 万 一 - 十 CO [et 
4 一 | 一 | 一 一 | 
‘a) [7 & | | 四 2..0 ,De] Li se] 
-3 -19 2—3 0 十 地 
1 —2 3 
cb) 4TA |2 wil 一 | -3 14.] 加 
7 8 -8 
0 4 L0 12 0—74 0416. 


Flo —1 1 
L 12 一 圭 1 
5.18 ”证明 定理 5,3CGi)， (AB)7==BiAT. 
证 上 设 A=[aaj,B 一 [所 J. 则 AB 的 问 元 素 为 
An 二 aa, 二 +" 十 号 mm， {1) 
将 (1) 中 每 项 父 换 次 序 , 则 (1 是 CAB)7 的 六 元 率 . 
另 一 方面 .B 的 第 j 列 变 汶 号 7 的 第 行 ,而 和 4 的 第 i 行 变 为 41 的 第 7 列 .由 此 ,B'A' 的 天 元 圳 为 
a 
cs | 
[Lb boy ss bo ， = a | oa ho 


1 
at 一 


对 应 元 素 相等 得 ,(4B) 一 于 4 


-二 
部 


方 阵 
5.19 求 下 列 抢 阵 的 对 角 线 元 嵌 ， 


1 3 日 
(Ca) 和 A= |。 一 5 中 
4 一 2 7 


cb B=-[ 3 ] 
4 5 小 


wel 2 
" 4 5 64 


解 局 fa 对 第 线 元 素 为 矩阵 中 从 左上 和 角 划 右 下 角 的 元 素 构成 . 即 元 素 ax1 ,azs saw. 于 是 A 的 对 衣 
线 元 素 为 ] ,一 5,7. 
(bh) 对 角 线 元 素 为 有 序 蛋 [1 一 2,t 十 51. 
Cc) 只 有 方 阵 才 有 对 和 角 线 元 素 , 而 C 不 是 方 阵 ， 
5.20 设 


*，102 ， 


行列 式 


5. 22 


5S. 23 


^-|, a 


求 ; a) A, (Ch) A:. 
1 27-1 2 1+8 2—61 + 9 —4 
HF A'=AA— : |=| | | 
解 a) |， J 3 L412 8+9 Ls 17 


AAA 9 |= [seo os = | 
4 —3Ji—8 17 36 十 24 一 16--51」 1 60 一 67 


训 (7) 一 2x 一 47 十 5 gz 一 4 十 2z 一 11. 对 于 问题 5. 20 中 的 矩阵 上, 求 ， 
《ay f(AY, Cb) 如 (AD)， 
解 a) 为 求 4 首先 在 上 rz) 一 2 一 4zr 十 5 中 ,将 上代 赫 z 并 以 57 代替 常数 项 5 


7 301 rl 2 1 0 
AH-24 -44+5 引 上 上 外 + | 


60 一 67 3 1 
然后 计算 每 个 交 冬 扎 阵 
一 11 60 一 4 一 8 5 0 
RA) 2A 一 44+51= | 120 dt | 上 b | 


最 后 将 矩阵 的 对 应 元 素 相 加 .得 


jeay et to [2 50] 
Li20—1640 一 134 十 12 十 5 L104 —117J 


tb) 为 求 gf(A) ,首先 在 gfz) 一 下 十 27 一 11 中 ,将 4 代替 并 以 117 代替 常数 项 11. 
EtA) 一 上 生 十 24 一 11 


rr 9 一 4 1 2 1 0 
3 
|_g 17 4 一 3 0 1 
| | |。 4 一 1 ]] 
Lg 17 8 | | 0 一 11 


ro 0 
~ Lo "| 

《因为 gf4) 一 0 所 以 矩阵 A 为害 项 式 g 1X) 的 一 个 根 . ) 

与 逆 矩 阵 

求 下 列 和 矩阵 的 行列 式 . 


| | | | 5 ”| 中 | “| 
3 -2 D 6 Ls, 二 a ate 


上 
解 哑 和 用 公 趟 | “| -aa 计算 


4 5 
Ca 加 一 上 由 一 2 一 -5 一 3 剖 十 15 二 了 
一 
Cb) | 二 一 2 一 700) 一 一 12 十 0 一 一 12. 
oa 6 
~ |e 
Ce [= Pata a 一 2 
在 所 十 站 
Cd) Ab a [Dat ee 
各 站 十 所 
求 下 列 短 阵 的 行列 式 . 
rl 2 3 [一 1 一 2 2 一 3 4 
Ca 1j4 一 2 3|. 《by 10 2 | o| 1 2 —3|, 
[站 5 一 | [5 之 1 一 1 —2 5 


(提示 :利用 5. 9 的 对 角 线 法 则 ). 


5.24 


第 五 章 向量 与 搜 跨 


* 103 。 


4 一 人 3 
0 5 一 1 


=2+0+60—0—15-+8 二 55. 


(b |0 2 一 3| =8 十 15 十 0 十 2 十 24 十 0 一 67， 
5 2 1 
2 —3 4 
(| 1 2 一 3 
1 -2 5 
如 果 存 在 , 求 下 列 矩 阵 的 道 矩 阵 ， 


5 3 2 一 -3 一 2 6 
oa wel 
(Ca) 4 2 《by》 ] 3 oC 3 9 


解 ”因为 所 给 均 为 2X2 矩阵 ,所 以 可 以 利用 5.9 导出 的 公式 . 
ta) 首先 求 得 |A| 一 523 一 3(4) 二 10 一 12 一 一 2, 然后 . 赣 转 对 角 线 元 素 的 次 序 , 将 非 对 角 线 元 素 取 其 
相反 数 , 并 乘 以 1714 和 得 


二 20 一 9 一 8 十 8 一 12 十 15 二 14. 


(b) 首先 求 得 |B1 一 243) 一 (一 (1) 一 6 十 3 二 9. 然后 , 道 转 对 角 线 元 素 的 次 序 , 将 非 对 前 线 元 素 取 其 


相反 数 , 并 恢 以 171B1 ,得 
1 1 
， 1r3a3] 3 3 
8 一 二， 上- 医 引 
9 


9 
(ce) 首先 求 出 |C|= 二 一 2 一 殷 一 (3) 二 18 一 18==0, 因为 j| 一 0, 所 以 道 矩 阵 不 存在 . 


5.25 已 知 
ni 一 2 2 
让 二 12 一 3 1 
_1 1 7 
求 4 的 闭 定 阵 . 
解 鹃 ”构造 矩阵 M=[4, 门 , 施 以 初等 行 变 换 , 求 出 阶梯 矩阵 . 
2 oh 。 | 
AT 一 |2 一 36 |) 0 1 0I~|o 12 :; 2 1 0 
1 17 1: oo01 3 5 -io 
rm 2 2 | 1 0 
|0 1 2 |} 一 人 1 | 
10 0 一 1 : 5 —3 1 
在 计 的 阶梯 矩阵 中 ,对 应 于 和 的 左近 一 半 为 三 角 阵 ,所 以 4 存在. 进一步 将 时 作为 行 标准 形 ,得 
—2 0 | ll 一 各 Nn oo | 27 一 16 6 
“| 1 oa | 8 一 5 so | 8 一 5 | 
0 1 1 一 5 3 一 订 LL 5 1 |} 一 5 3 一 工 
最 后 的 插 唾 为 [TAI , 即 右边 一 半 为 4. 于 是 
27 一 16 
Al= 8 一 5 2 | . 
Ls 3 —1 
5.26 已 知 


号 “一 
B=|1 5 1 
3 13 一 


离散 数学 


求 电 的 道 阵 ， 
解 EE ”由 抵 阵 M 一 [BE, 门 出 发 ,利用 初等 行 变换 化 为 阶梯 矩阵 . 
mm 34 i; 1109 na 一 4 1 0 mm 
or 3 1 
Hi3 -6100 bd 8 和 一 30 二 
[1 3-4 1 900 
~02 3 1: -1 19|. 
B30 0 1} -1 —2?1 


在 导 的 阶梯 后 阵 中 ,左边 一 半 具 有 零 行 , 即 8 不 能 化 为 三 角 阵 . 因此 B 没有 道 矩阵 ， 
$.27 设 A 为 可 着 阵 , 且 B 为 其 道 和 矩阵 . 挽 言 之 ,AB==BA 一 1 证明 逆 徐 阵 下 是 惟一 存在 的 . 

证 思 设 吾 ,下 为 4 的 任意 两 个 道 拭 阵 . 即 

AB; 一品 4 一 工 AB, = BsA=LIL. 

则 B=BI=B (AB) = (BA}B, ~=1B,=:B,. 
5.28 设 AA,B 为 同 阶 可 道 阵 . 证 明 AB 可 道 ,和 CAB) "1 一 BIA 1. 

证 wz ”我 们 有 

CABICBTA TY = ACBBTNA!T = AAT 一 44- 一 本 


而 是 
(是 114)(4B7 = BICA"AYB = BIIB= BB=1. 
所 以 ,B "A 为 AB 的 道 奸 阵 , 即 AB) !==B 14 


阶梯 矩阵 ,初等 行 变换 ,高 斯 消去 法 
5.2 交换 下 列 邱 阵 的 行 的 次 序 , 以 获得 阶梯 矩阵 . 


I 1 一 3 4 0 0 0 0 
Ca} |4 2 5 | by EL 2 3 4 | 
Dn 0 5 —4 了 


0 

I0 0 了 一 2 8 
2 
3 


2 
《cy | | 
ID0 0 0 0 0 
解 5 (a) 交换 第 一 ,第 二 行 的 位 置 . 
《b) 将 堆 行 换 到 最 后 一 行 . 
《c) 不 需要 作 任 何 变换 , 抢 阵 已 为 阶梯 矩阵 . 
s.30 对 下 列 矩 阵 进行 初等 行 变换 ,使 之 变 为 阶 樟 逢 阵 . 


1 2 一 3 0 
4 4 中 
6 一 4 3 


解 显 以 am 为 主 元 ,将 aa 下 面 的 元 素 化 为 零 . 即 利 用 行 变换 “将 一 2R! 加 到 Rs 上 ”以 及 “将 一 3R， 
加 到 只, 十 ”得 到 


ri 2 一 3 人 
0 4 2 
0 0 5 3 
以 azs 一 4 作为 主 元 .将 gr 下面 的 元 察 化 为 零 . 即 利用 初等 行 变 换 “ 将 一 5R: 加 到 4R; 上 ”, 得 到 
1 2 一 3 0 
00 4 2|. 
Do 0 


最 后 的 矩阵 艺 为 阶梯 算 阵 ， 
5.31 下 列 阶 梯 和 矩阵 中 ,何者 为 行 标准 形 ? 


第 五 章 ”商量 与 算 阵 * 105 ， 


5.33 


1 2 一 30 1 fl7 一 5 0 105 0 2 
区 5 2 一 4|， bo 0 1， 和 
00 07 3 p00 00 Dro 1 7 
解 中 ”第 一 个 矩阵 不 是 行 标准 形 , 因 为 有 两 个 首 非 零 元 分 别 为 5 和 ?7 而 不 是 1, 而 且 , 在 首 非 零 元 5 

和 了? 的 上 面 还 有 非 零 元 , 第 二 和 第 三 个 矩阵 都 是 行 标准 形 . 
将 下 列 和 矩阵 化 为 行 标准 形 . 
1 -2 3 12 
4 1 4 一 1 :| 
2 59 -2 8 
解 ”首先 ,通过 “将 一 民 加 到 Re 上",“ 净 一 2R! 加 到 民 上 ”以 及 “将 一 3Rs 加 到 R 上 ”这 一 系列 
行 初等 变换 将 4 化 为 阶梯 矩阵 . 


1 一 2 3 1 | 一 3 1 
‘| 3 1 一 2 li |0 3 1 一 2 1|. 
9 3 一 和 4 0 oO 2 1 


现在 ;利用 回 代 过 程 将 上 述 阶 梯 短 阵 化 为 A 的 行 标准 形 , 首先 将 Rs 乘 以 二 以 获得 主 元 aa 一 1, 再 通 
过 “将 2R; 加 到 Re 上 *,“ 将 一 Rs 加 到 六 上". 得 到 


1 2 34 1 25 1 -230 礼 
4 3 一 310 2 
1 

0 00 1535 0 001 方 


将 民 。 乘 以 寺 得 到 主 元 as 一 1, 并 利用 行 变 换 “ 将 2K; 加 到 及 上 "得 到 


3 11 17 

1 -2 3 0 了 10 二 0 澡 

1 2 1 2 
4~|0 工本 0 本 |~|01 本 6 村 | 
1 1 

0 0001 本 loop 1 


因为 au 一 1, 所 以 最 后 的 矩阵 为 A 的 行 标准 形 . 
利用 增 广 握 阵 M 解 下 列 线 性 方程 组 ， 
工 十 3y 一 2zx 十 1! 二 3， 
人 52 一 3 一 了。 


解 晤 ”将 增 广 矩 阵 M 化 为 阶梯 皂 阵 ,进而 化 为 行 标准 形 , 


1 3 ”13 1 3 -2 13 1 30 -95 
m=|, 6 —5 一 3 小 | 0 1 —5 -| 0 1 一 5 下 
对 应 于 行 标准 形 ,重新 写 出 线性 方程 组 如 下 : 
十 3y" 9 二 5， 
i 
在 两 个 方程 中 首先 出 现 的 未 知 数 z,z 称 为 基本 变量 ,其 余 未 知 数 y 和 :+ 称 为 站 由 变量 .将 自由 变量 移 
到 各 方程 的 右 过 ,得 到 解 的 自由 变量 表达 式 
TT 二 5 一 3y 十 站 ， 
人 
我 们 可 以 令 自由 变量 y 和 + 分 别 取 参数 值 如 yy 二 a,t 二 5 以 获得 方程 组 的 解 的 参数 形式 . 即 
z=5—38|%, yr- ag, w=1|+3W 1=6. 
或 表示 为 向 量 形 式 


。 106 ，。 离散 数学 


= 34 9b,2,1 +t,D). 
我 们 可 以 给 参数 任意 赋值 ,并 从 中 解 出 基本 变量 而 得 到 方程 组 的 一 个 特定 参数 解 . 例如 , 令 y 二 2,t 一 
3, 得 工 二 28,z 二 16. 于 是 


T=26, y=2, z=16, t=—=3 
或 
= 2,2,16.3) 
为 方程 组 的 一 个 特定 参数 解 . 
5.34 利用 增 广 抹 阵 M 解 下 列 线性 方程 组 . 
了 十 3 一 2z 十 4 一 训 ， 
[tt 4， 
3 十 33 一 4 一 2 一 了 3 


解 号 。” 先 将 增 广 矩 阵 M 北 为 阶 增 矩 际 ,再 化 为 行 标准 形 . 


11 -2 45 FL -2 4 5 
w=-j 2 2- 14~l00 1.7 -6~[ 0 2 | 
3 3 -4 -2 3| -6 2 4 人 ~- 


《因为 第 二 个 矩阵 的 第 三 行 与 第 二 行 咸 比例 ,从 而 将 产生 零 行 ,所 以 我 们 将 该 矩 阵 中 的 第 三 行 删 去 . ) 
对 应 于 邮 的 行 标准 形 , 重 新 写 出 线性 方程 组 ,然后 将 自由 变量 移 到 石 边 ,获得 解 的 自由 变量 表达 式 
人 一 一 7， 
民 一 天 一 一 
从 此 ,有 
=—7— 3 10, 
名 一 一 站 十 证 
其 中 ,zz 次 基本 变量 ,而 yt 为 自 由 变量 . 
5,35 利用 增 广 矩 阵 MM 解 下 列 线 性 方程 组 
XxX—2y+4z 一 了 
人 -yr 一 3， 
3 一 4 十 6x 一 


解 轨 。” 先 将 增 广 矩 阵 M 化 为 阶梯 矩阵 . 


一 2 4 2 -2 4 i ~2 4 2 
“ls 1 一 3 -小 | 1 一 3 二 
一 4 6 7 2 -6 1 0 0 
在 阶梯 矩阵 中 ,第 三 行 对 应 于 退化 方程 


中 十 0 十 0 一 了 3 
于 是 原 方程 组 无 解 . (注意 ,从 阶梯 甜 阵 可 以 看 出 原 方程 组 是 否 有 解 . } 


杂 题 


5.36 设 
1 .00 
-| 0 1|， B= 
1 1 0 
为 布尔 和 矩阵. 求 布尔 积 AB,BA 和 AA?， 


解 和 先 按 通 常 方法 求 短 阵 的 积 ,然后 将 其 中 非 零 元 全 部 替换 为 1. 于 是 


1 1 1 1 0 立 
lt 1 中 BA= 11 0 | 4 生 一 |1 1 | 
1 1 1 9 1 0 1 


s.37 证 


第 五 章 “向量 与 矩阵 


a-[ 引 


L4 一 3 


(a) 求 非 零 列 向 量 “=| | .使 得 Au=34 
tb) 表示 出 所 有 满足 条 件 的 向 量 ， 
解 嘟 (a) 首先 写 出 矩阵 方程 ,然后 将 两 边 写 为 单个 矩阵 《 烈 向量). 
1 3 了 Fr 下 
4 一 | J j= 引 ] 
卫 十 3y 3 
则 [= [ 
由 两 边 对 应 元 素 相 等 可 得 线性 方程 组 ,将 此 方程 组 化 为 阶梯 式 . 
人 2 一 3 一 曲 | 2T7— 3Yy 一 
(2 —6y=0 | 
方程 组 化 为 基于 两 个 未 知 数 的 一 个 ( 非 退 化 ) 方 程 .因此 有 羌 窃 多 解 . 为 得 到 方程 组 的 非 零 解 ,可 令 
y 二 2, 则 有 z=3. 于 是 ax 一 [3,2?] 为 一 个 满足 茶 件 的 向 量 ， 


tb) 为 获得 方程 组 的 一 般 解 , 可 令 y 一 <, 其 中 a 为 一 个 参数 . 对 应 于 > 一 a 由 方程 2r 一 3y==0 得 到 = 
3a/2, 于 是 ,w 一 [3a/23,a]” 表示 所 有 满足 条 件 的 向 量 . 


0 
, 或 2r 一 33 一 


4x—3y= 3y 


补充 题 
向 量 


5, 冤 设 2a 一 口 :一 2 430 一 [351 一 《2 一 3). 求 ， 
《ay 3u 一 2u Cb} da—v— Svw. (Cc) Sut ?vw— 2 

5.39 对 于 5,38 中 的 已 知 向 量 , 求 ， 
(a) We Us WU Chby Hall, wf 站 |. 

SS. 和 设 #= 二 这 ,一 1 0, 一),0 二 {一 1 一 1,3) 1 一 (113, 一 2,2), 求 : 
《ay Zu 3 《by 5 一 39 一 dt 《e) 一 4 十 2z 一 2re 


(Cd 得 。 WU ce) Ful ,vl ,rl. 
5,41 设 
1 2 3 
-| :| 二 :| | 
一 下 5 6 
求 ; (a Bu— 3v0; 《by Zu du—érw, 
Co} He Vs yO Wh, 《dy af, lvl ,| wl. 
5. 42 对 于 下 列 已 知 条 件 ,分 别 求 出 zx,y， 
(a) 了 (2.5) 十 3(4 3) =(8,33). 《by 1 47 十 22 一 5 一 (7:2)， 
#$.43 已 知 


求 二 ,yyx， 


1 四 9 
是 国 
一 1 3 16 
矩阵 的 运算 


在 问题 5. 44 到 5. 48 中 , 设 已 知 下 列 抱 阵 


1 2 5 0 1 一 3 4 号 7 一 1 
a 
3 一 站 —6 了 2 6 一 5 4 全 多 


5, 科 求 ; (a) 54 一 28B (Pb) C+D te) 2C 一 3D. 


» 107 ， 


，108 ， 离散 数学 


45 求 ; (a) AB (b) BA. 

6 求 ; (2) AC (bl) AD (ec) BC (Cd) BD. 
求 : ta 4T CO fe OC C0) OCT, 
48 求 ; (a) A 一 A4A tb B=BB (to) C=CC. 
在 问题 5. 49 至 5. 52 中 , 设 已 知 答 阵 


1 一 ] 2 * 4 0 3 

A=[。 ,4 3-| I 
no 3 4 —1 一 2 3 

: tay AB (by ATC (le) 3A—4B. 

:ay AB (Ch) AC (ey AD, 

1: tay BC (th) BD (ce) CD, 

:ta A hy ATB (ey ITC 


mn mn 
J 
bs] 


于 
2 8 
注入 各 入 


Cn 
Cn 
9] 
党 


1 2 
A= | “| 求 一 个 2xX2 的 非 零 短 阵 B, 使 得 AB=0. 


5S.54 求 下 列 矩 阵 的 对 角 线 元 素 . 


2 一 7 名 1 2 一 中 3 4 
Ca) | 一 -| | 1 | co | 
2 _7 
4 一 1 一 上 一 | 


5. 55 设 A=[， 下 | 求 ， 


Ca) A 与 4 
(b f(A) ,其 中 f(x) = 一 977 一 5 
(ce) gtA) ,其 中 有 2) 一 好 一 37 十 17， 
4 一 2 

5.56 设 B=| ，_ |. 求 ， 


《a) 下 与 环 ， 
(by fB) ,其 中 F(x) 一 让 十 2X 一 22, 
《ce gtB), 其 中 gt)= 丰 一 35 一 6. 


,6 一 人 _ Fx] 
5.57 设 4=|， 一 2 上] 求 一 个 非 鹤 列 向 量 =| | 使 得 hv 一 好 
行列 式 与 逆 矩 阵 
5.58 计算 下 列 矩 阵 的 行列 式 . 


2 5 6 1 #4 一 5 1 0 一 
Ca) | | (hb) | | (Ce) | | (d) | | Ce) | 
4 1 3 一 2 0 2 性 1 一 


5.59 计算 下 列 上 矩阵 的 行列 式 . 


1 1 —2 一 1 一 2 一 1 
ta) | 局 5 直 ‘by | 2 3 十 o| 6 —3 < 《d) |1 
1 —3 了 6 1 4 1 


5.60 〈 如 果 存 在 ) 求 下 列 矩 阵 的 逆 矩 阵 . 


7 4 2 3 4 一 6 5 
4-[5 下 ac 2 
5 31 4 5 —2 3 6 


5.61 《如 果 存 在 ) 求 下 列 矩 阵 的 道 矩阵 ， 


2 一 4 P 一 1 1 1 2 
|- 一 1 | -| 2 -| c-| 5 
2 了 一 3 1 3 一 1 12 


1 
| 
全 吓人 
| 
所, [nts] 
to by 
局 
引 
| 
斧 一 对 


第 五 章 ”向 基 与 第 阵 。109 ， 


阶 实 矩阵 ,初等 行 变换 和 高 斯 消去 法 


4. 好 ”对 于 下 列 各 题 , 先 将 4 化 为 阶梯 和气 阵 ,再 化 为 行 标准 形 ， 
2 一 1 2 1 Ee 3 一 2 5 1 
oo 4 1 —2 :| thy A=|3 -1 2 0 | 
B 2 —§ 5 
5.63 公用 0 各 1, 列 出 所 有 可 能 的 2X2 的 阶梯 矩阵 . 
5.64 仅 用 0 和 1, 求 所 有 可 能 的 3X3 矩阵 的 行 标准 形 的 个 数 . 
5.65 ”利用 增 广 矩阵 AM, 解 下 列 线性 方程 组 : 
工 十 29 一 4z 一 一 3 了 十 2 一 4z 一 3， 
Ca) [re Ch) [etree 
3z 十 117 一 4 一 12. 3z 十 ]0y 一 6z 一 4. 
5.66 利用 增 广 知 阵 邮 : 解 下 列 线性 方程 组 . 


了 十 2 十 3 一 了 
了 一 yy 十 2 一 二 
I 十 3y 十 2 二 6， 
(a 4 3 一 是 了 一 上 一 7 了， {by _ 
27 十 8y 十 5 一 15。 
2 一 y 十 7 十 业 一 了 . 
37 十 103 十 7x 一 23. 
杂 题 
] 2 
5S. 67 设 A=|， | |. 求 和 


1 1 
5.68 对 于 年 阵 A, B, 如 果 有 AB 一 BA, 则 称 A 与 B 为 可 交换 的 , 求 所 有 与 矩阵 | 。 1 | 可 交换 的 矩阵 
Ty 
[ "| 


1 0 0 0 
5.69 a 0 ae 0 i 
1 0 1 1 

(ay A+B. 《by AB, 《ce BA. (dA, (te) B:. 


补充 题 答案 


5,38 (Ca) (—3,—16;,10). (b) (—5,—16,24). (Cc) (22,23,33)., 

5.39 (a) —3,—12,8. (Cb) w21, v35, viI4. , 

5.40 Ca) (1,1,3,—15). Ch) (3, 一 14,11, 一 32). Cc) (—2,—?7,2,5), {d}) —6,—7,8. (e) vi4, v1IZ= 
2Y3., v1I8=3y2. 

S.A41 (a) C—1,12,—35), (Cb (~—8,22,—24)7,. (ce) —15,—27,34.(d}) v26, v30,7. 

5.42 Ca) X=?,y—=—1, tbh) x=3, y=2. 

$s,.43 工 一 3 3 一 一 ] 一 2 


一 5 10 4 4 3 一 一 27 11 
5s.44 ww | | Cb) | 。 | Ce) | _， | 


27 ~ 34 2 4 36 —37 
一 了 14 5 了 站 
5. 45 -| |， B4 一 | | 
39 —28 15 一 如 
5 9 -6 11 9 17 5 -15 20 
5. 4 AC=|[ |， AD=| | Bc=| | 
5 33 32 _7 53 39 g 60 69 


" 110 。 


5 一 —!1 一 13 
a) | | Cb) 无 定义 . co | ， 


一 3 ] 
1 1 了 ” 


17 0 
一 5 


一 22 4 5] 
11 ” 


8 无 定义 ， Ac=| —3 一 12 18 


11 一 12 0 “5 
一 15 5 8 4 


1 4 0 
AAT= = 1 A'B= 局 一 昌 
2 4 一 8 
2 4 
a-[ | 
—1 一 2 


{ay [2 一 5, 一]]， {b) [ 11, 一 1 
| -| = 
9 一 1 一 24 
B=| 14 “|. B= |» 一 52 
一 2 34 26 


一 200 
& 一 (2a.a)7 ,a 为 任意 非 零 数 . 
(a) 一 18， {b) —15, (ce) 8. 
(ay 21 {by —ll. 《ce) 100. 


Bc=| 


| ， 45C 无 定义 ， 
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第 六 全 计 数 
5.1 引 宵 ,基本 计数 原理 


组 合 分 析 ,包括 排 列 .组 合 与 划分 的 研究 ,涉及 到 确定 某 种 事件 的 逻辑 可 能 性 的 数目 ,而 不 
必 指 出 每 一 种 情形 . 本 章 采 用 两 种 基本 计数 原理 . 

加 法 原理 ”假设 事件 玉 能 以 mm 种 方式 出 现 , 事 件 下 能 以 4 种 方式 出 现 , 且 两 种 事件 不 能 
同时 出 现 , 那么 或 下 能 以 澡 十 n 种 方式 出 现 . 更 一 般 地 ,假设 事件 豆 能 以 mm 种 方式 出 现 , 事 
忻 Es 能 以 nn; 种 方式 出 现 , 事 件 Es 能 以 种 方式 出 更 ,…,' 且 任意 两 个 事件 不 能 同时 出 现 . 那 
人 各 事件 记忆 ,已 ,之 一 以 石 十 到 十 因 十 … 种 方式 出 现 . 

例 6.1 ca? 假设 教 计算 课 的 男 教 授 有 8 名 , 女 教授 有 5 名 . 那么 同学 可 以 有 8 十 5 二 13 种 方式 

选择 计算 课 教授 . 

Cb) 假设 事件 三 为 取 一 个 小 于 10 的 素数 ,事件 下 为 取 一 个 小 于 10 的 侦 数 . 那么 王 有 
4 种 方式 [2.3,5,7], 下 有 4 种 方式 [2,4,6,8j. 但 或 FF 不 能 有 4 十 4 二 8 种 方式 ， 
因为 2 既是 小 于 10 的 素数 ,也 是 小 于 10 的 偶数 . 事实 上 ,三 或 下 仅 有 4 十 4 一 1 种 
方式 . 

tc) 假设 事件 玉 为 在 10 与 20 之 间 取 一 个 素数 ,事件 下 为 在 10 与 20 之 间 取 一 个 侦 
数 , 那么 巨 有 4 种 方式 -11,13,17,19],F 有 4 种 方式 [12,14,16,18], 于 是 玉 或 F 
有 4 十 4 一 8 种 方式 ,因为 ,此 时 设 有 偶数 为 素数 . 

乘法 原理 ”假设 事件 互 有 和 种 方式 发 生 , 独 立 于 事件 下 之 外 的 事 忻 下 有 n 种 方式 发 生 . 
那么 妃 和 下 的 组 合 有 rm 种 方式 发 生 , 一 般 地 , 假设 事件 El 有 nmi 种 方式 发 生 ; 随 着 乌 ,事件 
,有 ni 种 方式 发 生 ; 随 着 五 : .事件 FE; 有 ma 种 方式 发 生 , 等 等 , 那么 ,所 有 事件 依照 指定 的 顺 
序 有 nh na， naa-…. 种 方式 发 生 . 
例 6.2 (a) 假设 汽车 牌照 由 两 个 字母 , 紧 上 跟着 3 个 数字 组 成 , 旦 第 一 个 数字 不 为 0, 间 可 以 印 

制 多 少 个 不 同 的 牌照 ? 
每 个 字母 有 26 种 不 同 的 选择 ,第 一 个 数字 有 9 种 选择 , 另 两 个 数字 都 有 10 
种 选择 . 因此 可 印 制 


26 26+*9: 10: 10—=608 400 
种 不 同 的 牌照 . 
《by 设 有 一 个 26 人 的 组 织 , 癌 有 多 少 种 方式 选举 一 个 主席 ,一 全 会 计 和 一 个 秘书 ( 假 
设 没 有 人 可 担任 两 个 职务 )? 
主席 可 以 有 26 种 选举 方式 .接着 ,会 计 可 以 有 25 种 选举 方式 (因为 被 选 为 主 
席 的 人 不 能 做 会 计 ) ,再 接着 ,秘书 有 24 种 选举 方式 . 于 是 ,由 上 面 的 计数 原理 ， 
该 组 织 有 
26 。25 + 24=15 §00 
种 方式 选举 公务 员 . 
上 面 两 个 计数 原理 有 一 个 集合 论 解 宏 . 特别 地 ,用 mdA) 表 示 和 集合 4 中 元 素 的 个 数 . 那么 
(1) 加 法 原理 ” 若 太 与 B 不 相交 , 则 
nA ULB’ = ntA) ntB) 
《2) 乘法 原理 ” 设 和 4XB 为 集合 A 与 B 的 第 卡 儿 积 , 则 
ntA x B) = ncA) * n(B). 


6.2 阶乘 符号 
从 1 到 x 包括 1 和 全 的 正 整 数 的 积 记 作 214 ( 读 作 :的 阶 科 )， 
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nl =1*2.3s (7 2) (7 1)n. 
柳 色 话说 ,ma4 可 如 此 定义 
lt=1, Hn!=n*r nr—1)! 
为 方便 ,定义 0! ==1. 
例 6.3 (2) 21 一 1。2 一 2， 31 一 1*2，3 一 6，41 一 1。2。3， 4 一 24， 
51 一 5 4! 一 5。， 寻 一 120， 61 一 6。，5! 一 6，120 一 720， 


8! 8*7*61 l2*11*10*91_ 12! 


(by 让 er 一 8 * 了 一 56， 12。11。，1]0 一 ol 9， 


12 .11.10 ,> 1 121 
i 12*1110° 3 = 9 


i na Dnrrt Dn nr 1) 3。2，1 
(0) am 一 1)…(z 一 r 十 1) 一 站 (一 r 一 1]) 3*，2。1 


nl 
na—r}! 
nna (3 一 r 十 1] .1 ni 1 
a Br DD 
-nl 
rl Car 


6.3 二 项 式 系数 
设 + 和 为 正 整数 ,r<<n, 符号 () ( 读 作 “Cr 定义 为 


"st 


7 le 2 Br lr 


由 例 6.3(c) 可 以 看 出 


3 nn Dror) nl 
7 2 rr 7 一 门下 


而 nn 一 <n 一 站 二 r; 因 此 ,有 下 面 的 重 疲 关 系 : 


bs 
nr 


或 , 换 句 话说 , 若 a+b 一 x, 则 () = (0). 


BY 8。7 9Y ge.8:7.6 l2y 12.11.10-9。8 
例 6.4 (a) (,)= 28; (126，( )— 


l1*2 4 “* 5 1 2。3*。4。5 一 792， 
10 10-9+8_ 13 13 
( 一半 放 一 120， 人) = 让 1 


注意 到 (”) 的 分 于 .分母 都 丛 有 个 因子 . 


(b) 计算 { ?小 由 定义 


5 
、 19 
另 一 方面 ,10 一 7 一 3, 因 此 ,也 可 如 下 计算 { ， ): 
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(= (9) 


注意 ,第 二 种 方法 省 时 省 力 . 
二 项 式 系 数 与 Pascal 三 角形 


(站 ] 称 为 二 项 式 系数 ,因为 它们 作为 (十 "的 展开 式 的 系数 出 现 .特别 地 ,可 以 证 明 


(ae 十 六 "一 > ("a 人 4. 
a 十 5 的 相继 宕 的 系数 可 以 排 成 三 角形 的 数 表 , 称 为 Pascal 三 角形 ,如 图 6- 1. Paseal 三 角 
形 中 的 数 有 如 下 交互 性 质 ， 
《1) 每 一 行 的 第 一 个 数 与 最 后 一 个 数 都 是 1. 
《2) 数 表 中 的 和 餐 个 其 他 数 可 通过 相 加 位 于 其 上 方 的 两 数 得 到 . 如 , 10 一 4 十 6,15 一 5 十 10， 
20 一 10 十 10. 


《za 十 D2 一 1 
(e 十 的 1 一 < 十 有 
《Ka 十 本 )2 一 ce 2apbty 1 2 1 
《& 十 六 一 四 十 3a25 十 36 配 十 本 1 3 3 1 
《CE 十 间 4 一 可 十 483 且 十 6a2 环 十 4 前 十 剖 1 4 4 1 
Cat6)s =as ab+10a 8 + 10a 5 | 5ab ! 让 可 ! | 


(Ca++ =as ba b+1lSatp + oa + la 6 +6ab + 


图 65-1 Pascal 三 角形 


由 于 Pascal 三 角形 中 的 数 都 是 二 项 式 系数 ,所 以 ,Pascal 三 角形 的 性 质 人 42) 由 下 面 的 定理 
得 到 (在 问题 6. 7 中 证 明 ) : 


定理 6.1 (+ 
6.4 排 列 


媒人 个 对 馈 以 给 定 次 序 的 任 一 安排 称 为 这 些 对 得 {同时 取出 全 部 ) 的 排列 .个 对 象 中 的 任 * 
个 对 象 以 给 定 序 的 任 一 安排 称 为 x -排列 ,或 称 为 7 个 对 象 取 r 个 对 象 的 排列 , 例如 ,考虑 字母 
asasc 和 dd 的 集合 . 则 
(iD bdcasdcba 与 acdb 是 4 个 字母 的 排 询 (同时 取出 全 部 ); 
(ii bad yadb ;chd 与 bca 是 4 个 字母 取 3 个 的 排列 ， 
(ii adscpyada 与 到 是 4 个 字母 取 2 个 的 排列 ， 
n 个 对 象 取 r 个 的 排列 数 记 为 
Pilar)，nPr， Po， Pr， 识 (n),. 
我 们 采用 Pln,. 在 得 到 Pa,m 的 一 般 公式 靖 , 我 们 考虑 一 个 特殊 情形 ， 
例 6.5 求 6 个 对 人 象 太 ,B,C,D,E,F 取 3 个 对 象 的 排列 数 . 即 , 求 只 用 给 定 的 6 个 字母 , 且 不 
许 重复 的 3 个 字母 “单词 "的 个 数 ， 
用 正面 的 3 个 方 框 表示 一 般 的 3 个 字母 的 “单词 ”: 
口 口 口 
第 一 个 字母 有 6 种 不 同 的 选取 方式 ,接着 ,第 二 个 字母 有 5 种 不 同 的 选取 方式 ,最 后 ， 
最 后 的 字母 有 4 种 不 同 的 选取 方式 . 在 适当 的 方 框 中 如 下 写 上 每 一 个 数 ; 


arr 


I68] [5| 4 
于 是 ,由 基本 计数 原理 ,6 个 字母 的 不 许 重复 的 3 字母 单词 有 6。5 :4 二 120 种 可 能 ， 
即 6 个 对 和 象 取 3 个 对 象 的 排列 有 120 个 ， 
Pl6,3) = 120. 


Pin,7) 公 式 的 推导 


n 个 对 象 取 r 个 对 象 的 排列 数 公式 的 推导 , 即 n 个 对 象 的 7 -排列 数 己 (xz 的 推导 ,遵循 
上 面 例子 的 过 程 . 个 对 象 的 -排列 中 的 第 1 个 元 素 有 n 种 选取 方式 ,接着 ,排列 中 的 第 2 个 
元 素 有 "一 1 种 选取 方式 ,再 接着 ,排列 中 的 第 3 个 元 素 有 n 一 2 种 选取 方式 ;继续 下 去 ,在 +- 
排列 中 的 第 ”> 个 (最 后 一 个 ) 对 象 有 一 (r 一 1) 一 a 一 r 十 1 种 选取 方式 . 于 是 ,由 基本 计数 原理 ， 
有 


Pimnr)} = ntn 1)(n em 2) (nO—r 二 1), 
由 例 6.3te}) 可 以 看 出 
nin— l(t(n 2).tn or 1) 


并 (7 一 ]) (天 一 2 二 一 六 二 1) nt! 给 | 
和 Cn—ryi an 
由 此 证 明了 下 面 的 定理 
| 
定理 6.2 Po, n= nT 


在 r= 的 特殊 情形 中 ,我 们 有 
五 (ia =ntn— ltrn 23+2.1=nl. 
因此 ,我 们 有 如 下 推论 ， 
推论 6.3 2 个 对 象 ( 同 时 全 取 ) 的 排列 数 为 al 
例如 ,3 个 字母 eic 的 排列 有 31 =3，2。，1=6 个 , 它们 是 abcyacb,bac,bcaycab ,cha. 


可 重 排列 
通常 我 们 想 知 道 可 重 集 的 排列 数 ,可 重 集 是 指 有 某 些 元 案 相 同 的 集合 . 用 


Pinsyn ne s+" yt, ) 
表示 ”个 对 象 的 排列 数 . 其 中 m 个 对 象 是 相同 的 ,m 个 对 象 是 相同 的 ,…,n, 个 对 象 是 相同 
的 . 下 面 给 出 一 般 公式 : 
定理 .4 Plnym sn 9) nl! 


用 一 个 特别 的 例子 说 明 上 面 定理 的 证 明 . 假设 我 们 想 用 单间 *"BABBY” 中 的 字母 构造 所 有 
可 能 的 5 字母 "单词 ” ,对象 Bi ,Al ,Bs ,BY 的 排列 有 5! 一 120 个 ,这 里 BB ,Bs ,Bs 是 可 区 分 
的 . 注意 ,去 掉 下 标 后 ,下 面 6 个 排列 

BBBAY, BB BAY, BB BAY, BBBAY, BBBAY, BBB AY, 
给 出 同样 的 单词 . 6 源 于 这 个 事实 :在 排列 的 前 3 个 位 置 放 Bi,B;Bs 有 3! 一 3。2。1 一 6 种 
不 同 的 方法 , 这 对 于 任 3 个 位 置 放 BB ,Be ,了 都 是 对 的 . 因此 ,利用 单词 “BABBY” 的 字母 构造 
的 5 字母 单词 有 
P(5;3) = = = 20， 

例 6.6 (a) 用 单词 "BENZENE” 的 字母 可 以 构成 多 少 个 ?7 字母 单词 ? 我 们 求 ? 个 对 象 的 排 


列 数 ,其 中 有 3 个 相同 的 了 ,两 个 相同 的 N. 由 定理 6. 4, 这 样 的 单词 数 为 
P(7;3,2) 一 相亲 一 全 人 人 人 一 420， 


tb) 用 4 面 不 可 区 分 的 红旗 ,3 面 不 可 区 分 的 白旗 和 一 面 蓝 旗 可 以 组 成 多 少 种 不 同 的 
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信号 ? 每 个 信号 由 8 面 垂直 悬挂 的 旗子 构成 . 我 们 求 8 个 对 象 的 排列 数 , 其 中 有 4 个 
对 象 是 相同 的 , 另 有 3 个 对 象 也 是 相同 的 . 这 样 的 信号 数 为 


81 7 6*5* 生 *3*2*1 
Pl8;4,3) = 于 131 一 19329721] = 280. 


6.5 组 合 


设 有 含 = 个 对 象 的 集合 .2 个 对 象 取 ~ 个 对 象 的 组 合 是 x 个 对 象 的 不 计 次 序 的 任 一 选取 . 
换 句 话说 ,n 个 对 象 的 任 一 个 7 -元 素 子 集 是 一 个 ~ -组合 . 例如 ,字母 a,b,c,d 取 3 个 元 素 的 组 
合 为 


{aspsct, labd}, {ascd?r, bc,d) 
或 简单 地 ,abc ,abd ,acd,bcd, 注意 下 面 的 组 合 是 相等 的 . 
pc sac Pac Bea cab ,cha 

即 , 每 个 都 表示 同样 的 集合 (a,8,c}. 

n 个 对 象 取 r 个 的 组 合 数 记 为 Cln,r) ,在 不 同 的 课本 中 也 会 记 为 ,Ci, Cis CG, 在 给 出 
Ca 六 的 一 般 公 式 之 前 ,我 们 先 考 虑 一 个 特 跌 情形 . 
例 6,7 求 4 个 对 象 a,5,c,d 取 3 个 的 组 台数， 

每 个 由 3 个 物体 构成 的 组 合 确 定 3! 二 6 个 该 组 合 中 对 象 的 排列 ,如 图 6-2. 于 
是 ,组 人 台数 乘 以 31 就 等 于 排列 数 ; 即 


市 Pt,3) 二 4*3*，2==24,31 一 和 由 此 ;C44,3) 二 4, 见 图 6-2. 


组 合 排列 
be abe such hac ear cabs tba 
Ed ED 


acd adr cad veoa dar dea 


Bed hed bdr chd cdb dberdeh 


图 6-2 


Cny7) 的 公式 


由 于 个 对 象 取 - 个 的 任 一 组 合 确定 了 该 组 合 中 对 象 的 rl 个 排列 . 因此 ,有 
了 (ar) = rlCtn,r), 
于 是 得 到 


定理 6.5 CD 一 人 人 


六 rl Cn—ry!' 


回忆 二 项 式 系数 (定义 为 二 也 二 二 1; 因此 


ni 
rr 


Cnr) = (站 


我 们 将 交互 地 使 用 Ct, 和 (”). 


例 6.8 (tay 8 人 中 可 产生 多 少 个 3 人 委员 会 ? 
实际 上 ,每 个 委员 会 就 是 8 人 取 3 人 的 一 个 组 合 . 于 是 林产 生 的 委员 会 的 数目 为 
| 8 7 


3 一 17373 一 356. 


C(8,3) = ( 
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《b) 一 农民 从 拥有 6 头 牛 ,5 头 猪 和 8 只 鸡 的 某 人 处 购买 3 头 牛 ,2 头 猪 和 4 只 鸡 . 问 


这 个 农民 有 多 少 种 选择 ? 
这 个 农民 有 |{ ，) 种 方式 选择 牛 ,有 ( ，) 种 方式 选择 猪 ,有 (,] 种 方式 选择 鸡 . 因此 ， 
他 选择 这 些 动物 共有 
全 全 一 全 生生 下 和 址 于 全 全 0 9770 M000 
种 方式 
6.6 锅 笼 原理 


从 下 面 近乎 明显 的 叙述 可 以 得 到 组 合 论 的 许多 结果 . 
鲍 乱 原理 ” 若 ? 个 鲍 第 被 十 1 只 或 更 多 只 链子 占据 , 则 至 少 有 一 个 鲍 敌 被 超过 一 只 谷子 
占据 . 
这 个 原理 可 以 应 用 于 要 证 明 某 种 情况 必然 发 生 的 许多 问题 . 
例 6.9 (a) 设 一 个 系 有 13 位 教授 , 则 必 有 两 位 教授 ( 铝 子 ) 在 同一 个 月 份 ( 何 秘 ) 出 生 . 
(b>? 设 一 个 洗衣 绕 中 装 有 许多 红色 ,白色 和 蓝 色 袜子 , 则 只 要 取出 4 只 袜子 ( 铝 子 ) 就 
一 定 有 一 邓 同 色 的 ( 钨 乱 ? 袜 子 . 
(c) 至 少 要 从 集合 5== 行 ,2,3,…,9} 中 取出 几 个 元 素 就 能 保证 有 两 数 相 加 为 10? 
这 里 5 个 集合 和 ,9) ,42,8} ,13,7} ,1446}, 15) 为 铝 第 . 这 样 任 取 S 的 6 个 元 素 
《 锦 子 ?就 能 保证 有 两 个 数 相 加 为 10. 
人 钼 和 邯 原理 有 如 下 推广 . 
推广 的 蚤 签 原 理 ” 若 nr 个 蚤 禾 被 kn 十 1 只 或 更 多 只 驻 子 占据 ,* 为 正 整 数 , 则 至 少 有 一 个 
锥 答 被 & 十 1 只 或 更 多 只 锅子 占据 ， 
例 5.10 (a) 在 一 个 班 的 同学 中 至 少 了 权 几 名 同学 就 能 保证 有 3 人 在 同一 个 月 份 出 生 ? 
这 里 aa 一 12 个 月 份 是 稿 笼 ,而 有 十 1 一 3, 即 有 一 2. 因此 ,在 任意 如 十 1 一 25 个 
同学 ( 售 子 ;中 ,有 3 人 在 同一 个 月 份 出 生 . 
Cb) 设 洗衣 和 袋 中 有 许多 红色 ,白色 和 蓝 色 袜子 . 至 少 取出 多 少 只 袜子 就 能 保证 同色 
的 两 双 (4 上 只) 袜子 ? 
这 里 有 nn 二 3 种 颜色 ( 俏 第 ) , 且 丰 -; 1=4, 即 上 一 3, 于 是 ,在 任意 ia 十 1 一 10 
只 袜子 ( 触 子 ) 中 ,有 4 只 是 同色 的 . 


6.7 容 斥 原理 


设 A,B 为 两 个 有 限 集 , 则 
nA UB) = ncA) +n(B} — nA ff By. 
换 句 话说 ,为 了 求 并 集 AUB 中 元 素 的 个 数 n(AUB), 先 将 af4) 与 maCB) 相 加 ,再 减 去 mA4 门 
吾 ) ; 即 “ 包 含 2(A4) 与 2 排斥 ?4 门 B). 这 由 下 面 的 事实 得 到 . 当 相 加 CA) 与 ntB) 时 ,我 
们 计算 A 门 B 中 的 元 素 两 次 . 这 个 原理 对 任意 个 数 的 集合 成 立 . 我 们 先 对 3 个 集合 叙述 它 ， 
定理 6.6 对 任意 有 限 集 A,B,C;, 有 
nAUBUO=nA) FaB +tnO—nANB—aA NO) 
—aBNO+rnaANBNO. 
即 ,* 包 合 "nCA) ,ntB) ,ntC) “排斥 *n( 有 A 门 BY ,nC 有 A 站 CO) atB 门 0 ,再 包含 nA 站 BNC. 
例 6.11 根据 下 烈 已 知 数据 , 求 某 院 数学 系 学 生 中 至 少 学 法 语 , 德 语 .俄语 之 一 的 学 生 数 ， 
65 人 学 法 语 ,20 人 学 法 语 和 德语 ， 
45 人 学 德语 ,25 人 学 法 语 和 俄语 ， 
42 人 学 俄语 ,15 人 学 德语 和 俄语 ， 
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8 人 学 所 有 三 门 语 言 . 
要 求 nCFUGUR), 这 里 下 ,G;R 分 别 表示 学 法 语 . 德 语 , 俄 语 的 学 生 的 集合 . 
由 容 斥 诛 玛 ， 
下 UG 天 一 3 十 区 G) 十 二 下 AF NG —a(F NR) 
—nGNR+aAFNGNR) 
二 65 十 45 十 42 一 20 一 25 一 15 十 8 二 100， 
于 是 ,有 100 人 人 至少 学 其 中 一 门 语言 . 
假设 4 ,4: ，… ,A 为 有 限 集 , 令 5 表示 给 定 mm 个 集合 的 所 有 可 能 的 上 个 交 的 基数 
mA NN A, MN- NA) 
的 和 . 贴 有 如 下 的 一 般 的 容 斥 原理 . 
定理 6.7 ntAUAsU UA) = 二 5 一 "十 (一 1)”" 1 8,. 


6.8 有 序 划 分 与 无 序 划 分 


假设 口 伏 4 中 装 有 编号 从 1 到 7 的 ?个 弹子 .计算 第 一 次 从 口 签 中 取 2 个 弹子 ,第 2 次 从 
口袋 中 取 3 个 弹子 ,最 后 从 口袋 中 取 2 个 弹子 的 方法 数 . 换 句 话 说, 求 7 个 弹子 集合 的 有 序 划 
分 


[A ,As ,As] 
的 个 数 , 其 中 A, 含 两 个 弹子 ,4。 会 3 个 弹子 ,A; 含 2 个 弹子 ,尽管 
L{l,2),43,4,5},16,7}] 和 [L {6,7},{3,4,5},{1,2}] 
确定 了 4 的 相同 的 划分 ,但 我 们 仍 将 它们 区 别 开 来 ,因而 称 之 为 有 序 划分 . 


一 开始 , 口 伏 中 有 ? 个 弹子 ,因而 有 | " } 种 方式 取出 最 初 的 2 个 弹子 , 即 确定 AI ;接着 , 口 
5 
级 中 余下 5 个 弹子 ,因而 有 [ - } 种 方式 取出 3 个 弹子 , 即 确定 A; 最 后 , 口 捣 中 剩 有 2 个 弹子 ， 


因而 有 (，) 种 方式 确定 4. 因此 A 有 


人 和 2 7a6 5ed4e3 221 
(人 于 和 和 一 210 


个 不 同 的 有 序 划 分 LA ,4: ,4 ,其 中 全 会 2 个 弹子 ,A 售 3 个 弹子 ,A; 会 2 个 弹子 ， 


注意 到 
?Yai2 1 | 1 | 
(2) (3)(2)= 2 ， 3 2 = 5 
因为 除 第 1 个 分 子 外 ,每 个 分 子 被 前 一 个 因子 分 母 中 的 第 二 项 约 去 . 
上 面 的 讨论 对 一 般 情况 也 成 立 , 即 
定理 6.8 设 上 和 点 有 > 个 元 素 .m im 是 正 整数 ,它们 的 和 为 二 妇 n 十 nz 十 … 十 ni 一 
2 则 及 的 形 如 [4 ,A ，… ;及 .] 的 有 序 划 分 有 


nl 
rh re Tres Teoere,! 


个 ,其 中 Al 含 mm 个 元 素 ,As 含 7 个 元 素 ,… ,A 含 m 个 元 案 . 
我 们 举例 应 用 这 个 定理 ， 
例 6.12 将 9 个 玩具 分 给 4 个 小 朋友 ,车 最 小 的 小 朋友 分 到 3 个 玩具 ,而 其 他 每 个 小 朋友 分 
到 2 个 玩具 . 求 不 同 的 分 法 数 mm 
要 求 将 9 个 玩 上 县 分 成 4 份 ,分 别 含有 3,2,2,2 个 玩具 的 有 序 划分 数 mr. 由 定理 6.8 


二 7569, 


9! 
RT 312t2121 
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无 序 划 分 


我 们 常常 要 将 集合 A 分 为 无 序 的 子 集 类 A As、…, 有 A 正如 大 个 对 象 相 同时 ,可 重 排列 
数 可 由 排列 数 除 以 X! 得 到 一 样 , 当 上 个 集合 有 相同 的 元 素 个 数 时 ,我 们 也 可 以 用 有 序 划分 数 
除 以 ! 得 到 无 序 划 分 数 . 我 们 通过 下 面 的 例 了 来 说 明 ,并 用 酚 种 方法 解决 问题 . 

例 6.13 求 12 位 学 生 分 为 3 个 队 4 4: 43 使 得 每 个 队 有 4 位 学 生 的 分 法 数 mm， 


11 
方法 一 ， 设 4 为 其 中 一 位 学 生 , 则 有 ( 。) 种 方法 选取 另 3 位 学 生 与 4 在 同一 队 . 再 
设 B 为 不 与 A 在 同一 个 队 的 一 位 学 生 , 则 有 (，) 种 方法 在 利 下 的 学 生 中 选取 3 个 学 
生 与 B 在 同一 个 队 . 镜 下 的 4 位 学 生 构 成 第 3 个 队 .于 是 ,划分 这 些 学 生 一 共有 


11, /7 
m= ( )-( )= 165. 35 = 5775 


3/ \3 
种 方法 ， 
方法 二 ”注意 到 学 生 的 每 个 划分 {A1,Az,A} 有 31 天 6 种 方式 排 成 有 序 划 分 . 由 定 
理 6. 8, 共 有 二 7 一 34650 个 这 样 的 有 序 划分 . 因此 ,有 mm 二 34650/6 一 5775 个 
〈 无 序 ) 划 分， 
问题 与 解 管 
阶乘 符号 与 二 项 式 系数 
6.41 计算 41,51,61 与 71， 
解 1 441 一 1 .2.3.4=24， 61 —1.2.3.4.5*6=6+(51)=6+ (120)=720, 
51 —1"2.3.4.5—5° (41)—5. C24) =120, 7! =7 。(61) 一 7 (720)—5040. 
、 131 7 
6.2 计算 :ay 111; 《by 101 
131 13*12-11.10,9,8-7.6v5*4.3.2。1 __ 
解 色 (证 一 110595857 6 i al 11156， 
还 可 如 下 求解 
13f 13.12.111 :1 
和 139，12= 156. 
71 ?1 1 1 
Cb) 101 7103871 09 8700 
a Cnt2) 1! 
6.3 化 简 :(a) oT; 《(b 
解 E ' ntn—l}tn—2)3 + 2.，1 nin—1)1 


二 jn, 


, 一 或 nt 一 
ta—lyl Cn—litn—2)3*2+*l] - tan -lor nl1)! 


Cnt)! ntin 人 nn ln 

(DD = 一 人 一 为- «1 一 人 二 2 人 二 1 
一 形 十 3 十 25 
或 名 ED) (nt) 十 34t+2 


6.4 订 算 ;Ca) ( 《b》 ( 
和 解 FP 可 记分 子 , 分 全 中 有 相同 个 数 的 因子， 


16Y 46".15.14 124 12。1] 10。9 ,oe 
co (,)= a 5603 cb {,)= 95 


号 2 4 


* 119 » 


+ 120 + 


颈 
蔷 
活 
性 


看 . S 


6.6 


6.7 


排列 


6.9 


计算 : (a) (0); Cb) (0) 


解 二 (a (= 关于 -56 或 ,因为 8 一 5 一 3, 所 以 (= (,) 6. 


(by 因为 9 一 7 一 2 所 以 (7) 一 (，) 一 二 36. 


证 明 :( ={)+(). 
151 181 


18 18 


(C+) 6+161 11+161 S161 11.161 


5 6 G5ls1ly 6 il 一 861 TS TI 
_ 6.16!I 二 11v161 {8+11) :16! 17，161 17! 全 ) 
一 61 .111 11 er 
天 十 二 广 六 
人 人 
r r—1 入 
证 《证 明 技 巧 类 似 于 上 一 问题 , } 
人 )+ 人 7)= *! 二- 一、 , 通 分 两 个 分 数 ,第 一 个 分 数 乘 以 工 , 而 第 2 
ls or 站 分数, 第 一 人 > ， 而 


vi 下 
个 分 数 壬 以 3 二 [1, 因 此 ， 


( n )+(")= 站] (9 一 了 十 17， 
rl 了 六 = fr 一 1 (3 一 rr 十 1)1 (一 rr 十 1 一 站 1 


六 “后 【一 关 十 1 。121 7s* 1 十 (一 庆 二 1， 
rr 十 1 rr 一 > 于] 一 ritm rt! 
[十 ta 一 * 十 1)] ,al cnt Dnt (ni 1)1! = 人 
六 (一 了 十 131 一 十 1 一 十 7 下 


站 与 BB 之 间 有 4 条 汽车 线路 . B 与 C 之 问 有 3 条 汽车 线路 . 在 下 列 3 种 情况 下 ,一 个 人 有 
多 少 种 旅行 方式 ? (a) 科 汽 车 由 点 经 也 到 CCb) 乘 汽 车 从 A 经 8B 到 CC 往返 , (c) 乘 汽 
车 从 4 经 如 到 C 往返 ,但 每 个 汽车 线路 不 能 超过 一 次 . 
解 # ”a) 有 4 种 方式 从 AA 到 8B, 有 3 种 方式 只 BB 到 CC; 因 此 ,共有 4 3 一 12 种 方式 从 A 经 B 到 CC. 
《b》 有 1? 种 方式 从 和 经 日 到 C, 且 有 12 种 方式 返回 . 因此 ,共有 12 ' 12 一 144 种 方式 往返 旅行 . 
(0 这 个 人 从 A 到 B, 到 人 C, 到 8B, 再 到 四 旅行 ,如 下 记 下 这 些 字母 ,并 用 带 箭 头 的 连 线 连 接 ， 
A—B—C—B-A. 
这 个 人 有 4 种 方式 从 妃 到 B,3 种 方式 由 B 到 C, 但 只 能 有 2 种 方式 从 CC 到 B, 有 3 种 方式 从 B 到 


所 ,因为 他 不 能 用 某 条 汽车 线路 超过 一 次 . 将 这 些 数 记 在 上 面相 应 箭头 的 上 方 


总 1.8B 2 C 2 2 A 


于 是 ,有 4，3，2， 3 一 ?2 种 方式 往返 旅行 ,而 屋 有 汽车 线路 超过 - -次 . 
假设 不 允许 重复 . (a) 用 6 个 数字 2,3,5,6,7,9 可 以 构成 党 少 个 三 位 数 ? l(b) 其 中 有 多 
少 个 数 小 于 400? (c) 有 窗 少 个 偶数 ? 
解 te 在 每 一 情形 ,用 3 个 方 框 门口 口 表示 任意 一 个 数 . 并 在 每 个 方 手 中 写 下 可 放 在 那里 的 数字 的 
个 数 . 
(ay 左边 的 方 杠 有 6 种 方法 填 数 .接着 ,中 间 的 方 框 有 5 种 方法 填 数 ,最 后 ,右边 的 方 框 有 4 种 方法 填 
数 :[6EEID .于 是 ,有 686。5，4=-120 个 数 . 


第 六 章 计 数 ， 121 。 


(b) 左边 的 方 框 只 有 2 种 方法 填 数 , 填 2 或 3, 因为 每 个 数 必 须 小 于 400; 中 间 的 方 框 有 5 种 方法 填 数 ; 
最 后 , 右 近 的 方 框 有 4 种 方法 起 数 : 巴 [GE. 于 是 .有 2 .5 "4 一 40 个 数 ， 
(ce) 右边 的 方 框 只 有 2 种 方法 填 数 , 填 2 或 6, 因 为 必须 为 个 数 ; 然 后 ,左边 的 方 柜 有 5 种 填 法 ;最 后 ,中 
间 的 方 框 有 4 种 填 法 : 固 轩 四, 于 是 ,有 5+4* 2 二 40 个 数 . 
求 安 排 ? 人 素 会 的 方法 数 :(a) ?7 张 椅 子 排 成 -- 排 :5b) 周 岗 桌 就 应 . 
解 是 (aa 7 大 排 成 一 排 有 ?6.5*4，3.2。.1 一 ?1 种 方法 ， 
(hb) 一 人 可 以 坐 在 圆 课 的 任 一 位 置 . 然后 ,其 余 8 人 国 圆桌 有 6 5" 4.3。2 .1 一 681 种 方法 . 
这 是 循环 排列 的 例子 .一 般 此 ,x 个 对 象 排 成 一 个 贺 圈 有 (x 一 2 Cn 一 2):3:251 一 tn 一 1)1 种 
方法 . 
求 用 下 列 单词 的 所 有 字母 构成 的 不 同 排列 的 个 数 :(a) RADAR; (by UNUSUAI. 


解 FP (a) 由 于 有 5 个 字母 ,其 中 两 个 R, 两 个 A. 所 以 55 30 


Cb) 由 于 有 ?个 字母 ,其 中 3 个 艺 , 所 以 午 一 840. 


有 冤 少 种 方法 将 4 本 数学 书 .3 本 历史 书 ,3 本 化 学 书 和 2 本 社会 学 书 放 在 书架 上 ,使 得 
相同 主题 的 书 在 一 起 ? 
解 二 ”首先 ,根据 主题 , 书 以 4 个 单元 放 在 书架 上 ; 口 斑 六 口 . 左边 的 方 框 可 以 放 人 4 个 主题 中 的 
任 一 主题 :第 2 个 广 框 可 以 放 剩 下 3 个 主题 的 性 一 个 ;第 3 个 方 柜 可 碎 放 剩 下 的 二 个 主题 之 一 ,右边 
的 方 框 交 最 后 一 个 主题 ; 国 国 四 加 .于 是 ,在 书架 上 有 4 "3 2， 1 一 41 种 方法 根据 主题 放置 书本 . 

在 上 面 舞 个 情形 ,数学 书 可 以 有 14! 种 方法 放置 ;历史 书 有 3! 种 方法 放置 ;化 学 书 有 31 坦 方 
法 ;社会 学 书 有 21 种 方法 ;因此 共有 41 “41 “3! :3! "2! 二 41472 种 安排 . 
求 n, 若 : (a) Pin,2) 二 72;(b) Pln,4)=42Pin,2);(c} 2Pln,2) 二 50 =—=P(2n,2), 
逢 a Ptr 二 np 一 1 二 以 一 1; 因 此 ,一 n= 一 72; 邑 开 一 4 一 72=0, 即 (x 一 9) (x 十 8 二 0. 因 

为 n 必须 为 正 数 , 所 以 惟一 解 为 # 一 9. 

Chy Pinrd}=nin— ln—2 (nn 3 Pm? onda—17, 因此 rin 一 ln 一 2 03) 12n{tn—1). 

即 , 车 nn 关 0,n 关 1, 则 (n 一 2 (mn 一 3) 二 42, 

即 n=12, 35n—36=0, (tn)(nt+ d=0. 

因为 # 必须 是 正 的 ,所 以 仪 有 的 管 案 为 n= 二 3, 
Ce} Pln12) =ntn—1)—n ~n, Pl2n,2)=2n(2n— 1)—=4dn 一 2 

因此 ， 32 A) 二 50= 4 一 2r， 

即 27 一 2 十 50 一 4 — 2 

即 5 一 2 ， nn = 25. 

由 于 必须 为 正 的 ,所 以 惟一 租 为 "一 5 


有 和 多少 种 方法 从 ? 名 男士 与 5 名 女士 中 选 出 由 3 名 男士 和 2 名 女士 组 成 的 委员 会 ? 
解 ey。 从 7 名 男士 中 选 3 名 男士 有 (,) 种 方法 ,从 5 名 女士 中 选 2 名 女士 有 [ 2 ) 种 方法 .因此 ,有 


| 
(0) (0)= 生生 .和 和 50 
种 方法 选 出 委员 会 


一 只 口 我 装 有 6 个 白 弹 子 和 5 个 红 弹 子 . 求 从 口袋 中 取出 4 个 弹子 的 方法 数 ,使 得 (a) 
它们 可 以 蚌 任 何 颜色 的 ;tb) 有 2 个 白 的 和 2 个 红 的 ;(c) 4 个 弹子 同色 ， 


11 + 0*9g. 
解 ty (a) 从 11 个 弹子 中 了 (任意 颜色 的 )4 个 弹子 有 ( ，) 一 和 -站 一 330 种 方法 


| 

en 
和 

PF 


b 3 BY /5 . 
Cb) 取 2 个 自 弹子 有 ( ，) 种 方法 , 取 2 个 红 弹 子 有 (，) 神 方法 . 因此 ,有 { > (2) 一 全 -生生 一 150 
种 方法 取 2 个 白 弹 子 和 2 个 红 弹 子 . 
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Co 取 4 个 白 弹子 有 ( ，) 一 15 种 方法 , 取 4 个 红 弹 子 有 ( ，) 一 5 和 方法 .因此 ,共有 15 十 5 一 20 种 方法 
取出 4 个 同色 的 弹子 . 


6.16 从 12 个 人 中 可 以 选 出 多 少 个 指定 主席 的 5 人 委员 会 ? 
所 5 主席 有 12 种 方法 选举 , 接着 ,委员 会 中 的 其 余 4 个 人 从 剩 下 的 11 人 中 有 ( ，) 种 选取 方法 
于 是 ,有 12 。 (1)=12 * 330 一 3960 种 这 样 的 委员 会 . 

有 序 划 分 与 无 序 划 分 

6. 17 ”有 多 少 种 方法 将 9 名 学 生 分 成 分 别 有 4 人 ,3 人 ,2 人 的 小 给? 
解 王 因为 每 个 小 组 的 学 生 数 不 同 ,因而 无 序 划分 数 等 于 有 序 划分 数 ,1 引 下 一 1260 

6.18 一 个 班 有 12 名 学 生 . 如 果 3 名 学 生 参 加 一 种 测试 ,那么 12 名 学 生 参 加 4 种 不 同 的 测试 
有 多 少 种 方法 ? 
辉 ”方法 一 求 到 名 学 生 分 成 等 组 3 人 的 有 序 划 分 数 . 由 定理 6. 8, 有 引线 3 一 369600 个 
这 样 的 划分 . 
方法 “有 |{ 。) 种 方法 选取 3 个 学 生 参加 第 一 种 测试 :接着 ,有 (。) 种 方法 选取 3 人 参 
加 第 二 种 测试, 有 (。) 种 方法 选取 3 人 参加 第 三 种 测试 , 剩 下 的 学 生 参 加 第 四 种 测试 
因此 ,共有 

(3 (,)= 220 . 84 » 20 = 369600 

种 方法 让 这 些 学 生 参 加 测试 . 

6.19 有 多 少 种 方法 将 12 名 学 生 分 成 4 个 组 Al ,As ,As,A, ,使 得 每 个 组 有 3 个 学 生 ? 
解 ”方法 一 ”注意 到 学 生 的 每 个 划分 {41 ,As ,As ,Ai 可 以 安排 成 41 一 中 个 有 序 划分 . 由 于 
( 见 上 一 个 问题 有 -可 条- 一 369600 个 这 样 的 有 序 划 分 ,因此 有 369600/24 一 15400 个 (无 序 ) 划 
分 . 
方法 =，” 设 A 为 其 中 一 个 学 生 . 则 有 |( ，) 种 方法 选 男 两 位 学 生 与 A 在 同一 组 . 设 8 为 
一 个 与 4 不 在 同一 组 的 学 生 . 则 有 (，) 种 方法 从 剩 下 的 学 生 中 选取 黄 位 学 生 与 同一 
组 .再 设 C 为 与 4, 昌 不 同 组 的 一 位 学 生 , 则 有 (，) 种 方法 选取 两 位 学 生 与 C 同 组 . 剩 下 
的 3 位 学 生 构成 第 4 组 ,因此 ,共有 

(,)0) (六 55 » 28 + 10 = 15400 

种 方法 划分 这 些 学 生 . 

简 徐 原理 

6.20 假设 疏 杜 内 有 4 双 不 同 的 韩 子 . 证 明 : 若 随机 地 从 壁 禄 里 取出 十 1 只 鞋子 . 则 其 中 必 有 


两 只 构成 一 双 鞋 . 
证 嵘 ”到 不 局 的 鞋子 构成 "个 铝 笼 ,? 十 1 只 鞋子 相应 于 n 十 1 只 鲁 子 ,因此 ,一 定 至 少 有 一 个 甸 
逢 中 有 2 只 鞋 ,于 是 ,当然 至 少 有 两 只 是 一 双 鞋 ， 


6. 22 


6. 23 


6.24 


6. 25 
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假设 3 名 男士 和 5 名 女士 参加 聚会 ,证 明 : 若 7 人 站 成 一 排 , 则 至 少 有 2 名 女士 相 邻 . 
证 邮 考虑 男士 不 半 在 两 端 , 且 没 有 油 个 男士 相 分 的 情形 . 此 时 ,3 名 男士 给 出 4 个 空 档 ( 伍 笼 ) 供 


妇 士 站 立 ( 位 于 两 端 以 及 男士 之 间 的 两 个 空 档 ), 由 于 有 5 名 女士 ( 刹 子 ), 因 此, 至少 有 一 个 空 档 站 有 
2 名 女士 ,她 们 必 相 分 . 如 果 男 士 多 许 相 邻 或 在 一 端 , 则 有 更 少 的 铅笔 . 因此 ,还 是 至 少 有 2 名 玄 士 相 


部 . 

求 至 少 几 名 学 生 中 必 有 5 人 在 同一 个 年 级 (一 年 级 ,二 年 级 ,三 年 级 和 四 年 级 )， 

解 鞠 。 2 一 上 个 年 级 为 竟 管 , 旦 上 十 1 一 5, 即 上 一 4. 因 此 ,在 任意 各 十 1 一 17 名 学 生 ( 驻 子 } 中 , 必 有 5 

人 在 同一 年 级 . 

某 学 生 必 须 从 3 个 领域 选 5 门 课程 . 每 个 学 科 提供 大 量 的 课程 ,但 该 学 生 不 能 在 任 一 给 

定 领 域 选 超过 两 门 课程 . 

《a) 用 篇 笼 原理 证 明 该 学 生 在 某 个 领域 至 少 选 两 门 课 程 . 

tb) 用 容 斥 原理 证 明 在 每 个 领域 ,该 学 生 必 须 至 少 选 一 门 还 程 . 

解 地 ”5a) 3 个 领域 为 匆 笔 , 且 该 学 生 必 须 选 5 门 课程 (鸽子 因此 ,在 某 个 领域 ,该 学 生 必须 至 少 

选 两 门 课程 . 

Cb) 设 每 个 领域 代表 三 个 不 交 的 集 及,B,C. 由 于 集 是 不 交 的 ,所 以 nCAUBUDO=5 一 nt 十 n(88)11 
ntC). 因为 在 性 一 领域 ,该 学 生 至 多 能 选 2 门 课程 ,因此 , 任 两 个 集 ,比方 说 ,A 与 B 中 课程 数 的 和 
一 定 不 超过 .于 是 5 一 [nwCAA} 十 xn(B)] 一 nt 吕 实 1, 因而 ,在 任 一 领域 ,该 学 生 必 须 至 少 选 一 门 课 
程 . 

设 工 为 26 个 英文 字母 的 表 ( 不 必 按 字母 序 }, 有 5 个 元 音 A,E,1,O 〇 O,U 与 21 个 辅音 . 

(a) 证 明 工 有 一 个 子 表 含 有 4 个 或 草 多 的 相继 辅音 . Cb) 设 工 以 元 音 ; 比 方 说 ,开头 . 

证 明 工 有 一 个 子 表 含 有 5 个 或 更 多 的 相继 辅音 . 

证 瞩 (a) 5 个 字母 将 工分 成 zx 一 6 个 相继 辅音 的 子 表 ( 铅 第 ].& 十 1 一 4, 故 上 一 3. 因 此 ,十 1 一 6， 

3 十 1=19<21. 因此 , 某 个 子 表 至 少 有 4 个 相继 的 辅音 . 

《by 因为 工 以 元 音 开 头 , 剩 下 的 元 音 将 工分 为 a=5 个 子 表 , 关 十 1 一 5, 故 下 一 4, 因 前 如 十 1 一 24. 于 是 
某 个 子 表 鞋 少 有 5 个 相继 的 辅音 . 

求 从 5S 二 {1,2,…,9} 中 选取 的 整数 的 最 小 个 数 #, 使 得 (a) 这 ?个 数 中 有 两 数 之 和 为 偶 

数 ;(Cb) nt 个 数 中 有 两 数 的 差 是 5， 

解 凡 (a) 两 偶数 或 两 奇数 之 和 为 偶数 ,将 S 的 子 集 {1,3,5,7,9} 和 {2,4,6,8} 看 做 甬 笼 ,由 此 za 一 

3. 

Cb} 将 S 的 5 个 子 集 {1,61,12,7} 138) ,14.9} 15 看 成 篇 敌 . 则 ”一 6 保证 有 商 个 整数 属于 同一 个 

子 集 ,而 它们 的 差 为 5 


容 斥 原理 


6. 26 


6,27 


6.28 


教室 里 有 22 名 女生 和 18 名 男生 . 总 共有 多 少 学 生 ? 

解 晤 ”男生 .女生 的 集合 是 不 交 的 :因而 总 数 为 :一 22 十 18 一 40 名 学 生 ， 

有 32 人 回收 废 纸 和 (或 ) 酒 瓶 . 其 中 30 人 回收 废 纸 ,14 人 回收 酒 瓶 , 求 人 数 m, ay 两 种 
都 回收 ;by 只 回收 废 纸 区 Ce) 只 回收 酒 拍 . 

衣 FF ” 设 F 和 B 分 别 表示 回收 刻 纸 和 酒 振 的 人 的 集合 , 由 定理 6. 7: 

Ca) m= PN B) =nt Pin (BAPUB=30+14—32=12, 

Cb) m=n(P\B)—=ntP)—n(PNMNB) 一 30 一 12 一 18， 

(0) m=n( BP)=n(B) —n PNMNB)=14— 12=2. 

设 A,B,C,D 分 别 表示 美术 ,生物 ,化 学 和 戏剧 课程 . 根据 给 定数 据 , 求 集体 宿舍 的 学 生 
数 NN; 

12 人 党 AA，5 人 学 太 和 B，3 人 学 A,B,C， 

20 人 学 B， 7 人 学 和 态 和 C，2 人 学 A,B,D， 


124。 离散 数 党 


20 人 学 B， ?7 人 学 A 和 C，2 人 学 A,B,D， 
20 人 学 C， 4 人 学 和 和 D，2 人 学 B,C,D， 
8 人 学 DD， 16 人 学 也 和 C，3 人 学 A,C,D， 
4 人 学 B 和 D， 2 人 全 学 ， 
3 人 学 CC 和 DD， 71 人 全 不 学 . 
解 tPF 令 工 为 至 少 学 一 门 课程 的 学 生 数 . 由 容 斥 原 理 ( 定 理 6.7) ,T=5 一 gz 十 $3 一 $1， 
这 里 一 12 十 20 十 20 十 8 一 60， 9 一 5 十 ?十 4 十 16 十 4 十 3 一 39， 
5 二 3 十 2 十 2 十 3 二 10， 5 一 2 
于 是 了 = 如 ,由 此 N=71 十 T1009, 
6.29 ”证明 若 态 ,B 为 不 交 的 有 限 集 , 则 AUB 是 有 限 的 ,日 aCAUB) 一 nCA) 二 nC(B). 
证 ep 在 计算 4UB 的 元 素 个 数 时 ,首先 计算 4 中 的 元 素 , 有 xz(4) 个 元 素 .AU 中 仅 有 的 其 余 元 
素 是 那些 在 召 中 但 不 在 4 中 的 元 素 . 但 由 于 半 与 互 不 相交 . 故 B 中 没有 元 妾 在 A 中 ,因而 有 ncB) 个 


元 泰 在 中 但 不 在 A 中 ,由 此 ， 
nA U BY = A) + na(B). 


6, 30 对 两 个 集合 证 明定 埋 6.7: 
nCA ULB) = na) +nB} — nA NY BY. 
证 5” 在 计算 AUB 的 元 素 时 ,我 们 计算 4 中 的 元 素 和 互 中 的 元 率 ,4 中 有 nt 和 个 ,BB 中 有 nCB) 
个 . 然而 ,4 门 B 的 元 素 被 数 了 两 次 ,于 是 
nA B= nA+nB -nAN By) 


即 为 所 求 ， 
或 ,由 不 变 并 
ALUB=AUIBA), B=ANB LA) 
及 前 一 问题 ,有 
ntA ULB) 一 zaCBa7，pfB) = ntAN B+at BA). 
于 是 mB\A} 二 n(B)—n(ANNB). 


因此 ， AUB)—n( A) Fu(B)—ncANB) 
即 为 所 求 ， 
补充 题 
阶 箭 符号 
6 To 和 生计 
6.32 求 值 :(a) 0) (hb) () Ca 0 Cg (0) (e) (2) GD (1 


Ga 证明 ao (+ +) +) + (2, 


©» -ee 


56.34 ia) 若 汽车 牌照 由 2 个 不 同 的 字母 , 紧 跟 着 有 3 个 不 同 的 数字 构成 , 间 有 多少 个 汽车 牌照 ? 
(hb .车 第 一 个 数字 不 能 为 0 呢 ? 

6.35 在 各 和 呈 之 间 有 6 条 路 ,已 和 C 之 间 有 4 和 杀 路 ,求人 们 能 行 驴 的 方法 数 :fay 从 各 经 量 到 CCby 往返 
从 六 经 B 到 C;(c) 往返 从 站 经 8B 到 忆 . 但 同一 条 周 不 能 超过 一 -次 . 

65,36 6 个 人 滑 … 个 当权 , 求 其 中 3 人 必须 驾驶 雪 模 的 方法 数 . 

6,37 ta) 求 5 人 举 成 一 排 的 方法 数 . 
(hy 车 有 两 人 坚持 相 邻 而 坐 , 则 有 和 多少 种 方法 ? 


6, 42 


看 .43 


6.45 
6.46 


6,.31 
6, 3 之 
看 33 
.34 


(ce) 若 围 圆桌 而 坐 , 求 解 (a). 

《d) 车 围 圆 桌 而 谷 , 求 解 (b). 

求 将 5 本 大 书 ,4 本 中 等 书 和 3 本 小 书 放 在 书架 上 ,使 得 同 规格 的 书 放 在 一 起 的 方法 数 . 
Ca) 求 由 单词 ELEVEN 的 宇 母 构成 的 排列 数 . 

tb 其 中 用 少 个 以 玉 开 头 和 和 结尾 . 

te) 其 中 有 密 少 个 排列 ,使 得 3 个 王 连 在 -起 ? 

(37 有 煞 少 个 以 下 开 头 , 以 六 结 尾 ? 

(a 3 个 男 防 和 2 个 女孩 坐 成 -- 排 上 有 凶 少 种 方法 ? 

《b) 车 男 防 华 在 一 起 ,女孩 坐 在 一 起 呢 ? 

《ce) 若 只 是 去 护 坐 在 一 起 呢 ? 


他 
[一 


一 名 妇 去 有 1 位 执 友 . 

(a) 她 有 老少 种 方法 邀请 其 中 五 位 共 进 午餐 ? 

《b) 车 有 两 人 是 夫妇 ,必须 间 时 参加 嘱 ? 

(tc) 车 有 两 人 关系 不 好 ,不 能 同时 参加 呢 ? 

一 名 妇女 有 11 位 好 友 ,其 中 6 人 为 女士 . 

(a) 她 有 多 少 种 方法 遵 请 至 少 3 人 参加 聚会 ? 

(b) 车 她 想 要 男女 人 数 相等 (包括 她 自己 ), 则 她 有 和 多少 种 方法 邀请 至 少 3 人 ? 
一 次 考试 ,一 位 学 生 要 回答 13 个 问题 中 的 10 题 ， 

《al 必 有 密 少 个 选 筷 方 法 ? 

《b) 若 他 必须 回答 第 一 .第 二 个 问题 呢 ? 

(e 着 他 必须 回答 第 一 或 第 二 个 问题 {不 同时 回答 } 呢 ? 
0d) 车 他 必须 回答 前 5 个 问题 中 的 正好 3 个 问题 呢 ? 
(e) 若 他 必须 回答 前 5 个 问题 中 的 至 少 3 个 问题 昵 ? 


分 


10 名 学 生 分 成 3 个 队 , 有 和 多少 种 方法 使 得 一 个 队 会 4 名 学 生 , 务 2 个 队 含 有 3 名 学 生 ? 

将 14 人 分 为 5 个 委员 会 ,有 多少 种 方法 使 得 两 个 委员 会 含 3 人 ,其 他 的 委员 会 含 2 人 ? 

(ay 若 允 许 有 空子 集 , 则 有 多少 种 方法 将 含有 3 个 元 素 的 集合 划分 为 (1 3 个 有 郑 子 集 , ti 3 个 无 序 子 
E 

(b) 有 凶 少 种 方法 将 4 个 元 素 的 集合 划分 为 (i) 3 个 有 序 子 集 ,( 3 个 无 序 子 集 ? 


80 位 有 有 车 者 的 样本 数据 显示 ,24 人 有 客 贷 两 用 车 .62 人 有 非 客 货 两 用 车 . 求 既 有 客 货 两 用 车 又 有 其 他 
车 的 人 数 扣 

设 有 12 人 读 ( 华 尔 衔 杂 志 XCW) 或 《商业 周报 六 BB 或 两 者 都 读 . 已 知 3 人 只 读 t 华 尔 衡 杂志 》,6 人 两 者 
都 读 . 求 只 读 4 商 业 周 报 ? 的 人 数 上 

证 明 任何 7 个 不 同 的 整数 中 , 必 有 两 个 整数 x 和 ,使 得 或 者 x 十 y 或 者 x 一 y 能 被 10 整除 ， 

在 = 个 选手 的 竞赛 中 ,每 个 选手 都 与 其 他 选手 比赛 ,每 个 选手 至 少 赢 一 场 . 证 明 : 至 少 有 两 人 赢 的 场 数 
相等 . 


补充 题 答案 


(ay nl; 《by ntn—1)=m on Ce) Ca 十 1 十 3] 《da 一 站 人 一 * 十 1)， 
Ca) 10; Cb) 35; (Ce) 91; (Cd) 15; (Ce) 1140; ‘fy 816. 

提示 :(a) 展开 (1 十 1)"; ib) 展开 (1 一 1)". 

(a) 26 + 25 + 10 -9.8=458000; Cb) 26 .25 .9 .9 -8 一 421 200. 


*，126 ， 


离 散 数 学 


$6, 35 


【ay 24; {hy 576 《ec) 360, 


6.36 360. 


6.37 
6, 38 
6. 39 
6. 40 
6. 41 


6. 42 


6.43 


6. 44 


0, 45 
6. 46 


6.47 
60.48 
5. 49 


6, 50 


(a) 120; (b) 48; {ce) 24; (©d) 12. 

31 51 41 31 一 103 680. 

《ay 120; Cb) 24; Ce) 24; (Cd) 12, 

《al 120; (bh) 24; {rc) 48, 

《al 462; Ch) 210; {ce) 252. 

Ca) 2 一 :一人 ) 一 (>)=1s81 或 (35)+ (7) + )=1981. 
5 /16 5 76 5 16 5、76 

Cb) (0) + (a) (3) (a)(2)+ (2)(1)=325. 

(Ca) 286， (by 165; {ec) 110; (qd 80; (ey 276, 
! 10 

zt 0 或 (4 

141 ._1 

31 3! 20 21 21 21 “ 21 41 

(a) (1) 下 一 27{ 每 个 元 素 可 放 在 三 个 部 分 的 任 一 部 分 中 ). 

(iD 三 个 部 分 四 元 素 的 个 数 可 如 下 分 布 : 

fa [13 .008,108]: ED 人 0 站 《LOL (1) 

于 是 ,划分 数 为 IT 十 3 十 1 一 5. 

《by 《9 3 一 81. 

《ii 三 个 部 分 中 元 素 的 个 数 可 如 下 分 布 ， 

《al LC{4} ,10}, {07]; 《bl CE{3},{1), 10}]s 

(Ce) [1{2} {12}, {0 3; Cdy Fi2},{1},{1}]. 

于 是 ,划分 数 为 ”1 十 4 二 3 十 6 二 14. 

由 定理 .9 一 人 2 十 24 一 80 一 6. 

注音 到 ”WUB 一 WUOW 介 BUCBNWD,; 且 是 不 交 并 , 于 是 ,12 一 3 十 6 十 开展 让 二 3. 

设 突 二 [asxz yz I7} 为 7 个 不 同 整 数 的 集合 .+ 为 x, 被 10 除 所 得 的 余数 . 考察 基 的 划分 ， 

Hi={x, tr,—0|, Hs = {zx; + r=—5}, 

有 一 {zt :一 1 或 9}， 五 ,一 (zi ! ri 一 2 或 8}， 

五: 一 人 :一 3 或 71， He-{z !r 一 4 或 6}. 

有 ?7 个 谷子 6 个 难 笼 ,车 zz 与 y 在 Hit 或 Hi) 中 , 则 zy 与 x 一 y 被 10 整除 . 若 工 与 y 在 其 余 4 个 于 

集 之 一 , 则 或 x 一 y 或 x 十 » 被 10 整除 . 但 不 同时 被 10 整除 . 

每 个 选手 赢 的 次 数 至 少 为 1, 至 多 为 n 一 1. 这 n 一 1 个 数 对 应 于 xz 一 1 个 鲍 乱 ,其 不 能 容纳 n 个 选手 “名 

子 ” 于 是 ,至 少 有 两 个 选手 赢 的 场 数 相等 . 


5 


一 2100， 
) 


一 3 153 150, 


第 七 千 概 率 论 
7.1 引 言 


概率 论 是 机 会 与 随机 性 现象 的 一 个 数学 模型 . 若 随 机 地 毛 硬 币 , 则 有 可 能 正面 或 反面 朝 
上 ,但 对 某 一 次 投 迫 ,我 们 并 不 知道 是 正面 还 是 反 曾 朝 土 . 用， 表示 掷 ” 次 硬币 正面 朝 圭 的 次 
数 . 随 着 n 的 增加 , 比 大: 变 得 非常 稳定 . 这 个 比 称 为 结果 的 相对 频数 . 如 果 黎 币 非 常 均 衡 ， 


那么 可 以 期 望 正面 朝 上 近似 达到 总 次 数 的 50%, 换 名 话说 ,相对 频数 接近 去 .也 就 是 说 ,假设 
硬币 非常 均衡, 则 可 以 达到 喜 . 即 硬币 两 个 面 出 现 的 可 能 性 一 样 ;因此 出 现 正面 的 机 会 为 方 ,也 


就 是 正面 朝 上 的 概率 为 二 . 尽管 每 次 掷 厂 币 的 结 梁 是 本 知 的 ,但 是 总 体 的 表现 是 确定 的 . 随机 


现象 的 这 种 长 远 的 表现 构成 了 概率 论 的 基础 . 

随机 现象 的 梳 率 模型 由 对 一 个 实验 的 每 一 次 可 能 结果 分 配 * 概 率 ” 定 义 . 对 于 一 个 给 定 实 
验 , 该 模型 的 可 靠 性 依 顿 于 所 分 配 的 概率 与 极限 相对 频数 的 贴近 程度 . 这 就 引出 了 可 靠 性 检验 
问题 ,这 属于 统计 学 ,超越 了 本 书 研究 范围 ， 


7.2 样本 空间 与 府 忻 


一 个 实验 的 所 有 可 能 结果 的 集合 S 称 为 样本 空间 , 特定 的 结果 , 即 5 的 元 素 称 为 样本 点 . 
事件 4 是 结果 的 集合 . 换 句 话说 ,事件 A 为 样本 空间 的 子 集 . 特别 地 ,由 单个 样本 点 a€ 5 构成 
的 集合 {a} 称 为 基本 事件 . 此 外 , 空 集 凶 与 S 本 身 都 是 事件 ;有 时 儿 称 为 不 可 能 事件 或 霍 事件 . 

由 于 一 个 事件 就 是 一 个 集合 ,所 以 利用 各 种 集合 运算 可 以 将 一 些 事件 组 合成 新 的 事件 ， 

《in 事件 AUB 发 生 当 且 仅 当 A4 发 生 或 吾 发 生 ( 或 同时 ). 

站) 事件 和 人 门卫 发 生 当 且 仅 当 凡 发 生 且 B 发 生 . 

《iiD A 的 补 和 (也 记 为 4) 发 生 当 且 仅 当 4 不 发 生 . 

若 事 忻 4 与 BB 是 不 交 的 , 即 ANB== 儿 , 则 称 和 A 与 B 相互 排斥 的 . 换 名 话说 ,和 与 召 相 互 
排斥 当 且 仅 当 它们 不 能 同时 发 生 , 如 果 3 个 或 风 多 的 事件 两 两 相互 排斥 ,那么 就 称 这 组 事件 相 
互 排 奈 . 

例 7.1 《ay 实验 : 毛 斤 子 ,并 观察 后 部 出 现 的 点 数 ， 
样本 空间 S 含 有 5 个 可 能 的 数 , 即 
S= {1,2,3,4,5,6}. 
记 妨 为 出 现 侦 数 事 件 ,B 表示 出 现 奇数 事件 ,C 表示 出 现 素数 事件 , 即 , 设 
A=12.4,6}， B={1,3,5}, C={2,3,5}, 
事件 ALUC= 12,3,4,5,6) 为 出 现 偶数 或 素数 . 
事件 吾 门 C 一 43,5} 为 出 现 奇 素数 ， 
事件 性 一 {1,4,6) 为 不 出 现 素数 . 
注意 到 和 与 吾 是 相互 排斥 的 :A 门 B 一 忆 . 换 句 话说 ,偶数 与 奇数 不 能 同时 出 现 . 
(b) 实验 ; 指 硬 币 3 次 ,并 观察 正 (H7) 、 反 (T) 面 朝 上 的 序列 . 
样本 空间 含有 下 列 八 个 元 素 ; 
Ss= HHH,HHT,HTH.,HTT,THH,THT,TTH, TTT}. 
设 4 为 至 少 两 个 相继 正面 朝 上 的 事件 ,B 为 所 有 投掷 相同 的 事件 , 见 
A= {HHH,HHT,THH}, B= HHH, TTT}., 
那么 A 门 B={HHH} 为 仅 出 现 正 面 朝 上 的 事件 . 五 个 正 看 朝 上 的 事件 为 空 集 必 . 
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(ce) 实验 ; 括 硬 币 直 至 正面 朝 上 . 统计 撕 硬 币 的 次 数 . 
该 实验 的 样本 空间 5= 全 ,2,3,…), 由 于 每 个 止 整数 都 是 S 的 元 素 , 故 样本 空间 是 无 限 
的 . 
注 ?7. 104c) 的 样本 空间 不 是 有 限 的 .有 关 这 种 样本 空间 的 理论 超出 本 书 的 范围 . 由 此 ,从 
非 注 明 ,所 有 样本 空间 都 是 有 限 的 . 


7.3 ” 有限 概率 空间 


采用 下 面 的 定义 . 

定 闵 设 S 为 有 限 样 本 空间 ,与 一 {a sa" Ge , 若 对 S 的 每 个 点 底 ; 指定 一 个 实数 Pp :; 称 
为 a; 的 概率 ,是 满足 下 列 性 质 : 

(i) 每 个 p, 非 负 , 即 p. 守 0. 

《ii 所 有 p; 的 和 为 1, 即 pi 十 pz 十 "十 ps 二 1 
则 称 为 有 限 概 率 裤 间 ,或 称 为 概率 模型 ,事件 4 的 概率 沁 为 P(A), 定 义 为 A 中 点 的 概率 之 
和 . 

单元 素 集 ia,) 称 鸭 基 本 事件 ,为 方便 ,用 Pla;) 代 替 PCia,)). 
例 7.2 实验 ; 毛 3 校 硬币 ,并 观察 正面 朝 上 的 个 数 . [比较 上 页 的 例子 7.1(b).] 

样本 空间 S=10,1,2,3}, 对 S 的 元 素 的 下 述 指派 定义 了 一 个 概率 空间 ， 


一 土 一 也 = 2 =1 
P(0) = PD) = P= P38)=. 


即 ,每 个 概率 是 非 负 的 , 旦 概率 的 和 为 1 设 A 为 至 少 -个 正面 朝 上 的 事件 ,B 为 所 有 
正面 朝 上 或 所 有 反面 朝 上 的 事件 , 即 A 二 =!;,2,3},B 二 10,3}, 则 由 定义 知 


_ 3.3.1_ 7 
PCA) 一 POD+P(2) | P(3) 一 言 十 言 十 言 一 襄 ， 
_ 1 1 1 
P(B) = P(0) 十 P(3) 二 言 十 名 一 地 


等 概率 空间 


实验 的 自然 特征 常常 要 求 样 本 空间 的 各 种 结果 具有 相等 的 概率 , 这 样 的 有 限 概率 空间 , 即 
每 个 样本 点 有 相同 的 概率 的 有 限 概 率 空间 称 为 等 概率 空间 , 特别 地 ,着 S 有 rt 个 点 . 则 每 个 点 
的 概率 为 一 . 进一步 , 若 事件 4 有 个 点 , 则 它 的 概 上 率 为 "。 二 一 工 , 换 名 话说 
全 中 元 素 个 数 _ nCA) 或 P(A) 二 有 利于 有 的 结果 数 
S 中 元 彭 个 数 RS 全 部 可 能 结果 数 
这 里 ntA) 表 未 A 中 元 素 的 个 数 ， 

注意 上 面 PCA) 的 公式 仅 适 用 于 等 概率 空间 ,一 般 不 能 成 立 . 

术语 随机 仅 用 于 等 概率 空间 :“ 从 5 中 随机 地 选取 一 点 ”是 指 S 中 的 每 个 样本 点 有 相同 的 
被 选取 概率 ， 

例 7.3 从 一 副 52 张 普通 纸牌 中 抽取 一 张 纸 自 , 设 
A 二 { 这 张 牌 为 冉 桃 }， BB 二 {这 张 牌 为 太 牌 }， 
《天 有 牌 是 指 了 ,Q;,KK. ) 我 们 来 计算 PCA) ,PLB) 和 和 PtA 门 BY). 因为 是 等 概率 空间 , 故 
黑 桃 的 张 数 13 1 大 济 的 张 数 12 3 


P(A) = 


PtB) = 


PiA) = 


牌 的 张 数 52 二” 牌 的 张 数 “又 13， 
黑 祁 大牌 的 张 数 3 
P(A 门卫) = 朋 汐 张 玖 一 训 : 
有 关 有 限 概 率 空 间 的 定理 


直接 利用 等 个 事 停 的 概率 就 是 其 点 的 概率 之 和 这 个 事实 ,可 得 下 面 的 定理 ， 
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定理 7.1 定义 在 有 限 概 率 空 间 S 所 有 事件 点 上 的 概率 函数 P 有 如 下 性 质 ， 
[Pl]」 对 每 个 事件 4,0< 妇 PCA)<1. 
[P2] PCS) 一 1. 
[P3] 车 事件 A,B 相互 排斥 , 则 
P(A UB) = P(A) + PCBY. 
下 面 的 定理 使 我 们 的 直觉 正式 化 ;车 已 是 事件 五 发 生 的 概率 , 则 1 一 PP 是 事件 EF 不 迪生 


的 概率 《 即 , 若 我 人 有 次 数 的 也 二 计 击 中 目标 , 则 就 有 次 数 的 1 一 之 偏 离 目 标 ) 


定理 7.2 设 A 为 任 一 事件 , 则 P(A) 二 1 一 P(A), 

由 定理 7. 1 可 直接 推 得 下 面 的 定理 (由 问题 7. 16 证 明 ). 

定理 7.3 设 作为 空 集 .4,B 为 任意 两 个 事件 ,出 

(D P(2) =0, 

(i PCA\B})=PCA)— PANB). 

(i 车 ASB, 则 PC4) 扫 PCB). 

注意 到 定理 7. 1 中 的 性 质 [P3] 给 出 了 在 所 有 事件 不 相交 的 情形 下 事件 并 的 概率 . 一 般 的 
公式 (在 问题 7. 17 中 证 明 ) 称 为 加 法 原理 . 

定理 7. 4{ 加 法 原理 ) 对 任何 事件 A 与 B, 有 

P(A LU B} = P(A) + PB) — PA NM BY. 
例 7.4 100 名 学 生 中 有 30 名 学 数学 ,20 名 学 化 学 ,10 各 学 数学 和 化 学 , 从 中 随机 地 选 出 一 名 
学 生 , 求 该 学 生 学 数学 或 化 学 的 概率 p. 
设 M 二 {学 数学 的 学 生 } ,C= {学 化 学 的 学 生 }. 由 于 空间 是 等 概率 的 ,所 以 


0 =.2—1 

PD= jo6 = 16*P(O = jo06 =#; 
-0 1 
PAMSC)= PMNO = T0060= 


于 是 ,由 加 法 原理 (定理 7.4) 得 ， 
p= PAM 或 C) = P(MU CO = PM 十 PIC 一 POM 站 DC) 
3 7 和 


7.4 条 件 概率 


设 王 为 概率 空间 S 的 一 个 事件 ,P(E) >0. 在 已 已 发 生 的 条 件 下 ,事件 4 发生 的 概率 , 即 
在 五 发 生 的 条 件 下 ,4 的 条 件 概率 , 记 为 PCA|E). 定义 如 下 


_ P(ANE) 
POM EY 


正如 Venn 图 71, 在 某 此 意义 下 ,PCA|E) 给 出 了 A 关于 诱导 空间 EE 的 相对 概率 . 


人 


图 7-1 


设 5 为 等 概率 空间 ,mtA4) 表 示 事 件 A 的 元 素 个 数 , 则 
_ AT 了 _ ME) 
PANE 一 于 005) , P(E) 一 一 全 
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因此 ， 


， PAANE)Y nANE) 
PA i E) 一 PeE . 


(ED 
下 面 将 这 个 结果 正式 地 叙述 出 来 . 
定理 7.5 设 3 为 等 概率 空间 ,A, 王 为 两 个 事件 , 则 


”A NE 中 元 素 个 数 _ nCA NN EE) 
18) 一 五 中 元 素 个 数 “ 一 ACE) 


例 7.5 《a) 搓 一 对 相当 的 股子 . 样本 空间 S 由 36 个 有 序 偶 (a,b) 构 成 ,其 中 a 和 2 可 以 为 1 
到 6 的 任何 整数 ( 见 问题 7. 3), 于 是 ,任意 点 的 概率 为 站 . 求 和 为 6 时 ,一 个 仍 子 


是 2 的 概率 . 即 求 P(A| 五 ). 这 里 ， 
EE 二 {和 为 6},A = 二 {至 少 有 一 个 为 2}. 


也 求 PCA). 
五 由 5 个 元 素 组 成 ,特别 地 ， 
ES= {1,5),(2,4) ,3,3),(4,2), 5,1)}. 
其 中 两 个 (2,4) 和 4,2) 属 于 A, 上 脂 
ANE= {2,4),(4,2)). 


由 定理 7. 5,P(AIE) 一 二. 


六 二 4(2,17,(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)， 
(C1,2),(3,2), C4,2) ,3,2),56,2)), 


而 S 有 36 个 元 素 ， 因此 ,P(A)= 基 . 


(b) 一 对 夫妇 有 两 个 孩子 . 样本 空间 S== {三 ,bg,gb,gg} ,每 个 样本 点 概率 为 十 , 如 果 
已 知 
(i) 至 少 一 个 是 男孩 
(ii) 大 的 孩子 为 男孩 . 
求 两 个 孩子 都 是 男孩 的 概率 p. 


GD 诱导 空间 由 3 个 元 素 组 成 :{ 友 ,bg,85). 因此 ,p= 证. 
Gi 诱导 空间 只 有 2 个 元 素 , {65,5g} ,因此 ,一 沁 ， 


条 件 概率 的 乘法 定理 


设 4, 电 为 样本 空间 S 的 两 个 事件 ,Pa4) 盖 0. 由 条 件 概率 的 定义 
P(B 1 4) 一 二 


两 边 问 乘 以 PLA) 就 得 到 下 面 有 用 的 结论 . 
定理 7.6( 条 件 概率 的 腿 法 定理 ) PCLAfB) 一 P(A)P(B|A). 
匀 法 定理 给 出 了 求 两 事件 4 与 妃 都 发 生 的 概率 的 公式 , 容易 推广 到 3 个 或 多 个 事件 4 ， 
Az "Am; 四 
POA NM A MN NA) = PoeA) Pa | AP | A MN As fn MA. 
例 7.6 一 批 产 虽 有 12 件 , 其 中 4 件 为 次 品 . 随机 地 从 这 批 产 品 中 依次 抽取 3 件 . 求 3 个 都 不 
是 次 品 的 概率 记 , 


第 一 件 不 是 次 品 的 概率 为 已, 因为 12 件 产品 中 有 8 件 不 是 次 品 . 若 第 一 件 不 是 
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次 品 , 则 第 二 件 不 是 次 品 的 概率 为 方 ， 因为 剩 下 的 11 件 产品 中 只 有 7 件 不 是 次 品 . 若 


第 一 .二 件 不 是 次 品 , 则 最 后 件 不 是 次 品 的 概率 为 吝 ,因为 剩 下 的 10 件 产品 中 只 有 


6 件 不 是 次 品 , 于 是 ,由 乘法 定理 得 
8 7 #6 14 
3 


少 一 15 "1 行 " 和 二 第 全 由 2 


7.5 独立 事件 
设 和 A,B 为 概率 空间 S 的 两 个 事件 , 若 一 个 事件 的 发 生 并 不 影响 另 一 个 事件 的 发 生 , 则 称 
它们 是 独立 的 . 更 确切 地 , 若 呈 (B) 与 呈 B14) 相 出, 则 吕 与 和 独立 .在 蒋 法 定理 
Pt(4 门 B) 王 PCA)P(CBI4) 中 用 了 COB) 代 昔 PCB1A) 可 得 
PA By = PCA)PCB)， 
我 们 用 上 面 的 等 式 作 为 独立 性 的 正式 定义 ， 
定义 车 PtANMmB) 王 PCA)P0B), 风 称 事件 如 与 B 为 独立 的 ,否则 称 为 相关 的 . 


应 该 指出 ,独立 性 是 一 个 对 称 关系 ,特别 地 ,等 式 P(4A 门 B 芒 一 P(4)P(CB) 昔 含 了 
Pl(B|A)=P(B) 与 P(A!1B)= PA). 


例 7.7 指 硬 币 三 次 给 出 等 概率 空间 
Ss= {HHH,HHT,HTH,HTT,THH, THT, TTH,. TTT}. 

考虑 事件 : 

入 二 { 第 一 次 正面 朝 上 } 二 IHHHR,HHT,HTH,HTTY 

B= {第 二 次 止 面 朝 上 } = :HHH,HHT,THH,THT} 

C= { 恰 相连 两 次 正面 朝 上 } = ‘HHT,THH). 
显然 ,4 与 B 是 独立 事件 ;下 面 将 给 出 证 明 . 另 一 方面 ,4 与 C,B 与 C 之 间 的 关系 并 
不 明显 , 我 们 证 明 A 与 C 是 独立 的 ,但 B 与 C 是 相关 的 . 首先 


一 芋 一 工 一 芋 一 寺 一 2 一 
PtA) 一 8 一 ,PtB) = 下 (人 8 一 才 ， 


8 
再 者 ， 
P(A NB)= PCHHH,HHT)) =+, 
P(ANO= PCHHT)) = 1, 
PB NO= PUHHT,THH) = 1. 
因此 ， 


PCA)P(B) = 工 。. 工 一 工 一 PKA 门 B), 由 此 ,和 与 已 独立 ， 


2 2 4 
P(4A)P(CC) = > 。 一 二 PCA 门 C), 由 此 ,4 与 C 独立 . 
1 1 


了 二 言 关 PCB CC), 由 此 ,B 与 C 相关 . 
我 们 常常 假定 两 事件 是 独立 的 ,或 者 实验 本 身 草 含 了 两 个 事件 是 独立 的 . 
例 7.8 A 击 中 目标 的 概率 为 子 ,B 击 中 目标 的 概率 为 二 . 两 人 射击 目标 , 求 至 少 一 人 击 中 目 
标的 概率 , 即 A 或 B( 或 两 人 都 ) 击 中 目标 的 概率 . 


已 知 P(A) 一 寺 ,P(CB 一 二 . 求 PLAUB). 再 者 ,A 或 如 击 中 目标 的 概率 不 受 另 


A psd rH a 1 El 
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一 人 击 中 目标 的 影响 ; 即 A 击 中 目标 与 8 击 中 日 标 独立 , 即 P(4 门 有 一 PCA)PCB)， 
因此 ， 
POAUB= P(A)+P(B)— PANMB) = PC4) 十 PCB) 一 FEI4)PCB) 


一 二 + (人 ) 人 全)= 荔 


7.& 独立 重复 试验 ,二 项 分 布 


前 面 已 讨论 与 有 限 次 重复 试验 有 关 的 概率 空间 ,如 指 硬 币 三 次 , 下面 给 出 重复 的 概念 . 
定义 ” 设 5 汶 有限 概率 空间 . 称 S 的 有 序 n 元 组 构成 的 概率 空间 S, 为 n 个 独立 重复 试验 
的 空间 , 且 寺 元 组 的 颖 率 定 义 为 其 每 个 分 量 的 概率 的 乘积 ， 
Pltsissar in] = Plsy PUss 和 Cs)， 


例 7.9 3 匹 马 a,5,c 一 起 赛跑 ,它们 各 自 获胜 的 概率 为 地 , 计 和 十 . 换 言 之 ,S 一 laybvc}， 


PCa)= .PCE) 三 ,PCO)= 亏 :如果 比赛 两 次 , 则 两 次 重复 试验 的 赃 本 空间 为 


Ss 一 {acap sac ba tp ,tr ,ea seb ser }, 
为 方便 书写 ,将 有 序 偶 (a,c) 写 为 ac. 9 中 每 个 点 的 概率 为 


l/l'\. 1 -1 -1 
Plaa}= Pa Pa) = 3( 广 )= 了 本， Pitam) = a Pla) = 15 
_ ll 1 -1 1 
Piap)— PrayPp) = ( 3 )= 6， Pip) 一 下， Pimm) 一 8B? 
171 1 了 1 
Prlac)= Ptad Plc) = 译 (3 }= 3? Pi&} = 坟 : 了 cc) = 了 6: 


因此 ,c 胜 第 ~- 场 ,a 胜 第 二 场 的 概率 为 也 (ca) 一 


两 个 千 采 的 重复 试验 ,Bernoulli 试验 


考察 只 有 两 个 结果 的 试验 , 这 样 的 独立 重复 试验 称 为 Bernoulli 试验 ,是 以 瑞士 数学 家 
I. Bernoulli 1654 一 1705) 的 名 字 命 名 的 . 独立 试验 是 指 任何 试验 的 结果 木 依 顿 于 前 一 结果 
《如 , 拂 硬 币 }, 我 们 称 一 个 结果 为 成 功 , 另 一 结果 为 失败 . 

设 表示 Bernoulli 试 验 中 成 功 的 概率 ,因此 ,失败 的 概率 为 g 二 1 一 pp. 二 项 试验 由 一 组 
Bernoulli 试验 桔 成 , 符 导 BO:, 思 ) 表 示 个 试验 , 旦 成 功 概率 为 记 的 二 项 试验 . 

我 们 常常 对 二 项 试验 中 成 功 的 次 数 感 兴趣 ,而 并 不 关心 他 们 出 现 的 次 序 . 有 下 面 的 定理 
(在 问题 7. 38 中 证 明 ). 

定理 7.7 在 二 项 成 验 Btn,p) 中 恰 有 上 次 成 功 的 概 谤 为 


(EE) 一 P(t 昌 个 成 功 ) 一 (ja 
一 次 或 更 多 次 成 功 的 概率 为 1 一 g. 
这 里 [”) 为 二 项 式 系数 ,已 在 第 六 章 中 定义 和 讨论 . 


例 7.10， 摔 硬币 6 次, 称 正面 朝 上 为 成 功 .这 是 m6, 二 9 一 去 的 二 项 试验 
ay 恰 出 现 两 次 正面 的 概率 5 即 下 一 2 为 
6yrlvzrlt 15 
P(2) = (,)(3) (去 ) = 总 ~0.23. 
(b》 至少 4 次 正面 的 概率 ( 即 一 4,5,6) 汶 
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Pi4) 十 P(5) 十 P(6) 一 0) 3 ) (3 ) 一 (人 ( 仁 ) 入 上 (6)(3) 


15 6 ,1 11 
64 64 64 32 


(c) 末 出 现 正面 ( 即 全 失败 ?的 概率 为 图 一 ( 】 ) 一 南 , 因 此 ,一 次 或 更 多 次 正面 朝 上 


本 殉 一 一 1 53。 A 
的 概率 为 1 一 g* 二 1 衣 二 全 0 94. 


注 二 项 试验 BCn, 记 ) 的 疯 数 PCE) .k= 二 0,1,2,…,n 称 为 二 项 分 布 . 因为 它 对 应 于 二 项 展 
开 式 的 相继 项 : 


Gtp" =g+ (p+) pt 
在 本 章 的 后 面 再 解释 术语 分 布 的 用 处 . 
7.7 随机 变量 


设 5 为 一 个 实验 的 样本 空间 . 如 前 所 述 ,实验 的 结果 或 S 的 点 不 必 为 数 . 例如 , 掷 硬币 时 ， 
结果 为 正面 互 或 反面 工 掷 一 对 骨 子 时 ,结果 为 整数 对 , 然而 ,我 们 常 希望 对 实验 的 每 个 结果 
指定 一 个 数 . 例如 , 掷 硬币 时 ,可 指定 遇 为 1,T 为 0; 据 一 对 山子 时 ,对 结果 指定 两 整数 的 和 ， 
这 样 的 数值 指派 称 为 随机 变量 . 更 一 般 地 ,有 旭 下 定义 : 

定义 ”随机 变 要 站 为 一 个 法 则 , 它 对 样本 空间 S 的 每 个 结果 指定 一 个 数值 . 

用 Rx 表示 由 随机 变量 刁 指定 的 数 的 集合 . 也 称 Rx 为 范围 空间 . 

注 更 正式 地 说 ,外 为 从 S 到 实数 卫 的 一 个 清 数 ,Rx 为 七 的 值 域 . 对 某 些 无 限 样本 空间 
5,; 也 并 不 是 所 有 从 S 到 上 R 的 函数 都 可 认为 随机 变量 , 然而 ,这 里 的 样本 空间 是 有 限 的 , 且 定 义 
在 有 限 样 本 空间 上 的 每 个 实 值 消 数 都 是 随机 变量 . 

例 7.11 迫 一 对 骨 子 , ( 见 问题 7. 3). 样本 空间 由 36 个 有 序 偶 (a, 站 构成 ,这 里 4a,6 可 以 是 1 
到 6 的 任意 整数 , 即 ， 


S 一 (01,1),(],2)，…, (6,6))， 
设 瑟 指定 S 的 每 个 点 为 两 数 之 和 . 则 为 随机 变量 ,具有 范围 空间 
Rx = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12). 
设 Y 指定 每 个 点 为 两 数 中 的 最 大 数 . 则 Y 为 随机 变量 ,具有 范围 空间 


例 7.12 一 个 盒子 装 有 12 作 关 品 其 中 3 从 是 次 上 人 全 中 了 3 件 为 一 个 样品 . 样品 空间 S 
由 (一 220 个 不 同 的 3 个 元 素 的 样本 衔 成 . 设 X 为 该 样本 中 次 品 的 数量 . 则 X 为 
随机 变量 ,具有 范围 空间 Rx 一 {0,1,2,3}. 

随机 变量 的 概率 分 布 


设 Rx 一 1r1sTer'*" yzr} 为 定义 在 有 限 样本 空间 S 上 的 随机 蛮 旺 式 的 范围 空间 . 则 XX 诱导 
出 范围 空间 Rx 的 概率 指派 ， 

p. 二 P(x,) 一 P(X 一 x,) 一 S$ 中 像 为 xz; 的 点 的 概率 之 和 ， 

有 序 侦 (zi ;Pz pi) 的 集合 ,常用 - 张 表 表示 : 


称 为 随机 变量 XX 的 分 布 ， 
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当 $ 为 等 概率 空间 时 ,容易 从 下 面 的 结果 得 到 随机 变量 分 布 . 
定理 7.8 设 S 为 等 概率 空间 ,XX 为 S$ 上 的 随机 变量 ,具有 范围 空间 Rx= {x1 ,X22,， 
Te}. 则 
_ S$S 中 像 为 x; 的 点 数 
S 中 的 点 数 
例 7.13 考察 例 7. 11 的 随机 变量 关 , 它 将 和 指定 给 毛 一 对 骨 子 . 利用 定理 7.8 求 苇 的 分 布 ， 


和 为 2 的 结果 促 一 个 (1 因此 P(2) 一 去. 和 为 3 的 结果 有 两 个 , 1,2} 和 (2,1); 


p, = P(x.) 


因此 PC3) 一 委 . 和 为 4 的 结果 有 3 个 ,(1,3),(2,2),(3,1); 因 此 ,PC4) 二 蓄 . 类 似 


地 ,PC5) 一 站 ,PC6) 一 站 ,PC12) 一 吉 .X 的 分 布 由 Rx 中 的 点 及 其 概率 构成 , 即 


疡 站 


例 7.14 设 X 为 例 7. 12 的 随机 变量 . 利用 定理 7.8 求 X 的 分 布 . 
无 次 品 的 3- 元 样本 有 | 。 } 一 84 个 ,因此 PC0) 一 各. 合 一 个 次 品 的 3 -元 样本 有 
3 (。)=108 个 ,因此 ,PQ) 二 戎 8. 含 两 个 次 品 的 3 -元 样本 有 | >】 ' 9 一 27 个 , 因 


此 ,PC2) 一 此 5. 含 3 个 次 品 的 3-- 元 样本 只 有 一 个 ,因此 P(3) 一 弛 5, 由 此 得 六 的 分 
布 ， 


Te 0 1 2 3 


B84 108 27 1 
Pb | 33 220 220 220 


注 设 义 为 概率 空间 5 二 lal ,can} 的 随机 变量 , (XO) 是 多 项 式 , 则 f(X) 为 随 视 变 
量 , 其 指派 ACXCQ)) 到 点 a 即 OCa) 一 了 ACXCai)). 因此 ,车 关 取 值 x1 ,x:，…,x 的 各 自 
概率 为 pl » ps ,= 户 ,， 则 f(z) 取 值 Fx) Fr) Fn 具有 相同 的 对 应 概率 ， 

随机 变量 的 期 望 

设 久 为 随机 变量 . 关于 X 有 两 个 重要 的 度量 (参数 );X 的 均值 , 记 为 4 或 nx; 和 XX 的 标 
准 差 记 为 o 或 cx, 均值 £4: 也 称 为 XX 的 期 望 , 记 为 ECX), 在 一 定 意义 上 ,均值 4 测量 了 X 的 “中 
心 趋向 ”而 标准 差 测 量 了 X 的 “扩展 "或 “弥散 ”, (均值 有 时 也 称 为 平均 值 ,因为 它 对 应 着 一 组 
数 的 平均 值 . 而 一 个 数 的 概率 为 该 数 在 这 组 数 中 的 相对 频数 . ) 本 小 节 讨 论 ** 的 期 望 & 二 
ECX) ,下 节 讨 论 XX 的 标准 差 5. 

设 羡 为 概率 空间 S 二 {a1,62，… ;2m} 上 的 随机 变量 ,X 的 沟 什 或 期 望 如 下 定义 

gE ECX = Xla}Pla)t Klas Plas} + + Xam) Plan) 一 SXCad Pla). 
特别 地 , 若 已 知 六 的 分 布 


则 蕊 的 期 望 为 
二 E(tX) = XID Ta pa 二 "十 守 , 记 ， 二 Drip,. 
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(为 方便 ,省 略 求 和 符号 中 的 上 下 限 ). 

倒 7.15 (Ca) 掷 硬 币 6 次 . 正面 朝 上 的 次 数 及 其 概率 如 下 : 
no 1 2 3 1 5 86 
pL 6 G6 BB 6 1 


B14 时 64 4 54 4 G1 


那么 正面 朝 上 的 均值 或 期 望 或 期 望 值 为 


和 Eco 一 0( 才 1( 太 12 六)+ (多 4( 玉 )+ (六 +6 寺 ) 
一 3 


tb) 考察 例 7. 12 中 的 随机 变量 区 ,其 分 布 在 例 7. 14 中 . 它 给 出 了 在 3 -元 样本 中 次 
品 的 可 能 件数 及 其 概率 . 那么 站 的 期 并, 即 3 -元 样品 中 次 品 的 期 望 倩 为 


= EX) 一 0 26)+ 1 (20)+? (30)+ 3 (05)= 0.75. 


《c) 3 匹 马 wpc 参加 比赛 , 设 它 们 各 自 的 获胜 概率 为 却 , 寺 各 .再 设 X 为 获胜 马 


匹 的 支付 函数 ,日 a,B,c 获胜 分 别 支付 2 美元 ,6 美元 ,9 美元 . 则 比赛 的 期 望 支 
付 为 


FECAR)— Kia Pa + NCD PAH) 十 及 人 fc) 
23)ro(d) ed) 
随机 变量 的 方差 与 标准 差 
考察 随机 变量 装 , 其 均值 为 4, 概率 分 布 为 


如 下 定义 羡 的 方差 Var( 区 ) 与 标准 差 o; 
VarCX)= (ri — pt Cr 
= FE((X— A), 
oa—v Var(X), 
下 面 的 公式 在 计算 VarC(X} 时 常常 比 上 面 的 定义 更 方便 : 
VartX) = xip + Tip: TT rip = Drip, 一 同一 五 (人 — pe. 


注 由 上 面 的 公式 ,Var(X) 二 0 与 都 测量 了 诸 r, 对 均值 x 的 偏离 穆 度 ; 然 而 ,o 与 z 
有 相同 的 单位 . 


例 7.16 《a) 指 硬 币 $ 次 ,外表 示 正 面 朝 上 的 次 数 . 例 7.15ta} 给 出 了 六 XX 的 分 布 ,并 计算 了 均 
值 x 二 3. X 的 方差 可 如 下 计算 ， 


pst rp, = (xi pp 


一 2 2 6 全 2 15 
War 一 (0 一 3) Ba (1—3) 全 《2 一 3) 6 


1] 115 
二 下 十 (6 一 3) 8 一 15， 
或 ， 


1 6 215 220 ,215 
Var() 一 0 而 十 古村 十 家 十 全 宣 


6 2 _ ] 上 
| 可 3 一 


-rpm hee 


* 126 * 


离 散 数 
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(by 万 罕 辣 ?7.15() 中 的 随机 恋 量 
中 到 的 方 莽 计算 如 下 : 


2 84 2 
War 一 oO: so6 1 


于 是 , 标 淮 差 为 


因此 .标准 着 为 so 一 .3 导 1, 225( 正 面 朝 上 ). 


X ,已 计算 均值 4 一 0. 75.〔〈 其 分 布 出 现在 例 ?7. 14 


108 2 27 a 1 "2 
250 t 2 pop -| 总 写 CoO, 7 已， i, 


二 Var(X) 


二 项 分 布 


= v0. 46 a0, 68, 


考 戌 二 项 试验 Ban,z), 即 了 (ay 加) 由 村 个 独立 重复 试验 构成 ,每 个 试验 有 两 个 结果 :成 功 
与 失败 ,2 为 成 功 的 概率 .各 次 成 动 数 怀 是 一 个 随机 变量 ,其 分 布 如 图 7 -2. 


下 而 


中 所 1 了 _ n 
Prgk) 人 人 ee Ce 2p? '" 名 
图 7-2 
的 定理 是 实用 的 


定理 7,9 考察 二 项 分 布 BCn,p), 到 
(i 期 望 人 入 ECX) 二 4 二 np. 
[ii 方 六 Var(} 一 三 二 npy, 


《iii) 标准 莽 9 一 vnpg. 


例 7.17 (a) 某 男 子 击 中 目标 的 概率 为 2 一 总. 他 射击 100 次 , 求 他 击 中 日 标 数 的 期 望 值 x 及 


标准 差 5. 


这 里 = 二 ,由 此 gq 一 二 .因此 


A 二 np= lo00， 
(b) 求 通过 猜测 5 个 判断 是 


1 
5 
[=| 


20， 5 二 vnpg 一 100 "于 " 世 一 44. 


案 而 得 到 的 正确 答案 数 的 期 望 值 ECX0. 


1 


这 里 一方, 因此 ECX)==np 二 5， 方 二 2.5 


问题 与 解答 


样本 空间 与 事件 
设 4, 日 为 两 个 计件 . 求 下 列 事 件 的 表示 式 , 并 画 出 Yenn 图 : 


7.1 


(a) 及 但 不 是 B; 
Ce) 或 者 六 ;或 者 B, 但 不 全 部 . 
解 轨 ”ca) 因 入 发生 但 8B 不 发 生 .给 入 


tb) 既 不 是 A 也 人 不 是 B， 


内 得 在 BB 外 的 区 域 染 阳 里 , 如 图 7- 3ta), 由 于 8 不 发 生 , 所 


以 BB 的 补 语 发生. 因此 及 与 发 生 . 换 名 话说 该 事件 为 4 门 屯 ， 


{by)“ 既 不 是 态 也 不 是 B” 是 指 " 韭 4 非 B* 


; 目 六 门人 ;由 De Morgan 律 ;也 即 i 人 UBY', 因此 ,给 站 和 B 


的 外 部 . 即 LB 的 外 部 少 阴 影 .如 图 7 - 3(b), 


《ce) 由 于 及 或 BB 发生; 但 A.B 不 同时 发 生 


,给 入 与 日 的 区 域 , 公 共 部 分 除外 涂 上 阴影 - 如 网 7 - 3fc). 该 


事件 等 价 于 生发 生 但 吾 不 发 生 , 或 巨 发 生 但 4 不 斤 生 . 因此 ,该 事件 为 (和 4 门下 LB 门 A), 
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(a) 才 但 不 是 8 (bj 既 不 是 4 也 不 是 8 (oj 4 或 8、 人 不 全 部 
图 7-3 


人 2 掷 一 枚 硬币 和 一 个 吉 子 ,样本 空间 S$ 由 12 个 元 素 构成 ， 
3= {HI1,H2,H3,H4,H5,H6,T1,T2,T3,T4,T5,T6}. 
(a) 准确 表达 下 列 事件 : 
二 {正面 与 一 个 偶数 出 现 ), 
8 二 {出 现 一 个 素数 }, 
(一 《反面 与 一 个 奇数 出 现 }. 
Cb) 准确 表达 事件 ; (i) A 或 B 发 生 ;Gi) B 与 C 发 生 ;(i 仅 B 发 生 . 
Cc) 友 ,B,C 中 哪 一 对 事件 相互 排斥 > 
媚 要 (a A 的 元 案 就 是 5 中 由 一 个 H 和 一 个 偶数 构成 的 元 察 ， 
= {H2,H4, H8). 
B 的 元 案 就 是 S 中 第 二 个 分 量 为 素数 的 那些 点 ， 
= {H2, H3, H5,T2,T3,Ts5). 
C 的 元 素 为 S 中 由 一 个 和 一 个 奇数 构成 的 那些 点 ， 
= {Tl1,T3,T5}. 
(b) (iD AU B= {H2, H4, H6,H3,H5, T2, T3, T5}. 
(ii BNC={T3, TS}. 
Gi BNA NG =1H3, H5, T2). 
Cc) 因为 4 门 C 一 外 ,所 以 和 4 与 C 相互 排斥 . 

7.3 拂 一 对 骨 子 ,并 记录 上 面 的 两 个 数 ,描述 样本 空间 S， 并 求 $ 中 元 素 的 个 数 (CS)， 
毛 tr 每 个 最 子 上 有 6 个 可 能 的 数 ,1,2,…-,6. 因 此 AS) 一 6。 6 二 36, 且 SS 由 1~6 的 36 个 数 对 构 
成 . 图 7-4 给 出 了 这 36 个 数 对 , 且 每 行 有 相同 的 第 一 个 元 素 ,每 列 有 相同 的 第 2 个 元 素 . 

{1 ,112,13) ,1 dt1,5), (1,6) 
(2 1 2.2 .2,3), 2,4), C2,5), (2,.6) 
3,1) (3.2), 03.3) ;03,4), (3,5), {3,6) 
(人 1327 Cd,3) ,C4,4), (4.5), (4,6) 
(C531),(5.2), 05.3), 5.4), {5,5) ,5,6) 
{6 1) 8,2) 06,3) C6,4), (86,35), C5,6) 


图 7-4 


7.4 考察 问题 7. 3 中 的 样本 空间 S, 求 下 列 每 个 事件 中 元 素 的 个 数 ， 
(a) 有 一 { 两 数 相 等 }， 
《b) 8 二 {两 数 的 和 至 少 为 10}. 
{0) C= (第 一 个 山子 上 出 现 5}. 
(d) DD 二 { 至 少 一 个 般 子 出 现 5). 
《e) 下 一 { 两 数 之 和 至 多 为 7}. 
得 中 利用 图 7-4 有 助 于 计算 事件 中 元 素 的 个 数 : 
C9) 及 二 {1,1) ,2,2), ,06,6)) ,因此 zfA4) 一 6. 
(b) B={(6,4),(5,5),(4,6),(6,5),(5,6),(6,6)) ,因此 ,mr(B) 一 6 
《ce CC 一 他 5,1905,2) ,05,8)}, 因 此 ,nt 中 二 6. 
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《dl 5 作为 第 一 个 元 束 有 6 个 数 但 ,作为 第 2 个 元 素 也 有 6 个 数 个 . 而 (5,5)? 两 种 情况 都 算 一 次 , 因此 
nD) -866—1=11, 
或 ,计数 图 7- 4 中 属于 DD 的 元 素 得 到 nD}=11. 
(8) 设 nl3) 表 示 S 中 和 为 的 数 偶 的 个 数 ,和 为 7 出现 谋 图 7- 4 数 阵 的 对 角 线 上 ;因此 (7) 一 和 为 
和 正好 出 现在 对 角 线 的 上 面 ,因此 wt6)= 二 5. 类 柜 地 ,nt5) 二 4,n(3) 一 2,n(2) 二 1, 因 此 ， 
nFE) 一 6 十 5 十 4 十 3 十 2 十 1 一 2 
或 ,zt7? 一 6 了 且 剩 下 36 一 5 一 30 个 数 便 ,其 中 一 - 半 和 太 于 7, 一 半 和 小 于 7. 因此 ,af 瑟 ) 一 6 十 15 二 21。 


有 限 等 概率 空间 


了 ,与 


7.6 


了 .7 


求 每 个 事件 的 概率 p， 
Ca) 据 一 个 骨 子 出 现 偶 数 . 

Cb) 搓 3 个 硬币 至 少 一 次 正面 朝 上 . 

《c) 一 个 盒子 装 有 4 个 白 弹子 ,3 个 红 弹 子 和 5 个 蓝 弹 子 ,从 该 盒 中 随机 抓 出 一 个 暗 子 为 
红 弹 子 . 

解 号 ”每 个 样本 空间 5 为 等 概率 空间 , 因此 ,对 每 个 事件 已, 利用 

吾 中 元 素 个 数 _ (局 

5 中 元 素 个 数 ”x( 司 

(a) 在 6 种 情形 中 ,该 事件 以 3 种 方式 (2,4 或 5) 出 现 ,因此 p 一 过 一 消 、 


fb) 假设 硬币 是 可 区 分 的 ,有 8 种 情形 ， 
HHH,HHT, HTH, HTT, THH, THT. TTH,TTT., 


只 有 最 后 一 个 情形 不 符合 , 故 一 了 


PE) = 


《c) 有 4 十 3 十 5 一 12 个 弹子 ,其 中 3 个 红 弹子 .因此 ,# 一 5 一 


从 一 副 52 张 的 普通 纸牌 S 中 朱 出 一 张 , 求 其 概率 , 
Ca) 这 张 牌 为 K. 

Cb) 这 张 牌 为 大 有 牌 Ch 电 或 KK》， 

Cc) 这 张 牌 为 红心 . 

Cd) 这 张 牌 为 红心 大牌， 

Ce) 这 张 牌 为 大牌 或 红心 . 

解 ”这 里 (5) 一 52 


ta) 有 1 张 天, 内 此 ,2 一 让 一 证. 
Cb) 有 4141Xx3= 12 张 大 牌 , 因此 ,= 各 二 种， 
Ce) 有 13 张 红心 ,因此 ,p= 世 = 工 ， 


(dy 有 3 张 红 心 大 牌 . 因此 ,一 总 
(ey 设 ={ 大 牌 ; ;于 二 {红心} ; 则 
PFU)=aAmD+aAH}— aAFN HY=1213—3= 22, 


22_ill 
因此 ,p 一 sz 一 36: 


考虑 问题 7.2 中 的 样本 空间 S. 假设 硬币 与 般 子 是 公正 的 . 因此 5S 为 等 概率 空间 , 求 : 

(ay PLA), PCB)}, P(O); 《by》 PCAUB);, PCBMNO, PIBNA MCDY. 

解 sz。 由 于 S 为 等 概率 空间 ,所 以 利用 P(E) 二 莒 全 .这 里 a(S) 一 12. 只 需 计数 给 定 集 中 元 素 的 个 
数 . 


3 
ta PiLAT- 12 .PB 


= 了 一 
PC) 记 ， 


第 七 音 概 率 论 


7.8 


7.9 


- 3 1 _2 3 
th PLALIB)= 12"PBANO= :PBNA NOC— 1 


随机 地 从 一 副 52 张 的 普通 纸牌 中 抽取 两 种 纸牌 . 求 其 和 概率: 
(a) 两 张 是 黑 桃 ; 《b) 一 张 黑 桃 ,一 张 红 心 . 


52 
刀 sw 从 52 张 中 抽 取 2 张 有 ( 。) 一 -326 种 方法 ， 


13， 
Ca) 从 13 张 黑 桃 中 抽取 两 张 黑 桃 有 { 。) 一 78 种 方法 . 由 此 ， 


抽取 2 张 黑 桃 的 方法 数 _ ?78 _ 3 
抽取 2 张 牌 的 方法 数 。 13268 SL 


Cb) 有 13 张 早 桃 与 13 张 红 心 . 因此 有 13，13-_169 种 方法 抽取 一 张 黑 桃 和 一 张 红 心 , 由 此 p 二 -9 汪 一 
13 
102" 


一 个 盒子 装 有 两 只 白 袜子 和 两 只 蓝 袜 子 . 随机 地 取出 两 只 袜子 . 求 它们 是 相配 的 (同色 
的 ) 概 率 ， 
1 


4 
解 ez 有 (,) 一 6 种 方法 取 两 只 袜子 ,只 有 两 双 是 相配 的 . 于 是 p 一 和 一 二 


7.10 5 匹 马 参 加 比赛 .Audrey 随机 地 选择 两 匹 马 , 并 赌 它们 会 胜 . 求 Audrey 选 出 获胜 马 的 


概率 如 
5 
解 5 ”有 (，) 一 10 种 方法 选取 两 下 马 . 其 中 4 对 将 包含 获胜 马 .因此 p= 匠 = 二 . 


有 限 概 率 室 间 
7.11 样本 空间 SS 有 + 个 元 素 , 即 S 一 (alyasyasa) 5 在 下 列 哪 个 晒 数 下 成 为 概率 空间 ? 
(a) Po) 一方 ， Plas)== 言 ， Plas)= 计 ， Plas)= 直 . 
Cb) PCai) 一 半 ， Pias) 二 并， Plas)= 一 证 ， PCab) 一 坪 ， 
(0) Pa1)= 广 ， Plas)= 闻 ， Pas) 一 寺 ， Ptad) 一 言 . 
(d) Pta)= 工 ， Pa 一 土 ， Pa 一 鞋 ， Pa 一 0 
on? a! 43 一， 二 


解 BF (a) 由 于 样本 点 秆 的 和 大 于 1, 所 以 这 个 隐 数 末 将 5 定 文 为 相 率 空间 . 

Cb) 由 于 P(as ) 为 负数 , 所 以 这 个 函数 未 将 5 定义 为 概率 空间 . 

(ce) 由 于 每 个 值 是 非 负 的 , 且 它 们 的 和 为 1, 所 以 这 个 函数 定义 5S 为 一 个 概率 空间 . 

Cd) 所 有 值 都 是 非 负 的 , 且 相 加 为 1, 因 此 该 函数 将 5 定义 为 一 个 概率 空间 . 

加 重 一 枚 硬币 ,使 得 正面 朝 上 的 可 能 性 为 反而 朝 t 的 黄 倍 , 求 PCT) 和 PCH). 


解 tr 设 P(T)=p, 则 PCHD=2p. 令 概率 的 和 等 于 1. 即 令 坟 十 2p==1. 于 是 Pp 一 计 , 因此 PCH) 一 
2 1 

PDD=3: 

加 重 一 个 锅子 使 得 结果 给 出 下 面 的 概率 分 布 : 


估 果 1 2 3 4 5 6 


概 率 0.1 0.3 D.2 如 1 v1 站 .了 


考虑 事件 ， 
态 二 {偶数 }， B 一 12,3,4,5}， C={x re<3) 站 一 fr: x>7}. 
求 下 列 概 率 : 


» 140 » 


离散 数学 


7.14 


7.15 


7.16 


(ay (CD POAY, (0 PCBY, (iiy PCY), Civ} POD). 
(by Pa PIB POO, POU). 
Ce) DD PANMBY, GD PAUO, 《ii PCBNO. 


解困 (al 对 任 一 事件 , 相 加 EE 中 元 素 的 概率 求 得 PCE). 因此 : 
CD 有 有 二 {2,4,6} 因此 PCA) 一 0,3 十 0.1 十 0. 2 一 0. 友 
(iD PCB) 一 0. 3 十 0. 2 十 0.1 十 0.1 一 和 7. 
Ci C={1,2} ,因此 PCC 一 和 1 十 0. 3 一 0.4. 
[ivr> 厂 一 世 , 空 集 . 古 此 PCDD) 一 0. 
Cb) 利用 PE ) 一 1 一 PCE) 可 得 
Pd 一 上 一 站 6 一 口 4 PC = 1—0.4=0.6, 
PiB}= 1—0.7 = 0.3, PD)Q=1—0=1. 
Cc) (DD AMmB={2,4), 因 此 PLATB}=0.3 十 0. 1 二 .4 
Ci AUC={11,2,3,4,5} 一 4687" ,因此 PiAUOO 一 1 一 0. 2 一 0.8. 
5iiiy BNC={2}, 因 此 PCB 门 0Oy==0.3, 
设 4,B 为 两 个 事件 , 且 PiA) 一 0.6,P(B) 一 0. 3,P(A 门 B)=0. 2, 求 概率 ， 
(a) 让 不 发 生 ， Cb) BB 不 发 生 . 
《cy 和 肥 或 BB 发 生 . (Cd) 4,B 都 不 发 生 . 
解 归 (Ca) P( 非 A)=PCA)=1 一 P(A)=0.4. 
(by P( 非 B)=PCB)==1 一 P(B) 二 0.7. 
(0) 由 加 法 原理 ,得 


P(A 或 B= P(A UB) 一 BA 十 PCB) 一 PIAD 门 本 
=0,6+0.3—0.2=0.7. 
《0) 回忆 (图 7-3tb)) 有 A,B 都 不 发 生 就 是 AUB 的 补 , 因此 
P(4 ,都 不 发 生 ) 一 PICAUB7 一 1 一 PCAUB} 一 1 一 9.7 一 3, 
证 明定 理 7.2: P(A') 二 1 一 P(A). 
证 ”5S 二 AUA ,A 与 A 是 不 交 的 .于 是 
1 = P(tS) = P(A DU A = PA + PA). 


由 此 得 证 . 
证 明定 理 7.3: 
(D PIC) =0, 


(iD PCA\B)=P(AY)— PANMB), 
(让) 着 ACB, 刚 PCA) 态 P(B). 
证 阿 (区 一, 旦 PS) 一 1 因此 PC 一 1 一 1 一 0. 
Ci) 正如 图 ?7-5C0) ,A 一 CAB}UCA 站 mB) AAS 与 上 4 门 召 不 相交 ,因此 
P(A4) = PLA\BY+ PLAN BB. 
由 此 得 证 . 
Ci 车 六 SEB. 则 ,如 图 7-5(b),B 一 AU(BNA) ,这 里 点 与 日 4 是 不 相交 的 ,因此 ， 
P(B) = PLAY + PCB\A), 
因为 PCBVAD) 守 0, 所 以 PA) 所 P(B). 


| 
及 六 ) 
/8 


Bp 


| \ 


(a) 阴影 为 4 (bj 阴影 为 有 (5) 阴影 为 4 己 瑟 


图 7=-5 
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7.17 


7.18 


7.21 


证 明定 理 7.4( 加 法 原理 ) :对 任何 事件 4 和 B、 
己 (A 吕 呈 ) 一 PSA) ~ PCB}Y— PA NM By. 
证 国 如 图 7 -5 所 示 , 和 局 有 一 (ARBTUB. 这 时 4 有 与 玉 后 不 相交 , 于 是 ,利用 定理 7. 3(tii} 得 ， 
P(A IPB 一 TARPB 二 PTIB) = PiAY— PANM BY PB) 
— PiAY + PB)-- POANM BY, 


条 件 概 率 
3 校 硬币 ,一 分 , 伍 分 和 一 角 各 握 一 次 . 如 果 (a) 一 分 正面 朝 上 ;{b) 译 少 一 校 硬币 正面 
朝 上 , 求 都 是 正面 朝 上 的 概率 pp. 
样本 空间 有 8 个 元 素 : 


Ss=~ {HHH,HHT,HTH,HTT,.THH,THT,TTH.TTT}. 

解 KP (a) 若 一 分 币 正面 朝 上 , 则 诱导 样本 空间 为 

上 一 IHHH,HHT,HTIH,HTTY， 
因为 所 有 硬币 都 正面 朝 上 在 四 种 情形 中 上 只 有 一 种 符合 . 所 以 p= 地 
Cb) 若 一 个 或 多 个 正面 朝 上 , 则 诱导 样本 空间 为 

B= {HHH,HHT,HTH.HTT,THH,.THT,TTH)}. 
由 于 所 有 硬币 都 正面 朝 上 在 7 种 情形 只 有 -个 符合 . 所 以 p 一 亏 ， 

抛 一 对 盘子 . 如 果 (a) 第 一 个 股 子 出 现 5;(5) 至 少 一 个 般 子 出 现 5. 求 和 大 于 或 等 于 10 
的 概率 , 
租 5 。(a) 若 第 1 个 盘子 出 现 5, 则 诱导 样本 空间 为 


站 二 {C5 1 D2 OA HS) DB }, 


和 大 于 或 等 于 10 在 6 个 结果 中 有 2 个 :(5,5),(5,6). 因此 p 一 圭一 证 . 


tb) 车 至 少 一 个 骨 子 出 现 5, 则 诱导 样本 空间 有 11 个 元 素 . 
B={(5 .53,0033 .5,4), (5,3), (5.6). 
Cl SY (2630) Cd 5) 0,5)}, 


和 太 于 或 等 于 10 在 11 个 结果 中 有 3 个 :C5,5),(5,6} 和 t6,5), 因 此 = 六 

在 某 大 学 城 ,25% 的 学 生 数 学 不 及 格 ,15% 的 学 生化 学 不 及 格 ,10% 的 学 生 数 学 与 化 学 
两 门 不 及 格 . 现 随机 地 选 一 个 学 生 ， 

《a) 若 他 化 学 不 及 格 , 则 他 数学 不 及 格 的 概率 是 多 少 ? 

《by 若 数 学 不 及 格 , 则 他 化 学 不 及 格 的 概率 是 和 多少 ? 

《c) 他 数学 或 化 学 不 及 格 的 概率 是 多 少 ? 

《d) 他 数学 与 化 学 都 没有 不 及 格 的 概率 墟 多 少 ? 

和 解 是 (Ca) 已 知 该 生化 学 不 及 格 , 则 他 数学 不 及 格 的 概率 为 

PMN 0.1 2 


FM 一 一 PE 一 一 人 一 了 

(by 已 知 该 生 数学 不 及 格 ; 则 他 化 学 不 及 格 的 概 这 为 
. PCNMD O10 2 
PC | M BD 一 站 一 全 


te) 由 加 法 原理 (定理 7.4， 
PML OO 一 了 (AD 上 PIC PiMN CY 一 0 85 0.15 一 0 10 一口 30。 
(d) 数学 和 化 学 都 没有 不 及 格 的 学 生 为 集合 WUC 的 补 , 即 为 集合 (MUJC) 因此 ， 
POAMUCO Y=1— PM OG=1— 0. 30=0.70. 
揽 一 对 骨 子 . 若 出 现 的 两 数 不 同 , 丹 概率 ; (a) 和 为 6: Cb) 出 现 一 个 各 点 ;tc) 和 不 超过 4. 
解 ”有 36 种 方法 抛 一 对 山 子 . 其 中 有 6 个 :C1.1),(2,2),…,《6,6) 有 相向 的 数 , 于 是 诱导 样本 空 


" 123， 离散 数学 


间 友 36 一 6 一 30 个 元 素 ， 
《ay 和 为 6 有 4 种 方式 旱 现 ; (13 ,02,4) 42 5 1 (不 包 插 13, 3 因为 这 两 个 数 相 同 . ) 因 此 ， 


4_2 
Pao 15° 


《by 出 现 参 点 有 10 种 方式 :C1 ,2.013) ,C1 ,6) 和 (2), (3,1),…,(6,1}, 央 此 p 一 部 一 启 。 


Ce) 和 不 超过 4 有 4 种 方式 : (3,11,C1,3) .C2,1),( .2). 因此 ,p 访 一 况 . 


7.22 一 个 班 有 12 名 男生 和 4 和 名 女生 . 车 随机 地 从 中 选取 3 名 学 生 , 求 都 是 男生 的 概率 . 
解 7” 选 出 的 第 一 名 是 男生 的 概率 为 拼 , 因 为 16 名 学 后 中 有 12 位 男生 . 若 第 一 位 是 男生 , 则 第 二 


位 是 当 生 的 概率 为 六 ,因为 剩 下 的 15 名 学 生 中 有 11 位 男生 . 最 后 , 若 前 两 位 是 男生 , 则 第 三 位 是 男 


生 的 概 举 为 入 ,因为 镜 下 的 14 名 学 生 中 有 10 名 男生 . 因此 , 直 乘 法 原理 ,3 名 都 天 男生 的 概率 为 
_12 1 10 11 
16 15 14 38 
另 和 解 有 CC(16.3) 一 560 种 方法 从 18 名 学 生 中 选 3 位 且 有 Cdl2,3) 一 220 种 方法 从 12 名 男生 中 选 3 


名 男生 . 因此 2 一 2 一世. 


又 解 ” 若 一 个 一 个 地 选 , 则 有 16“"“15* 14 种 方法 选 3 名 学 生 ., 有 12 11 * 10 种 方法 选 3 名 男 学 生 . 
因此 


_12'11.10_1l 
16. 15* 14 28 


7.23 设 P(4)0, 若 (a) AA 为 B 的 子 集 ;(b) A 与 B 相互 排斥 . 则 求 PCB14)， 
解 二 (车 4 为 旦 的 子 集 ( 如 图 7-6(a)) 则 4 发 生日 一 定 发 千 . 因 此 PCB14) 一 1. 或 ,车 4 为 
B 的 子 集 , 则 A 门 BA 因此 ， 
P(BIA)= 


PAANMB)Y _ POAY 
PA)Y -POAY 


cb) 车 和 4 与 妃 相 互 排斥 , 即 下 相交 (如 图 7- 65b)), 则 上 痊 生 皇 一定 不 发 生 . 因此 PCBEAJ==0, 或 ,车 
久 与 日 不 相交 , 则 及 站 B= 二 多, 因此 


PBIA}= 


PiANMB}_ P(e) 0 
PA) PA PUA) 


O (人 


(a) ACB (b) ANB8= 名 


独立 性 


7.24 A 击 中 目标 的 概率 为 十,B 击 中 目标 的 概率 为 二 .他们 都 向 日 标 射 沿 . 求 其 概率 ; (a) A 
未 击 中 目标; <b》 都 击 中 日 标 ; (c》 一 大 击 中 目标 :dy 没有 人 击 中 目标 ， 
解 ey 已 知 PCA) 二 方 ,P(B) 一 二 (假设 事件 是 独立 的 ). 


(ay Pt 非 A 二 PLAY 二 1 一 PCA)~1 一 十 一 之 


3 3 
tb) 由 于 事件 是 独立 的 ,所 以 


PCASB)=PANB)= P(A PR): 记 。 二 = 


第 七 章 概 率 论 ，143 。 


Cc} 由 加 法 原理 (定理 7. 4)， 
P(A 或 B) 一 PiAUB)=PCA) 十 PC(B) 一 PLA 站 B= 一 十 二 一 二 二 和 讲 . 


Cd) P( 既 非 A 也 非 B) 二 PCCAUBY)=1~PLAUB)-1 一 训 = 蕊 ， 
7,25 对 一 个 有 子女 的 家 庭 考 虑 以 下 事件 ， 
太 二 {有 男 有 女 }、 BB 一 {至 多 一 个 男孩 }. 
ia) 若 该 家 庭 有 二 名 子女 , 则 A 与 B 独立 ， 
cb) 著 只 有 两 名 子女 , 则 A 与 B 相关 . 
解 BF (a) 等 概率 空间 为 S 一 1560 ,pg ,bBb 58E.SDD ,RE，ESBD,EEE). 因此， 


A 一 1bbg:BBB,bg8,E 了 ,gbg 88) ,由 此 ， P(A) 一 名 一 也， 
B= {hgg, Rog gE .EEE}, 由 此 ， P(B)== 备 = 六 ， 
ANMB= {bgg, gbg ,gg6), 由 此 ，。 PCANB)= 襄 ， 


因为 PCAYP(B) 一 皇 " 妆 一 名 =P(CANB), 所 以 A 与 B 独立 . 
(b) 等 往 率 空间 S=166,bg ,gb:g8} ,因此 


如 一 Tog,ezpyeg} 由 寺 ， PeB}= 


A 站 mB 二 ibg:gb} ,由 此 ， PiANMB)==. 


出 于 PLA3P0CB) 了 关 POA 站 BB ,所 以 六 与 B 机关. 

7,26 A 盒 装 有 5 个 红 弹 子 和 3 个 蓝 弹 子 ,B 盒 装 有 3 个 红 弹 子 和 2 个 蓝 弹子 .随机 地 从 每 个 
盒子 中 取 一 个 弹子 . 
a) 求 两 个 弹子 都 是 红色 的 概率 ， 
《b) 求 一 个 红色 一 个 蓝 色 的 概率 . 


解 eg。 (a) 从 人 么 使 中 选 一 个 红 弹 子 的 概率 为 二 ,从 妃 盒 中 选 一 个 红 弹 子 的 概率 为 羡 . 因为 事件 是 


独立 的, 所 以 p 二 时 . 羡 一 


co|ww 


Cb) 从 入 中 选 一 个 红 弹 子 ,从 台中 先 -- 个 蓝 弹 子 的 概率 p, 为 呈 ， 生 = 卫 ! 从 全 中 选 一 个 蓝 弹 子 ,从 


B 中 渤 一 个 红 弹 了 的 概率 pr 一 襄 ， 训 一 46- 因此 一 各 十 各 一 于 十 40 一 4 


7.27 证 明 ; 若 及 ,B 为 独立 事件 ; 则 Ar 与 B' 是 独立 事件 . 
证 加 设 P4)=zryPIB) 一 7, 则 PC4) 一 1 一 rr,P(EB) 一 1 一 由 于 4,B 为 独立 的 ,所 以 PCA 站 
驴 二 PCA)YPLB) 一 zy, 此 让， 
P(AU BY= PCOY)+PB) — PANM B= r+y— yy. 
由 DeNMiorgan 定律 ,CUBY = 一 A 门 Br. 因此 
PiAr NB)= PUAU BS 1— PAY B=1— rytay. 


另 一 方面 ， 

五 (内 一 人 1 一 了 人 一 妇 一 ] 一 工 一 Y 十 区 
于 是 PCA 门 BD 一 PCATYPLBY 由 此 ,4 与 B' 独立 ， 
类 和 似 地 可 以 证 明 六 与 B', 太 与 BB 都 是 独立 的 , 


重复 试验 ,二 项 分 布 
7.28 4 匹 马 a,5,c,d 一 同比 赛 .它们 各 自 的 效 胜 概率 分 别 为 0.2,0.5,0.1,0.2, 肥 5S= 


"144 。 
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3. 31 


{aprz)，Pfa) 一 0.2,PCD 一 0.5, PCc) 一 0.1,，PId) 一 0. 2. 现 比赛 3 次 ， 
(a) 描述 并 求 积 概率 空间 % 中 元 素 的 个 数 . 
Cb 求 同 一 匹 马 胜 3 场 的 概率 . 
(0) 求 a,pc 各 胜 一 场 的 概率 . 
解 #F (a) 由 定义 ,S 一 SXSXS=TCryz) :rwyrzxES ,由 
Pltz ye)) = Pry PY PEE), 

于 是 ,特别 地 ;S; 含有 和 时 一 时 个 元 束 . 
[by 记 fzryoz) 为 工 邮 , 求 事 件 和 一 faaapasyccec 的 概率 . 由 定义 

Paaay 一 《0. 2 = 0.008, Per) = (0,1) 二 0.001， 

已 (到 8 一 《0 5)3 = 0. 125, Pladd) = {0. 2)* = 0. 008, 


于 是 ， 
PAD) = 0.008+0.125+0,001+40.008 = 0.142. 


(cy 求 事件 B 一 {abe sachibacsbraycab;cba} 的 可 率 , B 中 的 每 个 事件 有 相同 的 概率 . 
0.2X05X 人 1 = 0,01. 
因此 PC(B)=6X0,01 一 0.06. 
掷 一 校 硬币 3 次 . 求 出 现 (a) 3 次 正面 ,Kb) 恰 两 次 正面 ;ce) 惟一 次 正面 ;(d) 没有 正面 
的 概率 . 
项 是 抢 硬 币 时 ,用 五 表示 正面 , 工 表示 反面 .3 次 投手 可 看 成 等 概率 空间 , 它 有 8 种 可 能 的 结果 : 
s= {HHH,HHT,HTH,HTT,THH, THT, TTH,TTT} 
由 于 和 任 一 投掷 的 结果 不 依 顿 于 其 他 投 迫 的 结果 ,所 以 3 次 投掷 可 看 成 3 次 独立 试验 ,每 次 试验 PLCH) 


-1 一 工 
二 也 'P(D 二 雪 . 那么 ， 


1,1,1_1 
Ca) P(3 次 正面 ) 一 PUHHH) 一 二 。 过， 王 = 言 . 


(Cb) 呈 ( 粕 2 次 正面 ) 一 PIHHT, 或 HTH, 或 工 IH) 


1.1 1 311 1 1 1 1 3 
一 人 “六 D1 S12- 


(e 如 (by ,P《 愉 一 次 正面 ) 一 P( 愉 两 次 反面 ?= 卫 ， 


《9) 如 (a),P( 没 有 正面 ) 一 P(3 次 反面 ) 一 十， 


John 击 中 目标 的 概率 为 p 一 十 . 他 射击 "一 6 次 . 求 他 击 中 目标 Ca) 从 两 次 ;(b) 多 于 4 


次 ;cy 某 少 一 次 的 概率 ， 
裔 9” 这 是 x 一 6,p 一 二 ,9 一 1 一 pp 一 宇 的 二 项 试验 , 即 B(6, 二 .由 此 ,利用 定理 7.7. 


Ca) Pw=(%)( 1) (3) =15C3)/(4)=1218a0. 297. 


By 1 Sl 1 18 1 19 19 
Cb) PCG)+P(6)=(。) (村 ) ( 字 ) +( 村 ) = 其 上 二 = 长 天 oo046. 


一 (也 一 729 _1- 729 _3367。 
(0 PO)=( 语 )】=z006; 因 此 ,P(X>0) 一 1 一 6 一 850. 82. 


假设 某 厂 生产 的 产品 20 史 为 次 品 , 设 随机 地 选取 4 件 . 求 概率 ;(a》 两 件 次 品 ;(b) 三 件 
次 品 ;(c) 没有 次 品 . 
角 ”这 是 nn 一 4,p 一 0.2,9 二 ] 一 pp 二 0. 8 的 二 项 试验 , 即 Bi4,0. ?). 拓 此 ,由 定理 ?7.7 得 ， 


4 
(ay P(2)— (ao 2)2 C0, 8): 一 0 1536. 


4 
Cb) PCG) 一 人 (0. 2)3 C0, 8) =0, 0256. 


Ce) 卫 (0) 一 (0. 8) =0. 4096. 
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了 7. 32 


了 .33 


7. 34 


7.35 


7.36 


了 .37 


A 参加 比赛 时 获胜 的 概率 为 二 设 4A 打 4 场 比赛 . 求 4 获胜 超过 半数 的 概率 . 


解 杀 ”这 里 "一 4:2 一 二 ,一 1 一 村. 若 义 获胜 3 场 或 4 场 比赛 , 则 4 获胜 超过 半数 . 因此 ， 
4 2YV 1Y /ANI2Y 32 16_16 
p=-P(3)+PO9 一 (,)(,) (3) +(1)(3) = 训 + 训 -站 =0.59 
某 家 庭 有 6 个 子女 . 求 有 
(a) 三 男 三 女 ; (b) 男孩 少 于 女孩 


的 概率 . 假设 任 一 小 孩 为 男孩 的 概率 为 误 ， 


解 ez 。 这 里 一 6,p 一 9 一 上 二， 


6 。 。 
Ca) bp-P(= 男 ) 一 (,) (去 ) (二 ) -如 -去 . 


(by 若 没 有 ,有 一 个 ,或 有 两 个 男孩 , 则 男 访 比 女 护 少 . 因此 
pp 二 P( 没 有 男 护 ) 十 Pi 一 个 男孩 ) 十 P(2 个 男孩 ) 


-+ 3+() 3 G3) 
某 种 导弹 以 p 二 0. 3 的 概率 击 中 目标 . 为 达到 圣 少 80 思 的 概率 击 中 有 目标 ,至 少 应 发 射 多 
少校 导弹 、 
解 ”未 击 中 目标 的 概率 为 4 二 1 一 p=0.7. 因此 = 枚 导弹 未 击 中 目标 的 概率 为 0. 7". 于 是 求 最 小 
的 ”使 得 
1—D.7m > 0.8, 
即 OQ, 7" <0, 2 
计 自 :0.7 一 0. 7, 0.7:==0, 49, 0. 7 一 0. 343, 0. 7 二 0. 2401, 0. 7 一 0. 16807， 
因此 ,至 少 应 发 射 5 枚 导弹 . 
至 少 应 毛 届 子 多 少 个 ,才能 使 得 获得 6 的 机 会 更 大 ? 
解 tr。 对 "个 股子 ,不 能 得 到 6 的 概率 为 { 二) .因此 , 求 最 小 的 ,使 得 
(六 ) = 去 

计算 : ( 训 ) = 旧 ,( 是 ) = 华 ,( 二 ) = 将 ,但 (号 ) = 人 和 < 省 .因此 必须 投 所 4 个 角子. 
某 足 球 队 获 胜 (W) 概 率 为 0.6, 输 球 (1.) 概 率 为 0.3, 平 局 CT) 概 率 为 0. 1. 该 队 在 周末 打 
3 场 比 赛 . (a) 确定 该 队 至 少 胜 两 场 且 一 场 示 输 事 件 A 的 元 家 ,并 求 P(A)， 
(b) 确定 该 队 按 某 顺 序 胜 . 输 . 平 的 事件 B 的 元 案 , 并 求 P(B). 
解 pF (a) A 由 至 少 有 2 个 多 ,没有 L 的 所 有 三 元 有 序 组 构成 . 于 是 

A= WWW,WWTI, WTIW,TWW). 


进一步 ， 
P(AS= PCOWWWD + PAWWT) 十 POCOWTW) + PCTWW) 
= (0, 6)00, 6) 00.6) + 0. 8) 00. 6) C0, 1) 
十 (0. 6700, 1) (60, 6) 二 (0.1)70. 6) C0. 的 
= 0,216 十 0.036 十 0.036 十 0.036 一 0. 324， 
(by B= {WLT,WTL,LWT.LTW,TWL,TIW). B 中 的 每 个 元 素 的 概率 为 (0. 6) ， (0, 3) * (0, 1) 一 
0.018, 因此 ， 
PCBY=6X0.018=0. 108. 
某 人 向 目标 开火 一 6 次, 击 中 目标 ==2 次 . 
Ca) 列 出 各 种 可 能 情形 . 
Cb)》 共 有 和 多少 种 情形 ? 
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解 三 (al] 列 出 全 部 有 两 次 成 功 (S} 和 4 次 失败 CF} 的 序列 : 
SSFFFF, SFSFFF, SFFSFF, SFFFSF, SFFFFS, FSSFFF, FSFSFF, FSFFSF, FSFFFS， 
FFSSEF, FFSFSF. FFSFFS, FFFSSF, FFFSFS, FFFFSS 


Cb) 上 面 列 出 了 15 种 不 同 的 情形 . 注意 这 等 于 ( > } .因为 我 们 在 序列 的 4 一 6 个 位 时 分配 两 个 字母 8 
证 明定 理 7.7: 二 项 试验 Btmz) 中 恰 天 次 成 功 的 概率 为 
PE) 一 Pt4 次 成 功 ) 一 人 


是 
一 次 或 更 多 次 成 功 的 概率 为 1 一 
证 FP ”1 个 重复 试验 的 样本 空间 由 所 有 分 量 为 3( 成 功 ) 或 F( 失 败 ) 的 -元 组 (n -元 序列 ) 构 成 . 设 
入 为 怡 二 次 成 功 的 事件 . 则 A 由 记 个 分 量 为 Sn 一 个 分 量 为 下 移 所 有 -元 组 构成 . 事件 4 中 的 2- 


pra™™. 


元 组 的 个 数 等 于 在 -元 组 的 a 个 分 量 中 分 配 个 字母 $ 的 方法 数 , 因 此 ,4 售 Cin, 和 一 (和 个 样本 
点 .入 中 每 个 点 的 概率 为 pig” ,因此 ， 
P(A) 一 ( pr， 
特别 地 ,没有 成 功 的 概率 为 
P(0) = (re 一 对. 
因此 ,一 次 尸 过 次 成 功 的 概率 为 1 一 gy. 


随机 变 痢 ,期望 


7.39 


7. 40 


一 位 选手 掷 两 枚 硬币 : 若 两 个 正面 , 则 他 赢 2 美元 ,车 一 个 正面 , 则 赢 1 美元 . 另 一 方面 ， 
若 没有 正面 , 则 他 输 3 美元 . 求 比赛 的 期 望 值 互 . 比赛 公平 否 ? 
(根据 玉 =0,E>0 或 E<0, 比 赛 对 选手 公平 ` 有 利 或 不 利 . ) 


解 9 ”样本 空间 S 一 {HH,HT,TH,TT), 生 每 个 样本 点 概率 为 地 ,根据 选手 所 得 ,有 
XA(HH) = 2， XLHT) 一 X(TH) = 1, XLTT) 一 一 3 


因此 ,X 的 分 布 为 
| 2 1 一 3 
P| 雪 4 地 
且 


E=EX) = 2 十 )+1( 全 -3 二) 一 25. 


因为 了 IN?20+ 所 以 比赛 对 选手 有 利 . 
随机 地 从 1 到 3 中 选 两 个 数 , 人 允许 重复 , 设立 为 两 数 之 和 , (a) 求 苹 的 分 布 , (Cb) 求 期 望 
EX). 


解 FP ”ca) 有 3 个 等 可 能 的 数 对 构成 了 样本 空间 $. X 假 设 什 2,3,4,5,6 具有 下 面 的 概率 ， 
P(2)= PG.D 一 二 ， PC3) = P((.2,(2.D) = 2, 
PD) = PEL,3) ,2,2),(3,1))) 一 站 ， 


有 3 一 车 ， P(6) = P(3,3) 一 误 . 


因此 ,分 布 为 


第 七 章 概 率 论 "147 ， 


Cb) 用 zx 的 什 乘 以 其 概率 再 相 如 可 得 期 望 值 EX). 因此 


ECX) 一 2 者 )++3( 卫 +1( 主 ) 一 5()+6( 襄 )= 生 = 
7. 41 加重 一 枚 硬币 使 得 PCHD 一半,P(T) 一 款 . 现 投 毛 硬 币 3 次 . 设 X 表 示 正面 朝 上 的 次 


数 . (a) 求 互 的 分 布 . Cb) 求 期 望 EX). 
解 三 ”(a) 样本 空间 为 
s= (HHH,HHT,HTH,HTT,THR,THT.TTH,TTT}， 
处 假设 值 0,1,2.3 的 概率 为 
1,.1.1]_1 


P(tO0)= PCTTT) = *“ 开 " 可 二 页 ， 


Pil}= PCHTT, THT TTH) 


TH 一 -一 和 一 十 二 本 一 四 


Pr2)= PLHHT, HTH,THH) 


3.3.1,3.1 
4 4 4 4°4 


POW)= PCOHHH) -= 立 .了 . 羡 一 对 . 


因此 ,分 布 为 


tb) 用 的 每 个 值 磁 以 其 概率 再 求 和 求 得 期 望 值 匡 (ID). 因此 


4) +1(84) 2 (84)+3(64)— -25 
7. 42 你 在 某 竞 赛 中 获胜 . 奖励 从 3 个 密封 的 信封 中 选取 . 已 知 有 两 个 信封 每 个 含 30 美元 的 


支票 .但 另 一 个 信封 含 3000 美元 的 支票 你 的 奖金 (作为 概率 分 布 ) 的 期 望 值 已 是 多 


ECX)=0( 


少 ? 
解 15 没 关 表示 你 的 奖金 , 则 X 二 30 或 3000. 日 PCG30) 一 过 ,P(3000) 一 二 .因此 


E=E(X)=30. 4 十 3000 。 3 


7. 43 拂 一 枚 硬币 直至 出 现 一 次 正面 或 五 次 反面 , 求 硬币 投 据 的 期 望 值 到. 
解 ”可 能 的 结果 为 


一 2 十 1000 一 1020， 


HTH,TIH ITITTIH IITH IIITT 


各 自 的 概率 (独立 试验 ?为 
1 1 i 1 1 1 1 
证 ，( 到 ) = 二 ， (z) EN (二 ) = 站 
1 1 1 1 
(去 ) 32 (=) 32 
有 趣 的 是 ,随机 变量 坟 就 是 各 自 结 果 中 投掷 的 次 数 , 于 是 
XCH) = 1, X(TTHD = 3, X(TTTTH) = 5, 
XCTHY = 2, XTTTH) = 4, XLTTTTT) = 5. 


且 这 些 环 的 值 有 概率 : 
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PC(D=P(H)= 讲 ， PC)= PITH) 一 二 ， 
PG) 一 PITTH) 一 言 ，P(g 一 PITTTH) 一 去 ， 
1 ll 
PC5)==P(TTTTHD 二 PCTTTTT)= 喜 十 喜 = 吉 
因此 ， 


二 = 一 .1 .1 .. ,LL a 
下 一 了 RD 一 1 到 十 2 才 十 3 本 十 4 着 十 5 高 se1.9 


7. 44 一 个 线性 组 EMPLOYEE 有 个 元 素 . 并 设 NAME 随机 地 出 现在 该 组 中 . 有 一 个 线性 
查找 求 出 NAME 的 位 置 KK, 即 求 出 玉 , 使 得 EMPLOYEE[K] 一 NAME. 设 f( 芭 表示 该 
线性 查找 中 比较 的 次 数 ， 

Ca) 求 fn) 的 期 望 值 , 
Cb) 求 fn) 的 最 大 值 (最 坏 情形 ). 


解 名 。 Ka) 设 X 表示 比较 的 次 数 . 因为 NAME 以 相等 的 概率 二 出 现在 该 组 的 任 一 位 置 , 所 以 ,xX 一 


1,2,+** ,nn, 且 每 个 概率 都 为 工 . 因此 . 


1 1 工 
0D 一 ECR) 一 1 十 2 六 十 3 十 六 十 号 


= (1 十 ?十 … 十 四 :二 一 2 二 ,二 一 2 二 
ch) 车 NAME 出 现在 该 组 的 最 后 , 则 产 呈 一 也 
均值 ,方差 与 标准 头 


7, 45 求 每 个 分 布 的 均 导 一 EE( 羡 ) ,方差 一 Var(X) 及 标准 差 0 一 ax. 
Ca) 


《b) 


解 ”使 用 公式 
A ECR 一 xop rp rps = Dxp;, 
= Var(X) — ECX)— 2, 
ECXD) = fp + pt tapn 一 Dtp,, 
g— ox 一 Vartk). 
(w= Dap = 2)-3() rn 


EC ~ Sp: = (3 (二)+11 (省 )=26. 
or = Var(X) = ECX)— /2 =26—4 =10. 
一 War 一 v0 a 3.2. 

(DD p= 人 op 一 160. 和 十 300.1) +40, 2 T5003) = 3， 


EC 一 Srp = 100.4)+960.1) 上 16(0.2) 十 25(0. 3) 一 12. 


第 七 章 概 率 论 


* 149 : 


7. 40 


7.47 


吧 一 Var(X) 一 匡 (22) 一 此 一 12 一 9 一 3， 
一 wv Var(X) 一 3 1.7. 
5 张 分 别 标 有 1 至 5 的 卡片 . 随机 地 取 两 张 . 用 X 表示 抽出 的 两 数 之 和 . 
(a) 求 XX 的 分 布 . 
《b> 求 羡 的 均值 放 , 方 差 吕 一 Var(X) 和 标 淮 差 5 二 ax. 
解 量 (〈a) 随机 地 取 两 张 卡片 有 C05,2) 二 10 种 方法 , 与 外 的 值 相对 应 ,有 10 个 等 可 能 的 样本 点 ， 


表示 如 下 : 
{1 ,2}—3, {1,3}—4, {ld}—r5. {1l,5}—-6, {2,3}—5, 


{2 4 一 全， {2,5})—7, {3 44 一”7， {3.5)—8, {4,5}—9. 


注意 到 关 的 值 有 7 个 数 ,3,4,5,6,7,8 和 9, 其 中 3,1,8 和 9 每 个 有 一 个 样本 点 ,而 5,6 和 ?每 个 有 两 
个 样本 点 . 因此 ,天 的 分 布 为 


(Dp ECX) 一 Drp, 
二 30, 十 4(0. 27 十 50.2) 二 56500, 2 十 700.2) 十 8C0. 1 十 800. 1) = 6. 

ECX*) 一 Dp: 一 90.1) 二 16c0.1) 二 25C0. 2) 十 36C0.2) 寺 4900, 2 十 6440.1) 十 81(0, 1) 一 

39. 

Var(X) = EC(X) C—O 人 =. 

r= v Var(X) = 1,7, 
掷 一 对 山子 . 设 半 表示 出 现 的 两 数 的 最 大 值 ， 
(a}) 求 义 的 分 布 . 
(b) 求生 的 均值 ,方差 办 王 VarCx) 和 标准 差 一 cx. 
解 4z (al) 由 36 个 整数 偶 (a, 及 构成 的 样本 空间 是 等 概率 空间 . 这 里 a,58 的 取 值 从 1 到 8, 即 

S = 1041， .2 ,6,6)). 
( 见 问题 7. 3) 由 于 半 将 两 数 中 的 最 大 者 指 深 给 S 中 的 每 个 数 偶 . 所 以 六 的 值 为 从 1 到 的 整数 . 观 
察 得 ， 
1 


(GD 仅 一 个 数 偶 (1,1) 给 出 最 大 值 1, 因 此 PO1) 一 壤 . 
CiD 有 3 个 数 侦 忆 ,2) ,C2,2),(2,1) 纵 出 最 大 值 2, 因 此 P(2) =—36: 


CD 5 个 数 偶 :(1,3) ,2,3) ,03,3) ,03,2) ,3,1) 错 出 最 大 值 3. 因此 P(3)= 高 : 


7 9 11 
类 似 地 ,P(t4) 一 强 "P(5)= 引 PP(6) 一 弛 - 
因此 ,X 的 芬 布 为 


tb) 用 每 个 x 委 以 其 概率 再 相 加 求 得 六 的 期 望 (均值 )， 


_ .1 .3 。 了 。 .1 
A EX)=1. 12313*3t4. 3+t5" 36 十 6 36 
6 

= 二 4.5. 


用 访 乘 以 地 ,再 相 加 求 得 ECX*)， 
7 9 11 _ 791 


一 ， 和 3 全 3 二 中 » 一 一 一 一 
ECX2 一 ] 35 十 36 tt 若 十 巧 和 十 28 36 t+36 6 6 ~ 22.0. 


* 150 ， 


腐 散 数学 


7.48 


了 . 49 


因此 、 
Var( NX} = F(X) ~ = 22.0— (4.5) = 1.75, 


Eo wl1,75 a 1,3 


投掷 一 个 人 般 子 , 设 下 表示 出 现 的 数 的 两 售 . 出 现 奇 数 时 Y 为 1, 出 现 侦 数 时 YY 为 3. 求 
(al 处 ;({b) Y 的 分 布 及 期 望 . 


解 晤 样本 空间 S={1,2,3,4,5,6), 每 个 样本 点 的 概率 为 二 
《a) 样本 点 的 像 为 


RLDN—= 2, KW2) 一 4，XC3) = 6, 
X= 8, XC5) 一 10，X06) = 2, 
由 于 它们 都 不 相同 ,所 以 下 的 分 布 为 


1 1 1 1 1 1 
6 6 6 6 6 6 
于 基 ， 
LX) 一 DaPCa) 一生 十 合十 外 二 名 十 加 十 攻 一 7 
人 hb) 样本 点 的 个 为 


Yl)=1, Y(2) 一 3， 了 (3) 一 1， 
TY 一 3， Y(5) 一 1， Y(6) 一 3. 
Y 有 2 个 值 1 和 3. 每 个 在 3 个 样本 点 上 取 值 .因此 工 的 分 布 为 


1 3 
3 3 
6 6 


因此 ， 
EC = SlyP(y) = 总 填写 二 2, 
设 苹 和 Y 为 定义 在 同一 样本 空间 S$S 上 的 随机 变量 , 则 下 面 定 义 的 Z= 二 外 十 YY 和 丈 一 
XY 也 为 S 上 的 随机 变量 : 
DrK5) = CRT) 一 Xs 十 了 (5) ， WC) 一 【有 YI = 大 (SYS)。 
设 基 和 Y 为 问题 ?7, 48 中 的 随机 变量 . 
(a) 求 Z 二 XX 十 Y 的 分 布 与 期 异 , 并 证 明 
EX 十 TV = EC(X) + ECY). 

(b) 求 殉 一 XY 的 分 布 与 期 望 . 
证 45 样本 空间 仍 为 5 一 (1,2,3,4,5,6). 及 每 个 样本 点 的 概率 为 十 
(ay 利用 ( 玉 十 站 (5) 二 (8) 二 Ys) 及 问题 7, 48 中 X,Y 了 的 值得 到 ，; 

CY 了 (1 二 2 十 ] 一 3， C2) = 二 4 十 3 二 了 7， (这 二 YC3) 一 站 十 1 一 了 ， 

(六 十 C4) 二 8 十 3 二 11， 避 十 )(5}) 一 10 十 1 一 ]1， (6) 一 12 十 3 一 1935. 


像 的 集合 为 43,7,11,153. 值 3 和 15 仅 在 一 个 样本 点 得 到 ,因而 其 概率 为 后 ;7 和 11 在 两 个 样本 点 得 


到 ,因而 其 概率 为 所 .于 是 Z 一 X+Y 的 分 布 为 : 


7. 50 


7. SI 


Ts 3 了 11 15 
Die,) 1 32 38 1 个 
因此 ， 
_ _ ps 3 ,14,22 ,15 
XT = ED = DaPls)= 守 十 忻 十 管 1 膏 一 
而 且 


EtX+D) eo 9 —7-| 2 EX EY). 
《by 利用 CXYYC5) 二 C5)Y(s) 得 到 : 
《XY)( = 2(1) = 2, CXY) C2) = 4(3) = 12, (XY = 6(1) = 6, 
XY = 8 =24, CNY 一 100) 一 10， (XY = 1203) = 36. 
XY 的 每 个 值 都 恰 在 -个 样本 点 得 到 . 因此 W 一 XY 的 分 布 为 ， 


困 此 ， 


ECXY) = EC(W) = Dwp la) 一 呈 十 生 二 


[注意 ECXYD 一 15 尖 (7)(2) 一 E(XYECYD.] 
某 人 击 中 自 标的 概率 为 p==0, 1. 他 开火 100 次 . 求 他 击 中 目标 的 期 望 值 ,并 求 标准 差 


分 . 


解 是 这 是 * 一 100.5 一 0. 1,9 二 1 一 上 二 0.9 的 二 项 试验 Bn,p}Y. 因此 ,由 定理 7.9 得 


= np = L10000., 1) =— 10, r= wapg 一 0000. 3009) 一 六 


某 隔 学 做 18 道 多 重 选 择 题 ,每 题 有 4 个 选择 , 假设 有 一 个 管 案 是 明显 不 正确 的 ,该 同学 
对 剩 下 的 选择 作 "* 学 过 ”的 猜测 . 求 正 确 管 案 的 期 望 值 Et 双 } 及 标准 六 a«. 
解 5 这 是 r 一 18,2 一 二:q 一 1 一 / 4 的 二 项 试验 . 因此 


EOD =D =18- 寺 =86, 0 Vnpg /18. 寺 :各 =2. 


可 以 证 明 在 祥 本 空间 $ 的 随机 变量 空间 上 晶 期 望 函 数 玉 (六 ?是 线性 的 , 即 

ER 十 天 十 下 二 长) 一 ECX) 二 ECR) 十 EA). 
利用 这 个 性 质证 明 , 对 二 项 试验 Bn, 轧 有 二 np 
证 在 nn 个 Bernoulli 试验 的 样本 空间 工 , 记 蕊 全 二 11,2, 下; 友 为 随机 变量 ,随机 变量 根据 第 i 次 
试验 是 成 功 述 是 失败 带 有 值 1 或 0. 那么 每 个 XX, 有 下 面 的 分 布 : 


无 0 1 


Prx) 三 p 


于 是 ECX) 一 0g) 十 1(p) 一 p.n 次 试验 中 成 功 的 冲 数 为 
四 二 十 玖 二 避 十 并 
利用 五 的 线性 和 性质, 得 
ECX)= ECX + K+ 十 ) 
= ECKI) + E(Xs) — + ECX,) 
二 pp 十 p 十 十 Pp 一 地 


离散 数学 


补充 题 


样本 空间 与 事件 


7. S53 


7.54 设 A,B,C 为 事件 . 用 集 人 台 符 号 收 写 下 列 事 件 :gs) 和 与 日 但 非 蕊 发生;fb) A 或 忆 , 但 非 晶 发生;(c) 无 
一 束 作 发生:(d) 至 少 两 事件 发 生 . 

7.5S 投 折 -- 枚 - -分 硬币 ，-- 术 一 角 币 和 一 个 般 子 . 
ta) 描述 适当 的 样本 空间 3. 并 求 nCS). 
ch} 明确 表达 下 列 事 忻 ; 

六 一 ‘两 个 正面 与 一 个 偶数 }， 号 一 【出 现 ?， 
(一 《恰好 一 个 正面 与 一 个 奇数 }， 

Ce) 明确 表达 事件 :ti 4 与 下 ,( 训 公 Bi B 与 C. 

有 限 等 概率 空间 

7.56 求 每 个 事件 的 概率 ， 
fa) 据 一 个 骨 子 出 现 麻 数 ; 
ih) 毛 4 个 独 币 出 现 一 个 或 更 多 正 击 ; 
te) 毛 两 个 骨 子 ,--- 个 或 两 个 数 都 超过 4. 

7.57 有 5 名--- 年 级 学 生 ,8 名 一 年 级 学 生 ,3 省 三 年 狂 掌 生 和 2 名 四 年 级 学 生 , 现 随 袖 地 从 中 选 一 名 学 生 做 
代表 , 求 该 学 生 是 (a) 一 年 级 学 生 ,(b) 三 年 级 学 生 , (ec) 三 年 级 或 四 年 组 学 生 的 概率 . 

7.58 ”随和 机 地 从 标 有 1 到 50 的 卡片 中 选 一 张 卡片 . 求 卡 片上 数 是 (al) 大 于 10;(b) 能 被 5 整除 ;fc) 大 于 10 
县 能 被 5 整除 ;td 大 于 10 或 能 被 5 整除 的 数 的 概率 . 

37.59 某 班 10 个 玄 生 中 有 3 位 蓝 眼睛 . 随机 地 选 两 位 女生 . 求 概 率 :(ay 都 是 蓝 眼 铺 ;tb) 没有 一 伺 是 蓝 服 畏 ; 
te) 至 少 - -位 是 闭 最 睛 ;td) 恰 有 一 位 是 蓝 眼 睛 . 

7.60 某 班 有 10 各 学 生 ,4,B,…, 随机 地 选 三 人 为 班 委 . 求 概 率 , (a) A 为 班 委 ;tb) B 为 班 厅 ; tc) A 和 日 都 
是 竹 委 ;(d) 及 或 日 为 班 委 . 

7.61 盒 中 有 3 个 螺丝 和 3 个 螺 幅 , 随机 地 取出 两 件 . 求 一 个 为 螺丝 . 另 一 个 为 螺 帐 的 概率 . 

37. 他 盒 中 有 两 只 白木 子 , 酚 只 蓝 袜 子 和 两 只 红 袜 子 . 随机 地 取 两 只 袜子 . 求 它 们 正好 相配 5 同色 ?的 概率 . 

7 120 省 学 生 中 ,00 名 党 法 语 ,50 名 学 西班牙 语 ,20 名 学 法 语 与 西班牙 请 . 随机 地 选 一 名 学 生 . 求 该 生 
(al 学 法 语 或 虞 班 牙 语 ; (b) 是 不 学 法 语 也 不 学 西班牙 语 ; (ce) 仪 学 法 语 ;td) 愉 好 学 两 种 语言 之 一 的 概 
率 . 

7.64 3 名 男生 和 3 名 女生 随机 地 坐 成 一 排 . 求 概率 :fa) 3 名 玄 生 坐 在 一 起 ;tb) 男生 与 女生 相间 而 坐 . 

有 限 概率 空间 

7.65 下列 哪个 函数 使 S-= !al ,azras /成 为 轿 率 空间 ? 
Ca) PKeD) 一 二 ,Pa) 一 二 ,Poa) 一 上 
(D PKe ) 一 二 ,Pa 一 一 二 ,Pa 一 3 
(0 Pee) 一 十 ,Peary 一 证 ,Pas) 二 沙 . 
(Cd) Pea ) 一 0,PCa) 一 十 ,PCas) 一 全. 

7.66 ”加 重 -一 枚 硬币 使 得 出 现 正 向 的 概率 为 出 现 反面 的 3 售 . 求 PCLHD 和 Pr 了 TD). 

7,67 3 名 同学 A,B,C 进行 游泳 比赛 ,4 与 召 有 相同 的 获胜 概率 .都 为 局 获胜 概率 的 2 倍 . 求 概率 :(a) B8 获 
胜 ;tpby 获胜 ;(c》 B 或 CC 获胜， 

7.68 考察 下 列 概 率 分 布 


设 4,P 为 两 个 各 件 . 用 集合 符号 改写 下 列 事件 :ia) A 或 非 B 发 生 ; (ty 仅 刀 发 生 ， 


第 + 章 概 率 论 


"153 。 


了 . 加 


结果 1 2 3 4 5 6 
概率 [|G ll 2 01 


求 下 列 概 率 ; Ca) PCAY ,PCB) ,PIC)iby PCANB).PCAUO) ,PCB 站 OY. 这 里 太 二 {偶数 }, B= 12,3， 
4.5}， 二 {1,2}, 


设 六 ;B 为 两 个 事件 , 且 PCA) 一 0.7,PCB) 一 0.5,P(A 门 B) 一 0,4, 求 概率 ;ia) 太 不 发 生 ;(b) 上 或 吾 发 
生 ;(c) 有 丰 发 人生 但 芋 不 发 生 ;(d)》 4.B 都 不 发 生 . 


?1 设 访 ,BB 为 两 个 事件 . 月 PCD 一 0.6,P(B) 一 0.3,PtALUB) 一 0.&. 求 


(Cay PCANMNB); fb) PAN BP):; (ey PO MN BD); (dq) POA UB ). 


条 忻 概率 ,独立 性 


3.71 


拂 一 个 骨 子 , 考 虞 事件 A 二 {2,4.6},B 一 11,2},C 一 11,2.3,4}. 求 
(a) P(A 与 B) ,P(A 或 CC). 

fb PCA BY),PCBIAY. 

(cy PCAIC) ,PiC|AY. 

(qd) PCB|O) , PCC| BY. 

{e) 六 与 B 独立 吗 ? 与 CC 呢 ? 5 与 CC 昵 ? 

挤 一 对 山子 . 若 出 现 的 数 不 相 同 . 求 概率 ;: 

《al 和 为 俑 数 . {b) 和 超过 9. 

设 六,B 为 两 个 事件 , 且 已 CA 一 和 6, PCB 一 3 PA 门 B) 一 0 2 求 
(ay PLAUB); 《by POCA|B); te) PUB|A). 


设 A,B 为 两 个 事件 , 且 PC 一 本 ,PCB)= 开 ,P(AUB) 一 二 


ta) 求 PCA1B) 与 PCB|A)， (hb) 4 与 妃 独 立 吗 ? 

设 态 ,B 为 两 个 事件, 且 POA)=0.3,PCAUB)=0, 5.P(B) 一 和 车 (a) 4 与 B 互 不 相交 ;(b) A 与 B 独 
立 :{c) 4 为 召 的 子 集 . 求 p. 

设 上 4, 昌 为 独立 事件 ,也 P(A) 一 0.3, P(tB} 一 0.4. 求 

(an PCANMNB)S PCALB); (by PCAIBYS PCB|IA). 

某国 家 俱乐部 60% 的 成 员 打 网 球 , 40% 打 高 尔 夫 球 , 且 20% 既 打 网 球 又 打 高 尔 夫 球 . 现 随 机 地 选 一 名 
成 员 . 

ia) 求 他 既 不 打 网 球 又 不 打 高 尔 夫 球 的 概率 ， 

(b) 若 他 打 网 球 , 求 他 打 高 尔 夫 球 的 概率 ， 

{cy 车 他 打 高 尔 夫 球 , 求 他 打 网 球 的 概率 . 

盒 么 装 有 日 个 红 弹 子 和 2 个 蓝 弹 兰 , 盒 日 装 有 2 个 红 弹 子 和 4 个 蓝 弹 子 . 随和 机 地 从 每 全 合 中 各 取出 一 
个 弹子 . 

(a) 求 两 个 弹子 都 是 红色 的 概率 如 

(pb) 求 一 个 红 弹 子 ,-- 个 蓝 弹 子 的 概率 户 


4 击 中 目标 的 概率 为 十 , 召 吉 中 目标 的 概率 为- 


(a) 车 每 人 开火 两 次 , 则 至 少 击 中 一 次 日 标 的 概率 是 多 少 ? 
(b) 若 每 人 开火 一 次 , 且 仅 击 中 一 次 目标 , 则 4 击 中 是 标的 概率 是 多 少 ? 
撕 3 枚 硬币 . 考察 事件 : 
及 一 { 全 为 正面 或 全 为 反面 }， 呈 一 { 至 少 两 个 正面 上 |， ”人 二 {和 讲 名 两 个 正面 }. 
(4,B)， 04) 与,C 中 哪 一 对 是 独立 的 ? 哪 一 对 是 相关 的 . 


重 介 试验 ,二 项 分 布 


7. BL 


3 匹 马 aavc 一 起 比赛 ,它们 各 自 获 胜 的 概率 为 D 30.5 和 0.2, 现 它们 比赛 3 次 . 
ca) 求 同 一 匹 马 赢得 全 部 三 场 比赛 的 概率 ， 
tb} 求 a,b,c 各 赢得 一 扬 的 概率 ， 


"1I54 。 


离 散 数 学 


7.82 其 梯 球 选手 的 平均 击 球 率 为 0. 300. 他 击 球 4 次 求 他 (a) 恰 两 次 击 中 ;Cb) 至 少 击 中 一 次 的 概率 . 
7.83 Tom 在 篮球 的 二 分 投篮 时 得 分 概率 为 p=0. 4. 他 投篮 m -5 次 . 求 他 得 分 的 概率 
(a) 恰 投 中 两 次 ， 〈b) 至 少 投 中 一 次 - 
7.84 某 队 获胜 (WP) 概 率 为 0. 5, 笨 人 7) 的 向 率 为 0. 3, 平 (的 概率 为 0. 2. 该 共 比赛 是 次 . (a) 确定 样本 空间 
S 和 每 个 基本 事件 的 概率 . (b) 求 该 了 至 少 获 脏 一 次 的 概率 , 
7. 85 某 种 导弹 击 中 目标 概率 为 = 总. (a 车 发 射 3 枚 导弹 , 求 至 少 - -次 命中 肯 标 的 概率 . (b) 应 发 射 多 少 


枚 导弹 就 可 使 得 击 中 目标 的 概率 至 少 为 903. 
随机 变量 
7.86 ” 掷 一 对 仍 -f, 设 X 卖 示 出 现 的 两 数 中 的 最 小 数 . 求 X 的 分 布 与 期 望 
7.87 撕 硬 币 4 次, 记 为 正面 朝 上 的 最 长 惠 . 求 X 的 分 布 及 期 户 
7. 88 加重 一 枚 硬币 ,使 得 p( 玫 二 十 ,PT) 二. 投 所 硬币 直到 出 现 -个 正面 或 5 个 反面 . 求 投 才 硬币 次 数 
的 期 亨 值 
7.89 A 队 赢 得 任何 比赛 的 概率 为 寺 . 假设 与 B 比赛 ,规定 首先 赢得 连续 两 场 或 说 得 3 场 比赛 的 欠 获 胜 . 


求 比 赛 中 场 数 的 期 望 值 . 

7.90 盒 中 装 有 10 个 晶体 管 , 其 中 两 个 为 次 曲 . 从 盒 中 取 一 个 量 体 管 ,并 检测 ,直到 选中 -一 个 正品 . 求 选 到 最 
体 管 数 的 期 望 值 . 

7.91 500 张 彩票 设 一 个 100 美元 奖 ,3 个 50 美元 奖 和 5 个 25 美元 奖 . 
(a) 求 一 张 彩 桌 的 期 望 奖 金 ， 
(hy 车 一 张 彩票 花费 一 元 . 求 该 局 的 期 望 值 . 

7. 双 2” 某 选手 搓 3 枚 硬币 . 若 3 个 正面 , 则 他 赢 5 美元 , 若 两 个 正面 , 刚 谨 3 美元 , 若 公 一 个 正面 则 赢 1 美元 . 
另 -- 方 面 , 若 3 个 反面 , 则 他 输 15 美元 , 求 比 赛 对 该 选手 的 值 - 


均值 ,方差 与 标准 差 
7.93 求 下 列 每 个 分 布 的 均值 ,方差 和 标准 差 


(ay A 


2 3 8 
1 1 二 
A 4 2 


7.34 求 下 列 两 点 分 布 的 均值 上 ,方差 和 标 淮 差 0, 这 里 p 十 9 二 1， 
A | a 


Fr p oy 


7.95 从 一 个 半 有 写 着 1.1.2,2 和 3 的 5 张 卡片 的 傅 中 抽取 2 张 卡片 , 设 X 表示 抽出 的 两 数 之 和 ,Y 表示 抽 
出 的 两 数 的 最 大 值 ; 求 下 列 随 机 变量 的 分 布 .均值 方差 和 标准 差 ， 
Ca) Xs; 《by Ys (Cc) Z= XY (Cd) W= XY. 
(2Z 二 站 十 YW 一 XY 的 定义 见 间 题 7?. 49, 3 

7.96 及 队 参 加 比赛 时 获胜 的 概率 为 一 0. 8. 设 羡 表 示 妇 在 x 一 100 场 比赛 中 将 获胜 的 次 数 , 求 的 均值 #， 
方差 和 标准 差 o. 

7.97 ” 某 未 有 准备 的 学 生 和 做 5 道 判 断 题 . 他 猜 每 个 管 案 . 着 至 少 4 个 管 案 正确 才 通 过 . 求 该 生 通 过 的 概率 ， 


7.98 设 X 为 二 项 分 布 随机 变量 Ba 六, 且 ECX) 一 2. Var(X) 二 等 . 求 n 与 pp. 
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补充 题 答案 


7,83 Ca AUB: 《hb ANB., 
7.S4 (ay ANMBNC: chy cALUC)INMESB; ey CAUBUBY ==ANBNC: 
Od) CANBIU ANO UBENG. 
7,55 (a nd}=24; S=1H,T}X{H,T} Xx{1.2, 6}. 
(b) A={HH?2, HH4,HHé}; B={HH2,HT2,]H2,TT2}; 
C=:HTI,HT3,HT5.TH1,THS,THS}. 


C0) Cy HH2; CD HT2,TH2, TT2 i) 好 

7.56 (9 吝 ，(b) 扑 : (0 强 . 

7.57 (a) 总 ， Cb) 广 ; 《0 二 

7.58 人 二， 车 和 () 各 

7.59 (a) 下， 《b) 调 ! 《o) 高 ; 《db 去. 

7.6 (ao 着 :cb 辣 ，(o 击 ; (由 已. 

7.61 羡 . 

7.62 车. 

7.63 《a) 于 ; 人 b) 工 ， Cey 二 Cd) 5: 


7.64 (Ca) [AC3D C630]/6! = 于， (by) [203D(3D3/6! 一 十. 


7.65 (0 与 td). 


.3 了 
7.66 PH)= 羡 ， PT 一 才 . 
2. 1,， 2 
7.67 人 二 (bb 于， (9 主 . 
7.68 (a) 06,0.8.0.5， (by 050.7;0 
7.69 (a) 0.3: (hy 0.8; (Ce) 0.2; (dy 0.2. 
7710 05 ol Co) 0,2: (dy 0.5. 
1 5 ll ll2 yl 
7.71 人 于 人 tn) 立言! (中兴 , 写 ， (由 让 ,1: (8) 是 ,是 , 否 . 
12 
7.72 (a) 六， (hb) 车 - 
7.73 (8) 0.7; (b) 地 ; (0 二 


1, 
7.74 (Ca 3 


7.75 (a) 0.2; (hb) 地; (0) 0.5， 
7.76 Ca) 0.12,0.58; (Cb) -3 ,十 
[9 r- 和 nr 和 190° 10" 
7,77 (ay 20%; (by 证; (cy 去 . 
7.78 (a) (by 地 
， 二 13: 

3.. 1 
7.79 (9) 立 ，(b) 本 
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7. 81 
7. 82 
7. 83 
了 84 


7. 85 


7.86 


7.87 


ta O16; “by oo. 18, 
《ay 660,. 3 0.7) =0, 3456; 【by 1— (00.7 0.7599, 
(a) 10060. 4 0.6) =), 2646; Cb} 1— 10.6)°=:0. 92224. 
《by POWW, WT, [TW)—=0. 55. 

加 


Ca) 1 一 ( 子 ) = 总 ， “by 5 次 . 


(az 0,.75; tbh) —0, 25. 
0. 295。 
(a) 天 一 4 下 一 了 Sr 一 2 3 (by asl,r =2.4,0—1,5, 


HA 一 ap 十 多 1 TF—pgab)’; ola—blv pg. 


I Ee 年 4 3 


Ca) Bey [ol 04 03 O02 


ECX}—3.6; VarlX}~—0.84; #x=0.,9. 


Yr 1 2 3 


‘by Piys) G1 0.35 由 和 


E23 VartID=0,.4l; or—=0,¢4, 


E(Z2)=—5.9; Var(2)—=2,3; dz 1.5. 


i 2 6 8 12 15 
(中 Plrwey Ol 1 


EiW =B8. B: Vart Wo— 17.6;0% CO—4.2, 


7. 96 


7. 好 
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第 小 窒 图 论 
8.1 引言 ,数据 结构 


数学 与 计算 机 科学 的 洗 多 领域 都 出 现 了 图 ,有 向 图 、 树 以 及 二 丸 树 . 本 章 及 下 面 两 章 将 讨 
论 这 些 专题 . 为 了 理解 内 存 中 如 何 存 贮 这 些 对 象 , 理 解 有 关 它 们 的 算法 ,我 们 应 了 解 一 些 数 据 
结构 , 假定 读者 理解 线 件 及 二 维 数组 ,因此 下 面 我 们 只 讨论 链表 与 指针 ,堆栈 与 队列 ， 


链表 与 指针 


我 们 用 一 个 例子 来 介绍 链表 与 指针 . 假设 一 拍卖 公司 保存 一 个 文件 ,该 文件 的 每 个 记录 包 
售 顾 客 的 姓名 及 公司 店员 , 即 文件 包含 以 下 数据 ， 


顾客 Adams Brown Clark Drew Evans Farimer Celler Hill Infcld 
店员 Smith Ray Ray Jones Smth Jones Ray Smith Ray 
操作 这 些 数据 有 两 个 基本 运算 : 


运算 A; 已 知 顾客 姓名 , 求 店员 ， 

运算 B; 已 知 店 员 姓 名 , 求 他 的 顾客 的 列表 , 
我 们 讨论 在 计算 机 中 存 贮 数 据 , 且 易于 对 数据 实施 运算 A 和 B 的 一 些 方 法 ， 

明显 地 ,文件 可 以 用 一 个 九 个 姓名 的 两 行 (或 列 ? 的 组 存 贮 在 计算 机 中 , 由 于 顾客 按 字母 序 
排列 ,因此 可 方便 地 实施 运算 A. 然而 ,为 实施 运算 刀 , 就 必须 查 凯 整个 组 . 

利用 二 维 组 容易 在 存 贮 器 存 贮 数据 ,二 维 组 的 行 对 应 了 顾客 的 字母 序 排列 , 列 对 应 了 店员 
的 字母 序 排列 , 矩阵 中 有 一 个 指明 顾客 的 店员 的 1 ,其 余 的 为 0. 如 此 表示 的 一 个 主要 缺点 就 是 
大 量 的 内 存 浪费 ,因为 矩阵 中 有 许多 0. 例如 ,公司 有 1000 名 顾客 和 20 个 店员 , 存 凤 数据 就 需 
要 2000 个 存 贮 位 置 , 但 其 中 只 有 1000 个 是 用 的 . 

下 面 我 们 讨论 用 链表 与 指针 在 存 凡 器 中 存 贮 数据 的 方法 . 所 谓 链 素 是 指数 据 元 素 的 线性 
集 ,数据 元 素 称 为 点 ,借助 于 指针 域 给 出 线性 序 .图 8-1 是 6 个 点 的 链表 的 示意 图 , 即 每 个 点 分 
为 两 个 部 分 ;第 一 部 分 包含 了 元 素 的 信息 (如 ,姓名 ,地 址 ,…) ,第 二 部 分 称 为 链 域 或 后 继 指 针 
域 ,包含 了 家 中 后 继 点 的 地 址 . 表 中 所 画 的 从 一 点 到 另 一 点 的 箭头 指出 了 指针 域 ,图 8-1 还 有 
一 个 指针 变量 , 称 为 开始 , 它 给 出 了 表 中 第 一 个 点 的 地 址 . 此 外 ,最 后 一 个 点 的 指针 域 有 一 个 无 
效 地 址 , 称 为 空 指针 , 它 指明 该 表 的 结尾 . 


第 三 全 点 的 后 继 指 针 
第 三 个 点 的 信息 部 分 


图 8-1 6 个 点 的 链表 
如 图 8- 2, 利 用 链表 存 吧 :原始 数据 是 一 个 主要 方法 , 注意 到 对 顾客 与 店员 有 可 分 的 (字母 
序 分 类 的 ) 组 . 也 有 一 个 平行 于 CUSTOMER (顾客 ) 的 指针 组 SLSM, 它 给 出 顾客 的 店员 的 位 
置 ,因而 运算 和 可 以 叉 快 又 方便 地 实施 . 进一步 ,如 上 面 讨 论 ,每 个 店员 的 顾客 列表 是 一 个 链 
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表 . 特别 地 ,有 一 个 平行 于 SALESMAN( 店 员 ) 的 指针 组 START, 它 指向 店员 的 第 一 个 颇 窗 ， 
有 一 个 组 NEXT 指向 店员 的 列表 中 后 继 顾 客 的 位 置 ( 和 否则 有 一 个 ,指明 已 是 列表 的 结尾 ). 店 
员 Ray 的 列表 在 图 8- 2 中 用 箭头 指出 了 这 个 过 程 . 


USTDMER 


中 全 玉芝 
3 a 
| 下 | 呈 
hl 一 


四 
B 
员 


二 


图 8 一 2 
现在 运算 B 能 方便 快速 的 实施 . 也 就 是 说 ,不 必 查 遍 全 部 的 顾客 就 可 得 到 给 定 店员 的 顾 
客 列表 . 下 面 给 出 这 样 的 算法 (用 伪 码 编写 ). 


读 取 店员 姓名 ,打印 其 顾客 列表 . 

读 XX&X， 

求 玉 使 得 SALESMAN[Kj 二 x XXx( 用 二 义 查 找 )， 
置 PTR.: 二 START[K]J, (初始 化 指针 PTR)} 


当 PIR 了 NULL 时 重复 
(a) 打 印 CUSTOMER[PTR]J. 
(b) 置 PTR: 一 NEXT[PTR],( 更 新 PTR) 
[结束 循环 ] 
Steps 退出 


推 栈 ,队列 ,优先 队列 
除了 组 和 链表 外 在 图 算法 中 还 有 其 他 数据 结构 ,下 面 简单 描述 堆栈 .队列 和 优先 队列 这 些 


ta)” 堆 模 ; 谁 栈 也 称 流 后进 先 出 (LIFO}) 系 统 , 它 是 一 个 仅 在 表 的 称 为 “项 "的 一 端 进 行 播 
人 和 删除 的 线性 表 . 这 个 结构 在 操作 上 类 似 于 泉水 系统 中 的 碟 栈 的 操作 ,如 图 8 -3(ay, 注意 
到 新 的 礁 子 只 能 在 栈 的 顶部 加 人 ,也 只 能 从 栈 的 顶部 拿 走 . 


b | 


(al 健 栈 tb) 等 车 队列 
图 8-3 


Cb) 队列 ;队列 也 称 为 先进 先 出 CFIFO} 系 统 , 它 只 能 在 表 的 称 为 前 面 的 一 端 进行 删除 ， 
而 在 表 的 另 一 个 称 为 后 面 的 一 端 进行 插入 , 这 个 结构 的 操作 与 在 车 站 等 车 的 人 的 队列 非常 一 
致 . 如 图 8 - 3(b) ,也 就 是 说 ,队伍 中 的 第 一 人 第 一 个 上 车 ,新 来 的 人 排 到 队伍 的 后 面 ， 

《c) 优先 队列 ; 设 5 为 新 元 素 可 以 定期 地 捅 人 ,但 总 是 删除 当前 最 天 的 元 素 ( 具 有 最 高 优 
先 权 的 元 素 ) 的 一 个 元 娄 集 . 则 S 称 为 优先 队列 . 规则 “妇女 儿童 优先 ”与 “老人 优先 "就 是 优先 
队列 的 例子 . 堆栈 和 普通 队列 也 是 特殊 的 优先 队列 . 特别 地 ,堆栈 中 具有 最 高 优先 权 的 元 素 就 
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是 镍 人 的 最 后 一 个 元 素 , 而 队列 中 的 最 高 优先 权 元 素 就 是 元 素 第 一 个 插 人 的 . 
8.2 图 与 多 重 图 


一 个 图 避 由 两 个 对 象 构 成 : 

(站) 集合 VY 二 VG ,其 元 素 称 为 G 的 顶点 或 点 . 

《这 集合 玉 ==ECG) ,其 元 素 为 6G 的 不 同 顶 点 的 无 序 侦 , 称 为 上 G 的 边 ， 
当 要 强调 避 的 两 个 部 分 时 ,用 GCV ,EE) 表 示 这 样 的 图 . 

车 存在 一 条 边 < 二 {av}; 则 称 顶 点 和 为 相 叙 的 .此 时 ,uw 与 % 称 为 e 的 端点 ,而 称 e 和 连 
接 # 和 ,也 称 边 e 美 联 于 它 的 端点 x 和 了 

图 可 以 自然 地 在 平面 上 表示 出 来 . 特别 地 ,V 的 每 个 顶点 用 一 个 点 (或 小 贺 圈 ) 表示, 每 
条 边 。= 二 {(wm ,ww)) 可 用 一 条 连接 它 的 端点 mw 和 ww 的 曲线 来 表示 , 例如 ,图 8 -4(&) 表 示 图 
GV ,EE), 其 中 

{iV 由 顶点 太 ,B,C;D 构成 . 

{i 下 由 边 @1 一 {A;B}) ;62 一 {B,C} ,ey 二 1C,D} ,二 {入 ;CC} ,es 二 {B,D} 构成 . 


ta) 图 人 b)} 名 重 国 
图 83-4 
事实 上 ,我 们 常用 一 个 示意 图 来 表示 图 ,而 不 是 明确 地 列 出 它 的 项 点 与 边 ， 


多 重 图 


考察 图 8 - 4Cb) 中 的 示意 图 . 由 于 边 e: 和 es 连接 相同 的 端点 ,所 以 称 它 们 为 重 边 ;而 边 es 
的 两 个 端点 是 同一 顶点 ,所 以 称 es 为 环 . 这 样 的 图 称 为 多 重 图 .图 的 正式 定义 中 既 不 允许 有 重 
边 也 不 允许 有 环 . 因此 ,图 可 定义 为 没有 重 边 和 环 的 多 重 图 . 

注 一 些 教材 中 的 图 包括 多 重 图 ,而 用 简单 图 表示 没有 重 边 和 环 的 图 , 


顶点 的 度 


图 G 中 顶点 2 的 度 deg(w) 等 于 G 中 含 v 的 边 的 条 数 , 即 关 联 于 v 的 边 数 , 由 于 在 计算 G 
中 顶点 的 度 时 ,每 条 边 被 计数 两 次 ,于 是 有 下 面 简单 而 重要 的 结果 . 

定理 8.1 G 中 顶点 的 度 之 和 等 于 G 中 边 数 的 2 倍 ， 

例如 ,考虑 图 8~4(a) 中 的 图 ,有 

degtA)=2, deg(B)=3, degC)=3, degtD)=—2. 

度 的 和 为 10, 正 如 所 料 的 为 边 数 的 2 倍 . 根据 项 点 的 度 是 偶数 或 是 奇数 , 称 这 个 点 为 偶 点 或 坷 
虚 ， 

定理 8. 1 对 多 重 图 也 成 立 . 此 时 ,一 个 环 对 环 的 端点 的 度 算 两 次 . 例如 ,在 图 8- 4(b) 中 ， 
有 deg(D) 一 4, 因 为 边 es 被 计 两 次 ,因此 DD 为 偶 点 . 

度 为 0 的 顶点 称 为 狐 立 点 ， 


有 限 图 ,平凡 图 
若 多 重 图 的 顶点 数 和 边 数 都 是 有 限 的 , 则 称 它 为 有 限 的 . 显然 ,具有 有 限 个 顶点 的 图 其 边 
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数 也 几 为 有 限 条 ,因而 必 为 有 限 图 . 具有 一 个 项 点 而 汕 有 按 即 单 点 的 图 称 为 乎 凡 图 . 除非 特别 
指明 ,本 书 中 的 多 重 图 是 有 限 的 . 


8.3 于 图 , 同 构 与 同 胚 图 
本 节 讨 论 图 之 间 的 - 些 重要 关系 . 
子 图 


考虑 图 G 一 GCV ,五 ) ,图 百 一 王 (V ,EE ) 称 为 G 的 一 个 子 图 ,如 果 下 的 顶点 和 边 分别 包 含 
在 G 的 顶点 和 边 中 ; 即 WECV, 且 EE. 特别 地 : 
(GD 车 边 集 EE 包含 耳 G 中 端点 在 二 中 的 所 有 边 , 则 称 图 HCV' ,EE ) 为 图 GOV,E) 的 由 项 
点 V' 导 出 的 子 图 . 
《iD 车 为 6G 的 一 个 顶点 ; 刚 避 一 vz 是 局 的 从 G 中 删 去 顶点 以 及 GG 中 合 wv 的 所 有 边 所 
得 到 的 子 图 , 
Ci) 车 e 为 上 G 的 一 条 边 , 则 C 一 e 为 从 GG 中 只 删除 边 e 所 得 到 G 的 子 图 . 


同 构 图 


图 GV ,EE 和 GG* KV"* ,E* ) 称 为 局 构 的 ,和 如果 存在 一 个 一 一 对 应 f:VY>V'* 使 得 {a 对 为 女 
的 边 当 生 和 仅 当 {f(w) ,了 Cw)) 为 G* 的 边 , 一 般 地 我 们 对 两 个 同 构 的 图 不 加 区 分 (即使 它们 的 示 
意图 也 许 看 起 来 不 同 ). 图 8 -5 给 出 10 个 画 为 字母 的 图 . 注意 到 A 与 尺 为 同 构 图 ,Ff 与 ,KK 


与 针 以 及 MM,S,V 与 ZZ 也 都 是 同 构图 . 
图 8-5 
同上 用 图 
给 定 图 C, 可 用 另外 的 点 前 分 G 的 边 得 到 一 个 新 的 图 , 两 个 图 @G 和 GG" 称 为 同 胚 的 ,车 它 


们 能 用 这 种 方法 从 局 一 个 图 或 从 两 个 同 构 的 图 得 到 , 图 86 中 的 图 (Ca) 和 Cb) 不 同 构 ,但 它们 
是 同 有 其 的 ,因为 它们 都 可 由 图 (ce) 洪 加 适当 的 点 得 到 . 


tb) 5) 


图 8-6 


183) 


* ]162 ， 
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8.4 路 ,连通 度 
多 重 图 如 的 路 是 委 形 如 


Ty Bl Ul E27 Uoy Ys En—l 1 Ua] Enr Th 
的 点 边 交 普 序 列 构成 ,其 中 每 条 边 e 售 有 珊 点 ww-1 和 wi( 它 们 位 于 序列 中 e 的 两 次 ). 边 数 
称 为 这 条 路 的 长 度 , 在 不 引起 混淆 时 ,我 们 也 用 它 的 点 序列 (mm mm) 表示 路 . 若 ww 二， 
则 称 这 条 路 为 闭 的 . 否则 称 为 从 到 ;或 vw 与 wv 之 间 , 或 连接 芭 到 za 的 路 . 
简单 路 是 其 顶点 都 不 相同 的 路 ( 边 互 不 相同 的 路 称 为 迹 ). 图 是 除了 m 一 mm 外 ,其 余 项 点 
互 不 相同 的 闭路 . 长 度 为 的 较 称 为 -图 . 图 中 的 任意 图 的 长 度 至 少 为 3. 
例 8.1 考虑 图 8-7?Ca) 中 的 图 G, 考 虑 以 下 序列 ， 


a=( Ps P,P;;, PP Psa, Pe}, B= {P,P, :PP; , P;, Pe), 
Y= CP;, P,P;. PP Pi Pa)， d=— CP :PL ,PP; , Pa, Pe}. 
过 CC 
1 P: Py 
Ps Ps Ps D £ 天 
(a) ‘b) 
图 8-7 


序列 a 为 从 Pi 到 Ps 的 路 ,但 不 是 迹 ,因为 边 {Pi,P} 被 用 了 两 次 . 序列 8 不 是 路 , 因 
为 没有 边 {P; ,Pe}. 序列 7 了 是 迹 , 因 为 没有 边 被 用 了 两 次 . 但 不 是 简单 路 , 因为 顶点 Ps 
用 了 两 次 . 序列 8 是 从 Ps 到 Ps 的 简单 路 ,但 不 是 从 P, 到 Ps 的 最 短路 (关于 长 度 而 
言 }. 从 已 到 Ps 的 最 短路 是 简单 路 (P .Ps ,Pe) ,其 长 为 2. 
去 除 不 必要 的 边 , 不 难看 出 任 一 条 从 顶点 4 到 顶点 v 的 路 可 用 从 ww 到 ww 的 简单 路 取代 . 这 
一 事实 可 正式 地 叙述 如 下 ; 
定理 8.2 存在 从 顶点 & 人 到 顶点 wv 的 路 当月 仅 当 存在 从 xz 到 % 的 简单 路 . 
连通 度 ,连通 分 支 
图 避 称 为 连通 的 ,如 果 它 的 任 两 点 之 间 都 存在 一 条 路 . 图 8 - 7(a) 中 的 图 是 连通 的 ,但 图 
8 一 7Cb}) 中 的 图 二 是 连通 的 ,因为 ; 俩 如 ,顶点 DD 和 玉 之 间 没 有 路 . 
设 忆 为 一 个 图 ,G 的 一 个 连通 子 图 百 称 为 G 的 连通 分 支 ,如 果 互 不 含 在 G 的 任何 更 大 
的 连通 子 图 中 . 直观 上 易 见 任何 图 局 可 以 划分 为 一 些 连 通 分 支 . 例如 ,图 8-75Cb) 中 的 图 有 三 
个 连通 分 支 , 分 别 是 由 顶点 集 {A,C,D}) ,{E, 下 和 {B} 导 出 的 子 图 ， 
图 8-7(b) 中 的 顶点 BB 称 为 驴 主 点 ,因为 B 寺 属于 任何 一 条 边 , 换 句 话 说 ,deg(B) 一 6. 因 
此 ,B 本 身 构 成 该 图 的 一 个 连通 分 支 ， 
注 正式 地 说 ,假设 任意 点 都 连 到 自身 , 则 关系 "a 连 到 vw” 是 图 6G 的 项 点 集 上 的 一 个 等 价 
关系 ,并 且 这 个 关系 的 等 和 价 类 构成 了 G6 的 连通 分 支 ， 


距离 与 直径 


考 虚 连通 图 G.G 中 顶点 w 与 v 之 间 的 距离 d (us) 谣 是 如 与 v 之 间 最 短路 的 长 度 . G 的 直 
径 diam(G} 为 G 中 任 黄 点 之 间距 离 的 最 太 值 . 例如 ,在 图 8- 8(a} 中 ,d(CA, 了 =2.,diamt) 一 
3, 而 在 图 88tb) 中 ,AdAA,F}=3,diamt(G) 一 4. 
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(a) 


割 术 与 桥 


设 避 为 连通 图 .GG 的 顶点 vw 称 为 基点 ,如 果 如 一 uv 不 连通 . {回忆 GCG 一 是 从 GG 中 删 去 vv 以 
及 含有 wv 的 所 有 边 所 得 到 的 图 . )G 的 边 e 称 为 桥 ,如果 G 一 e 不 连通 . (回忆 6G 一 e 是 从 G 中 删 
去 边 e 所 得 到 的 图 ), 在 图 8- 8(a) 中 ,顶点 万 足 割 点 ,没有 桥 . 在 图 8-8Cb) 中 , 边 e=={D,F} 是 
桥 .〔 其 端点 五 和 下 必然 为 出 点 , 》 


8.5 Kimnigsberg 桥 ,可 旅行 多 重力 


18 世纪 Keénigsberg 的 东 Prussian 镇 有 酚 个 岛 与 七 座 桥 , 如 图 8- 9(a). 问题 :人 们 能 否 从 
该 镇 的 任 一 处 开始 环 城 散步 ,经 过 全 部 七 座 桥 ,但 不 经 过 任何 桥 两 次 ,而 回 到 任 一 处 * 
Kenigsberg 的 人 们 将 这 个 问题 写 信 告诉 了 车 名 的 瑞士 数学 家 L, Euler Euler 在 1736 年 证 明 
了 这 样 的 散步 是 不 可 能 的 . 他 用 点 代表 岛 及 河 的 两 边 ,用 曲线 代表 桥 ,得 到 图 8 - 9(b). 


ld 


(a) 1735 年 的 kenigsberg (by 上 uler 的 疼 表 示 


图 8-3 


注意 到 图 8 -9(b) 是 多 重 图 . 多 重 图 称 为 可 旅行 的 ,如 果 它 “能 不 间断 地 用 曲线 画 出 而 没 
有 边 重 复 ”. 即 如 果 存 在 一 条 包含 所 有 顶点 , 且 每 条 边 怡 用 一 次 的 路 . 这 样 的 路 必定 是 迹 ( 因 为 
没有 边 用 两 次 , 称 为 可 旅行 迹 ), 显然 ,可 旅行 的 守重 图 必须 是 有 限 的 和 连通 的 ,图 8- 10tb) 给 
出 了 图 8- 10ta) 中 风 重 图 的 可 旅行 迹 . (为 说 明 该 迹 的 方向 ,该 图 略 去 实际 通过 的 接触 点 . ) 不 
难看 出 ksnigsberg 城 的 散步 是 可 能 的 当量 仅 当 图 8- 90b) 中 的 多 重 图 是 可 旅行 的 ， 
现在 我 们 解释 Euler 是 如 何 证 明 图 8- 9(b) 中 的 多 重 图 是 不 可 旅行 的 ,因而 kanigsberg 
的 这 种 散步 也 是 不 可 能 的 . 首先 回忆 一 个 顶点 根据 它 的 度数 是 偶数 或 奇数 ,该 点 就 为 个 点 或 奇 
点 . 假设 多 重 图 是 可 旅行 的 , 且 可 旅行 迹 不 是 以 P 开 
始 与 结束 , 我 们 断言 PP 为 惕 点 , 因为 一 旦 可 旅行 迹 由 
一 条 边 进入 卫 , 则 必 存 在 一 条 前 面 未 用 的 边 , 该 迹 以 
这 条 边 离开 P, 于 居 该 迹 中 与 关联 的 边 必 成 对 出 
现 ,因此 P 为 偶 点 . 因此 , 若 顶 点 忆 为 奇 点 , 则 可 旅行 
迹 必 以 Q@ 开始 或 结束 ,于 是 ,多 于 两 个 奇 点 的 多 重 图 (全 tb 
不 可 能 是 可 旅行 的 , 注意 到 对 应 于 ksnigsberg 桥 问 图 8-10 
题 的 多 重 图 有 4 个 奇 点 ,因而 人 们 不 能 环 kinigsberg 
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域 散 步 ,使 得 每 座 桥 恰好 经 过 一 次 . 

Euler 实际 上 证 明了 上 述 问 题 的 反问 题 , 它 含 在 下 面 的 定理 与 推论 中 . (定理 在 问题 8.9 
中 证 明 . ?网 GG 称 为 是 Euler 图 ,如 果 存 在 一 条 闭 可 旅行 迹 ( 称 为 Euler 迹 》. 

定理 8.3(Euerj 有 限 连 通 图 是 Euler 图 当 且 仅 当 其 每 个 顶点 的 度数 为 偶数 ， 

推论 8.4 两 个 奇 点 的 有 限 连 通 图 是 可 旅行 的 . 可 旅行 迹 可 以 从 任 一 奇 点 开始 , 另 一 奇 点 
结束 ， 


Hamilton 图 


上 面 Euler 图 的 讨论 强调 了 旅行 边 , 这 里 关注 访问 点 .图 避 的 Hamilton 回路 ,以 19 世纪 
以 色 列 数学 家 页 . Hamilton(1805 一 1865)? 的 名 字 命 名 ,是 和 的 一 条 经 过 每 个 顶点 恰 一 次 的 闭 
路 , (这 样 的 闭路 必 为 圈 . } 若 避 有 一 个 Hamilton 回路 , 则 C 称 为 Hamilton 图 . 注意 Euler 回 
路 通过 每 条 边 恰 一 次 ,但 允许 顶点 重复 ,而 Hamilton 回路 则 通过 每 个 硕 点 恰好 一 次 ,此 时 边 
必 不 相同 * .图 8- 11 给 出 了 是 Hamilton 图 但 不 是 Euler 图 的 例子 ;也 给 出 了 是 Euler 图 但 不 
是 Hamilton 图 的 例子 


(a】 Hamilton 图 而 非 Euler 图 fp) Euwer 图 向 非 Hamilion 峰 


图 8-11 
尽管 显然 只 有 连通 图 才 可 能 为 Hamilton 图 ,但 没有 简单 的 法 则 使 我 们 能 判别 -- 个 图 是 
否 为 Hamilton 图 ,而 对 Euler 图 则 有 简单 的 法 则 . G. A. Dirac 给 出 了 下 面 的 充分 条件 . 
定理 8.5 设 G 为 n 个 顶点 的 连通 图 . 若 z 蒂 3, 且 对 皇 的 每 个 顶点 有 deg( 如 之 nn, 则 避 
为 Harnjlion 图 . 


8.6 标号 图 与 冒 权 图 


图 避 称 为 标号 图 ,如 果 它 的 边 与 /或 顶点 被 指定 一 种 或 男 一 种 数据 . 特别 地 ,G 称 为 赋 权 
图 ,如 果 G 的 每 条 边 e 被 指派 一 个 称 为 e 的 权 或 长 度 的 非 负数 .图 8- 12 给 出 了 一 个 赋 权 图 ， 
每 条 边 的 权 明 确 地 给 出 . 在 这 样 的 赋 权 图 G 中 ,路 的 权 ( 或 长 度 ) 定 义 为 该 上 路 上 边 的 权 的 和 ， 
论 中 的 一 个 重要 问题 就 是 求 最 短路 , 即 两 个 给 定 顶点 之 间 的 最 小 权 ( 长 度 ) 的 路 .图 8- 12 中 PP 
与 昌之 间 的 最 短路 的 长 度 为 14. CP Ai As Ai Asac,GI) 就 是 这 样 一 条 路 . 读者 可 尝试 求 另 
一 条 最 短路 


* ” 译 者 注 ; 原 书 “ 边 可 以 重复 "有 误 . 
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8.7 完全 图 ,正则 图 与 二 部 图 
图 有 各 种 各 样 的 类 型 ,本 节 讨 论 其 中 二 个 ;完全 图 ,正则 图 与 二 部 图 . 
完全 图 


如 果 避 的 每 个 顶点 都 与 G 中 每 个 其 他 顶点 有 边 相连 接 , 则 图 G 称 为 是 完全 图 . 于 是 ,完全 
图 必 是 连通 的 .个 顶点 的 完全 图 记 为 K,. 图 8- 13 给 出 了 Ki 到 Ki. 


二 (ae 4 

瑟 1 天 3 大} 

Ka Ks Ks 
图 8-13 


正则 图 


如 果 图 G 的 每 个 顶点 的 度 为 &, 则 称 图 避 为 € 度 正则 的 ,或 上 -正则 的 . 换 句 话说 ,如 果 每 
个 顶点 有 相同 的 度 , 则 图 是 正则 的 . 

容易 描述 连通 的 0 度 ,1 上 度 ,2 度 正 则 固 . 连通 0 -正则 图 就 是 一 个 顶点 没有 边 的 平凡 图 , 连 
通 1 一 正则 图 就 是 两 个 顶点 以 及 连接 它们 的 一 条 边 的 图 . = 个 顶点 的 连通 2 -正则 图 是 一 个 的 
- 圈 . 见 图 8 -14. 


. 一 八 口 但 癌 


0) 0 正则 人 工 正则 fi 2- 正 则 
图 8-14 正则 图 
3 -正则 图 必 有 偶数 个 项 点 ,因为 顶点 的 度 之 和 为 偶数 (定理 8. 1), 图 8-15 纵 出 了 2 个 6 
个 顶点 的 连通 3 -正则 图 . 一 般 地 ,正则 图 可 能 很 复杂 . 例如 ,存在 19 个 10 个 顶点 的 3 -正则 
图 . 注意 到 ”个 顶点 的 完全 图 开 。 是 x 一 1 度 正则 的 ， 
二 部 图 


图 避 称 为 二 部 图 ,如 果 它 的 顶点 集 Y 可 以 划分 为 两 个 子 集 M 和 六 ,使 得 G 的 每 条 边 连 接 
MM 的 一 个 点 到 NN 的 一 个 点 . 完全 二 部 图 是 指 M 的 每 个 顶点 连 到 N 的 每 个 顶点 . 这 种 图 记 为 
并 no 其 中 亚 为 M 中 的 顶点 数 ,n 为 N 中 的 顶点 数 , 且 为 标准 化 ,约定 ms<n. 图 8-16 给 出 了 
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图 Ka. :上 K;,s 和 Ks ,二 然 ， 图 天 mn 有 有 nn 条 边 . 


凡人 关 六 和 


3- 正 则 Ks 
图 8-15 图 5-16 
8.8 树 


图 工 称 为 笠 ,如 果 工 是 连 道 的 月 没有 圈 . 图 8-17 给 出 树 的 例子 . 森林 刁 是 -- 个 没有 图 的 
图 .因此 ,森林 G 的 连通 分 支 都 是 树 ,没有 图 的 图 称 为 无 圈 图 . ) 没 有 边 的 单个 项 点 的 树 称 为 


进化 树 . 
Ol 5 2 
Th 5 人 
La Ts ty 
(a) Lb) 
图 8-17 


考虑 树 人 显然 ,的 两 点 之 间 只 有 一 条 简单 路 . 否则 这 两 条 路 将 构成 一 个 圈 . 也 有 

{a) 很 设 工 中 没有 边 {u'w), 生 对 了 添加 边 e 二 (a,, 则 工 的 从 ww 到 > 的 简单 路 与 e 构 
成 一 个 圈 , 因 此 工 不 再 是 树 . 

(tb) 另 一 方面 ,假设 e 二 :u,v) 为 工 的 一 条 边 ,并 从 三 中 删除 e. 则 工 不 再 连通 (因为 不 能 
有 上 鞭 2& 到 um 的 路 ) ,因此 , 工 不 丕 是 树 . 

下 面 的 定理 (在 问题 8. 16 中 证 明 ) 对 有 限 图 适用 . 

定理 8.6 设 G 为 n>1 个 顶点 的 图 , 则 下 询 结 论 等 价 ; 

(DG 是 料 . 

《iD 为 无 圈 图 , 旦 有 ”一 1 条 边 . 

《iiiyG 连通 , 且 有 * 一 1 条 边 . 

这 个 定理 也 告诉 我 们 ”个 项 点 的 有 限 树 工 必 有 ?一 1 条 边 . 例如 ,图 8- 17(a) 中 的 树 有 9 
个 顶点 和 8 条 边 ,图 8-17Cb) 中 的 树 有 13 个 顶点 和 12 条 边 . 


支撑 树 

连通 图 G 的 子 图 工 称 为 G 的 支撑 锁 , 如 果 工 是 人 岩 , 旦 包含 了 加 的 所 有 顶点 .图 8- 18 给 
出 了 直通 图 C 及 避 的 支撑 树 TT ,T。 和 Ts. 

最 小 支撑 树 


设 G 为 连通 的 赋 权 图 , 即 G 的 每 条 过 被 指定 了 一 个 称 为 边 的 权 的 非 负 数 , 则 G 的 每 个 支 
返 树 被 指定 了 一 个 工 中 每 条 边 的 权 之 和 的 总 权 . G 的 最 小 支撑 树 就 是 总 权 尽 可 能 小 的 支 捧 
树 . 
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图 8-18 


算法 8. 8A 和 8. 8B 使 我 们 能 炒 1 个 顶点 连通 赋 权 图 的 最 小 支撑 树 . (无 论 哪 一 种 情形 ,他 
必 有 #4 一 1 条 边 . ) 


算法 8.8A 输入 个 顶点 的 连通 赋 权 图 GG. 
Step 1 按 权 递减 的 序 排列 G 的 边 . 
Step 2 相继 地 依 序 删 去 未 使 G 不 连通 的 边 ,直译 剩 下 n 一 1 条 边 . 
Step 3 退出 . 


算法 8.8B(Kruskal) 输入 个 顶点 的 连通 赋 权 图 GG. 
Step 1 按 权 递增 的 序 排列 G 的 边 ， 
Step 2 ” 仅 用 避 的 顶点 ,相继 依 序 洪 加 不 产生 圈 的 边 ,直至 添加 了 x 一 1 条 田 , 
Step 3 退出 ， 


最 小 生成 树 的 权 是 惟一 的 ,但 最 小 生成 树木 身 并 不 是 惟一 的 . 当 两 条 或 多 条 迎 有 相 局 的 权 
时 ,就 可 能 产生 不 同 的 最 小 支撑 树 , 此 时 ,算法 8. 8A 或 8.8B 中 第 一 步 边 的 排列 不 惟一 ,因而 
有 可 能 产生 不 同 的 最 小 支撑 树 ,我们 举例 说 明 这 一 点 . 

例 8.2 求 图 8- 19(a) 中 赋 权 图 久 的 最 小 支撑 树 , 注意 @ 有 6 个 顶点 , 故 最 小 支撑 树 将 
有 5 条 边 . 

(a) 应 用 算法 8. 8A. 

首先 按 递减 权 的 序 排列 边 , 然 后 相继 删除 不 导致 QQ 不 连通 的 边 , 直至 莘 下 5 条 边 . 于 是 有 


下 面 的 数据 ， 
边 BC AF AC BE CE BF AE DF BD 
权 8 7 7 7 6 5 4 4 3 


删除 ? 是 是 是 否 省 是 
这 样 得 到 的 Q 的 最 小 支撑 奉 含有 边 BE, CE,AFE, DF, BD. 该 支撑 树 的 权 为 24, 如 图 
8- 19(b)， 


图 3-19 
Cb) 应 用 算法 8. 8B. 


首先 按 权 递 增 的 序 排列 边 , 然 后 添加 不 致 产 牛 圈 的 边 ,直至 有 了 5 条 边 . 于 是 有 下 列 数 据 ， 
边 BD AE DF BF CE AC AF BE BC 
权 3 4 4 5 6 7 7 7 8 
增加 ? 是 是 是 否 是 否 是 
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因此 这 样 得 到 的 QQ@ 的 最 小 支撑 树 含有 边 BD ,AE,DF,CE,AF, 如 图 8 一 19tc). 注意 这 个 支撑 
树 与 算法 8. 8A 得 到 支撑 树 不 同 . 

注 当 图 G 像 图 8- 195q 相 当 小 时 ,上 而 的 算法 容易 执行 . 假如 G 有 成 百 的 顶点 和 边 , 这 
些 边 由 一 列 点 对 给 出 , 那么 蓝 至 确定 G 是 否 连通 也 不 那么 容易 , 它 也 许 需 要 某 种 深度 优先 查 
找 (DFS) 或 广度 优先 查找 (BFS) 的 图 算法 . 后 面 几 节 以 及 下 一 章 将 讨论 存 贮 中 表示 图 避 的 方 
法 以 及 各 种 图 算法 . 


8.9 平面 图 


能 够 茵 在 平面 上 使 得 它 的 边 不 相交 义 的 图 或 多 重 图 称 为 平面 图 , 尽管 4 个 项 点 的 完全 图 
Ks 通常 画 有 相交 义 的 边 , 如 图 8--20ta) ,但 它 也 能 如 图 8- 205B) 画 成 没有 交叉 边 的 图 , 因此 
天 ; 是 平面 图 , 树 图 是 重要 的 平面 图 类 . 本 节 给 读者 介绍 这 些 重要 的 图 ， 


(a} (b) 


图 8-20 图 8- 纪 


地 图 ,区 域 


有 限 平 面 多 重 图 的 特定 平面 表示 称 为 地 图 . 称 地 图 是 连通 的 ,如 果 其 基础 饥 重 图 是 连通 
的 . 任 一 给 定 地 图 将 平面 分 成 各 种 区 域 . 例如 ,图 8-21 中 6 个 硕 点 ,9 条 边 的 地 图 将 平面 分 为 
5 个 区 域 . 注意 到 其 中 4 个 区 上 域 是 有 界 的 ,但 第 5 个 区 域 在 图 形 的 外 面 ,是 无 界 的 . 因此 ,不 失 
一 般 性 ,在 计算 区 域 数 时 ,我 们 可 以 假设 地 图 含 在 某 个 大 的 矩形 而 不 是 整个 平面 中 . 

注意 地 图 的 每 个 区 域 的 边缘 由 边 攀 成 ,有 了 时 这 些 边 形 成 一 个 圈 , 有 时 不 是 , 例如 ,在 图 
8-21i 中 ,网 六 外 的 所 有 区 域 的 边缘 都 是 圈 . 然而 , 若 我 们 从 顶点 C 开始 , 沿 六 道 时 镍 移动 , 周 
得 到 闭路 CC,D, EF,E,C) ,其 中 边 { 五 ,五 } 出 现 了 两 次 . 区 域 的 度 deg( 站 是 指 围绕 天 的 图 或 
闭路 的 长 度 . 注意 到 每 条 边 或 者 围绕 了 两 个 区 城 ,或 者 含 在 -一 个 区 域内 , 国 此 ,在 褒 着 区 域 的 边 
缘 的 任何 路 中 都 出 现 两 次 . 由 此 ,类 似 于 对 顶点 的 定理 8. 1, 对 区 域 有 下 面 的 定理 . 

定理 8.7 地 图 区 域 的 度 的 和 等 于 边 数 的 两 倍 . 

图 8-21 的 区 域 的 度 为 

deg(rm )—=3, deg(rs)—=3, degtrs)~=—3, deg(rs)—=4, deglrs )—3, 

度 和 为 18 ,正好 等 于 边 数 的 两 倍 . 

为 方便 计 , 用 点 或 小 圆圈 表示 地 图 的 顶点 . 否 唱 我 们 就 息 设 平面 上 两 直线 或 曲线 的 相交 处 


是 顶点 . 
Euler 公式 


Fuler 给 出 了 联系 任何 连通 地 图 的 顶点 数 Y, 边 数 五 以 及 区 域 数 尺 的 一 个 公式 . 也 就 是 ， 
定理 3.8(Euler) VV 一 FE 二 R=2. 
(定理 8.8 的 证 明 在 问题 8. 20 中 .7 
注意 到 ,在 图 8- 21 中 ,Y=6,E 一 9,RR=5, 且 正如 所 料 , 由 Euler 公式 得 
V 一 FR=6 一 9 十 5 二 2. 
要 强调 的 是 ,为 使 Euler 公式 成 立 , 地 图 的 基础 图 必须 连通. 
设 忆 为 3 个 或 更 多 顶点 的 连通 平面 多 重 图 , 因 疝 台 既 不 是 玉 ! 也 不 是 Kz. 令 地 为 女 的 平 
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面 表示 . 不 难看 出 :51) 仅 当 MM 的 区 域 的 边缘 是 个 环 , 则 该 区 域 可 以 是 1 - 度 区 域 , (2) 仅 当 
并 的 区 域 的 边缘 为 是 条 重 边 时 ,该 莹 域 的 麻 才 为 2. 于 是 . 齿 避 是 图 ,而 不 是 少 重 图 , 则 谣 的 每 
个 区 域 的 度 必 定 至 少 为 3, 利用 这 个 结论 以 及 Euler 公式 可 证 下 而 的 有 关 平 面 图 的 结果 ， 

定理 8.9 设 G 为 连通 平面 图 ,有 户 个 顶点 和 4 条 边 ,p 守 3, 则 gy 所 3p 一 6. 

注意 该 定理 对 Ki 不 成 立 , 此 时 p 一 1,g 一 0. i 对 KK; 也 不 成 立 ; 此 时 p= 二 2,9 一 1. 

证 明 设 r 光 GG 的 平面 表示 的 区 域 数 , 出 Fuler 公式 ， 

p—gq- ?r=2. 
外 定理 8 7, 区 域 的 度 和 等 于 2g, 但 每 个 区 域 的 度 至 少 为 3, 因 此 
20- 之 3r。 

于 是 ,r 委 2973. 在 FEuler 公式 中 替换 ~, 得 


总 
2=p— gtrep yr 


即 
并 
2 3 
两 边 同 屠 以 3 便 给 出 结果 . 
非 平面 图 ,Kuratowski 定理 


先 给 两 个 非 平 面 图 的 例子 . 先 考虑 应 用 图 , 即 二 座 房 屋 Ai ,As ,4;: 要 连接 到 水 .电气 Bi， 
Bz ,Bs 的 接口 ,如 图 8- 22(a), 广 意 这 是 图 K;.;: 它 有 也 二 6 个 顶点 ,4 二 9 条 边 . 假设 该 图 十 平 
面 的 . 由 Euler 公式 ,其 平面 表示 有 + 二 5 个 区 域 . 注意 到 没有 三 个 点 相互 邻接 . 因此 每 个 区 域 
的 度 是 4 或 更 大 ,由 此 ,区 域 的 度 和 至 少 为 20. 肯 由 定理 5. 9, 该 图 至 少 有 10 条 边 ,但 这 与 该 图 
只 有 4 一 9 条 边 矛 技 , 因此 应 用 图 K;.; 是 非 平 面 图 . 


| : | 
Bi B: By 


EY Ki {by Ks 


图 8- 22 


接 下 来 考 虚 图 8 - 22(b) 中 的 星 图 . 这 是 p 一 5 个 顶点 ,9 一 10 条 边 的 完全 图 KK;. 若 该 图 是 
平面 的 , 则 由 定理 8. 9， 


10—g<3p—6—=15—6—9 
牙 盾 . 因此 Ks 是 非 平面 的 . 
多 少年 来 ,数学 家 尝试 刻 带 平面图 与 非 平 面 图 . 这 个 问题 在 1930 年 被 波兰 数学 家 
K. Kuratowski 最 终 解决 . 由 于 证 明 超 出 本 书 的 范围 ,我 们 仅 将 这 个 结果 叙述 如 下 ， 
定理 $.10(Kuratowski) 图 是 非 平面 的 当 上 且 仅 当 它 含有 同 胚 于 开 :,: 或 及; 的 子 图 ， 


$. 1 站 ”图 着 色 


考虑 图 G,G 的 顶点 着 色 , 简 称 为 着 色 , 是 给 避 的 每 个 项 点 内 定 一 个 颜色 ,使 得 相 邻 的 顶点 
有 不 同 的 颜色 . 车 存在 用 nn 种 颜色 的 G 的 着 色 , 则 称 G 为 -可 着 色 的 ,由 于 词 “ 着 色 ?” 常 用 作 
名 词 ,为 避免 将 它 用 作 动 词 ,因此 在 给 如 的 顶点 指派 颜色 时 ,用 染色 而 不 用 着 色 . ) 染 色 避 所 需 
的 最 少 颜色 数 称 为 上 的 色 数 ,并 记 为 XX(G). 


离散 数学 


Welch 和 Powell 给 出 了 图 捷 着 色 的 算法 ,但 要 注意 这 个 算法 并 不 总 是 给 出 G 的 最 小 着 
色 . 


算法 3.10(Weleh-Powell) 输入 一 个 图 GG. 
Step 1 根据 度 递 减 的 次 序 排列 避 的 顶点 . 
Step 2 给 第 一 个 硕 点 染 第 一 种 斋 色 已 ,然后 ,依次 序 给 与 前 面 已 染 C 的 点 不 相 邻 
的 点 桨 全， 


step 3 用 第 二 种 颜色 对 本 染色 点 的 子 序列 重复 Step 2. 
Step 4 用 第 三 种 颜色 ,第 四 种 颜色 ， 重复 Step 3, 直 至 所 有 点 都 己 染 色 ， 
Step 5 退出 . 


例 8.3 dca) 考虑 图 8 -23 中 的 图 G, 用 Welch-Powell 算法 8. 10 得 到 G 的 着 色 . 根据 度 递减 的 
次 序 排列 顶点 给 出 下 面 的 序列 : 
AAAa dyA5 .As 
给 As 和 Al 涂 第 一 种 颜色 ,给 Ai ,4A,， 和 
4s 涂 第 二 种 颜色 .对 Ai, A: ,As 涂 第 三 种 颜 
色 , 则 所 有 顶点 都 已 被 染色 ,因此 GG 是 3 -可 着 
色 的 ， 
注意 GG 不 是 2 -可 着 色 的 ,因为 顶点 Al， 
4， 入; 是 相互 连接 的 . 国志 必须 具有 不 同 的 
颜色 ,由 此 ,x 一 3. 
Cb) 考虑 ”个 顶点 的 完全 加 区,, 因为 每 个 质点 
都 连接 到 其 他 每 个 点 ,因此 在 任何 着 色 中 , 开 ， 
需要 n 种 颜色 ,于 是 XC(K,) 二. 
实际 上 ,没有 简单 的 方法 确定 任意 图 G 是 
否 n -可 着 色 的 , 不 过 ,下 面 的 定理 《证明 在 问题 8. 22 中 ) 给 出 了 2 -可 着 色 图 的 简单 
刻画 ， 
定理 8. 11 对 图 如 .下 面 结论 等 价 ， 
(i) 如 为 2- 可 着 色 的 . 
Ci 如 为 二 部 图 . 
(ii  G 的 每 个 圈 有 偶 长 度 . 
任意 图 的 着 色 所 需 的 颜色 数 是 没有 限制 的 . 因为 ,比如 说 ,完全 图 KK, 需要 ”种 颜色 . 然 
而 ,如 时 我 们 只 讨论 平面 图 ,那么 无 论 项 点 数 是 多 少 ,4 种 颜色 就 行 的 . 特别 地 ,在 问题 8. 24 中 
我 们 证 明了 ，; 
定理 8. 12 ”任何 平面 图 是 5- 可 着 色 的 ， 
实际 上 ,由 于 每 个 已 知 的 平面 图 都 是 4- 可 着 色 的 ,所 以 自 1850 年 以 来 ,数学 家 就 猜想 : 平 
面 图 是 4- 可 着 色 的 . 在 1976 年 ,Apple 和 Haken 终于 证 明了 这 个 猜想 是 对 的 . 即 
四 色 定 理 {Apple 和 Haken) 任意 平面 图 是 4- 可 着 色 的 . 
我 们 在 下 一 节 讨 论 这 个 定理 . 


对 慢 地 图 与 四 色 定 理 


考虑 地 图 M, 比 方 说 图 8- 24Ca) 中 的 地 图 M, 即 M 为 平面 多重 图 的 平 商 表示 , M 的 两 个 
区 域 若 有 公共 的 边 , 则 称 为 相 针 .于 是 图 8 一 24(a) 中 的 区 域 r; 和 六 是 相 邻 的 ,但 区 域 六 和 六 
不 相 邻 .1M 的 着 色 是 指 对 M 的 区 域 的 颜色 指派 ,使 得 相 邻 的 区 域 有 不 同 的 颜色 , 若 存 在 放 的 
用 nn 个 颜色 的 着 色 , 则 称 M 是 n -可 着 色 的 ,于 是 图 8- 24(a) 中 的 地 图 好 是 3- 可 着 色 的 , 因 
为 各 区 域 可 如 下 涂 色 :ri 红色 ,rz 白色 ,nn 红色 ;ri 白色 ,rs 红色 ,rs 蓝 色 . 注意 到 这 个 着 色 地 图 


图 8- 23 
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的 讨论 与 前 面 着 色 图 的 讨论 的 相 亿 性 . 用 下 让 定义 的 对 偶 地 图 的 概念 ,事实 上 ,可 以 证 明 , 地 图 
的 着 色 等 价 于 平面 图 的 顶点 着 色 . 


| 
一 一 
Cn 7 
\ 
Vv 


(a) 


图 8&- 24 


考虑 地 图 M, 在 M 的 每 个 区 域内 取 一 个 点 . 若 两 区 域 有 公共 边 , 则 用 一 条 通过 这 条 公共 边 
的 昌 线 连接 相应 的 两 个 点 . 这 些 则 线 可 以 画 的 互 不 相交 ,于 是 得 名 一 个 新 的 地 图 M' , 称 为 M 
的 对 锅 . 使 得 AM 的 每 个 点 怡 对 应 诗 的 一 个 区 域 . 图 8 -24(b) 给 出 了 图 8 -24ta) 中 地 图 的 对 
偶 . 可 以 证 明 JM* 的 每 个 区 域 恰 合 MM 的 一 个 点 , 且 Mi? 的 每 条 边 恰 与 大 的 一 条 边 相 交 , 反 之 亦 
然 . 因此 MM 也 为 地 图 M* 的 对 个 . 

注意 到 地 图 MM 的 任意 区 域 着 色 对 应 着 对 侦 地 图 1M:* 的 顶点 着 色 . 因此 ,;M 是 -可 着 色 的 
当 生 仅 当 对 很 地 图 M7* 的 平面 图 是 顶点 n- 可 着 色 的 . 上 面 的 定理 可 如 下 叙述 : 

四 色 定 理 (Appel 和 Haken) ”要 使 任意 地 图 iM 的 相 邻 区 域 着 不 同 颜色 , 则 至 多 需 要 四 种 
颜色 . 

上 面 这 个 定理 的 证 明 本 质 上 使 用 了 计算 机 , 特别 地 ,Appel 和 Haken 首先 证 明了 若 四 色 
定理 不 成 立 , 则 在 近 2000 多 种 平面 图 中 存在 一 个 及 例 . 然后 他 们 借 隔 计算 机 证 明了 这 些 图 中 
没有 这 样 的 反例 . 若 不 使 用 计算 机 , 则 每 种 猎 的 检验 都 似乎 起 出 了 人 类 的 能 力 , 因此 ,与 数学 的 
多 数 证 明 不 同 ,该 证 明 与 技术 相关 , 即 依 赖 于 高 速 计算 机 的 发 展 , 


8.11 在 计算 机 存 贮 器 中 的 表示 图 


有 两 个 标准 方法 将 图 G 存 贮 在 计算 机 中 ,一 种 称 为 G 的 序列 表示 , 即 异 助 于 图 的 邻接 矩 
阵 六 , 另 一 种 称 为 G 的 链表 示 或 邻接 结构 ,采用 了 邻 点 的 链表 . 当 图 G 秋 密 时 常用 矩阵 表示 ， 
而 当 图 避 稀 政 时 常用 链表 . ( 设 图 GG 有 x 个 顶点 条 边 . 如果 mm 一 OCn*); 则 图 避 是 类 密 的 ;如 
果 mw 一 On) 或 OCnlogn}), 则 图 GG 是 稀 比 的 .) 

无 论 用 什么 方 靶 存 蛇 锣 C, 图 6 都 用 它 的 正式 定义 输 人 到 计算 机 , 即 用 顶点 集 和 点 对 ( 边 ) 
集 输 人 到 计算 机 ， 


邻接 矩阵 


设 忆 为 m 个 顶点 的 图 ,并 设 顶 点 已 排序 为 如 yw … ww. 则 图 局 的 邻接 奸 阵 A 二 [Las] 就 是 
如 下 定义 的 mwXm 和 窍 阵 ，: 
_ 六 ;车 连接 到 wv;， 
“0, 否则 . 
图 8 一 25tb) 给 出 了 图 8--25ta}y 中 图 避 的 邻接 答 阵 ,其 中 人 顶点 排序 汶 A,B,C,D,E. 注意 避 的 
每 条 边 {v ,ou 用 ar 一 1 和 a; 二 1 表示 两 次 , 因此 ,邻接 矩阵 是 对 称 的 . 
稳 的 邻接 矩阵 A 依赖 于 的 项 点 的 次 闻 , 邑 不 同 的 顶点 序 给 出 不 同 的 邻接 矩阵, 然而 ， 
任 两 个 这 样 的 邻接 托 阵 是 紧密 联系 的 ,因为 一 个 邻接 矩阵 可 以 从 另 一 个 邻接 移 阵 通过 简单 地 
交换 行 . 烈 得到, 另 一 方面 ,邻接 矩阵 并 不 依赖 于 阶 数 , 它 将 边 5 顶 点 对 ? 输 人 到 计算 机 的 次 序 ， 
上 述 表 示 有 各 种 变形 . 若 G 为 多 重 图 ,常用 a 表示 过 {v;, ?的 数 日 . 此 外 , 若 GG 为 赋 权 
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(a} (bh) 
网 8 -25 
图 ,可 用 a; 表示 边 1w,v;}) 的 权 , 
图 局 的 链表 示 
设 G 为 m 个 顶点 的 图 ,用 图 G 的 邻接 矩阵 A 存 凡 GG 有 诸多 不 便 , 首先 在 忆 中 插 人 或 删除 


顶点 是 困难 的 . 因为 六 的 大 小 可 能 需要 改变 ,日 硕 点 也 可 能 需要 重新 排序 ,从 而 矩阵 闪 也 会 有 
众多 繁杂 变化 . 进一步 ,假如 避 的 边 数 是 Ot} 或 OCmlogm), 即 假如 G 是 稀 玉 的 ,那么 矩阵 加 
中 含有 许多 0. 因而 大 量 的 存 贮 空间 滔 费 了 , 因此 , 当 G 稀 草 时 ,G 常用 某 种 链表 示 , 也 称 为 郭 
接 结 构 来 存 凡 ,借助 于 一 个 例子 描述 . 

考虑 图 8 - 26Ca}) 中 的 图 忆 注意 如 可 用 网 8- 26(b) 中 的 表 等 价 地 定义 ,这 个 表 给 出 了 上马 
的 每 个 顶点 以 及 它 的 邻接 表 , 妈 它 的 邻接 点 5 邻 点 ) 的 袁 . 用 符号 季 表 未 空 邻接 ,这 个 表 也 可 以 
紧 忠 地 表示 为 


G=[A:B,D; BA.C.D; C:B; D:A,H; E:]. 
这 时 肾 号 *"; ”分隔 顶 点 与 它 的 邻 点 ,而 分 导 " 和 分 陋 不 同 的 列表 . 


{a) 
图 8-26 

注 注意 图 如 的 每 条 按 在 邻接 结构 中 表示 两 泡 , 即 尾 一 过 ,如 14, 8 在 4 的 邻接 表 中 用 
五 表示 ,在 吾 的 邻接 表 中 又 表示 为 上. 图 8- 26(a)? 中 的 图 G 有 4 条 过 .因而 在 邻接 表 中 必须 有 
8 个 顶点 , 另 一 方面 ,邻接 表 中 的 等 个 项 点 对 应 了 图 台中 的 惟一 边 ， 

图 G 的 邻接 表示 , 即 用 它 的 邻接 表 存 贮 忆 ,通常 含有 两 个 文件 (或 记录 和 集 ) ,一 个 称 为 点 文 
件 , 男 一 个 称 为 边 文 件 . 如 下 定义 : 

(a) 点 误 人 性 ”点 文件 包 食 图 已 的 项 点 列表 . 它 用 一 个 组 或 链表 存 贮 , 点 文件 的 每 个 记录 有 
如 下 形式 


其 中 VERTEX 为 顶点 的 名字, 当 硕 点 以 链表 在 喧 时 ,NEXT-V 指向 点 文件 的 项 点 列表 的 后 继 
点 ,而 PTR 指向 边 文件 中 出 现 的 点 的 邻接 列表 的 第 一 个 元 素 . 阴影 区 域 表示 对 应 于 该 点 的 记 
录 可 能 还 有 其 他 信息 

(Cb) 边 文件 ” 边 文 件 包含 图 如 的 边 . 特别 地 , 边 文 件 包 含 G 的 所 有 邻接 表 , 而 每 个 表 以 链 
表 存 贮 . 边 文件 的 每 个 记录 对 应 于 邻接 表 的 一 个 项 点 ,因此 ,间接 地 对 应 于 的 一 条 按 . 记录 
通常 有 如 下 形式 
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其 中 51) EDGE 为 过 的 名 字 ( 若 有 的 话 )， 

《2) ADJ 指向 点 文件 中 顶点 的 位 置 . 

《3) NEXT 指向 邻接 表 中 后 继 栅 点 的 位 置 . 

注意 ,每 条 边 在 边 文件 中 表示 两 次 ,但 文件 的 每 个 记录 对 应 了 惟一 的 边 . 明 影 区 域 表 朋 对 
应 于 该 边 的 记录 中 可 能 有 的 其 他 信息 . 

8-27 给 出 了 辆 8-266a 中 图 如 是 如 何 存 贮 的 .6 的 顶点 以 链表 存 贮 , 它 有 来 用 了 指向 第 
一 个 顶点 的 变量 START,〈 因 此 , 若 采 用 线性 组 代 奉 顶点 列表 , 则 NEXT-V 将 不 再 需要 , ) 注 
意 由 于 这 些 边 设 有 和 名字, 所 以 字段 EDGE 不 是 必 害 的 . 图 8 一 27 也 用 箭头 表示 了 顶点 吕 的 邻 
接 表 LD,C,Aj. 


5 丰 了 8 9 10 


1 2 3 4 
二 DJ 208 | 10dy | BO | 20B) | 4D | ledy | HD 2 本) 
NEXT | 4 0 | 2 0 1 1 0 | 3 6 


图 8-27 


8. 12 图 算法 


本 节 讨论 两 个 重要 的 图 算法 , 它 系 统 地 检查 图 6G 的 顶点 和 边 . 一 个 称 为 深度 优先 查找 
《DFS) , 男 一 个 称 为 广度 优先 查找 (BFS). 下 一 章 再 讨论 与 有 向 图 有 关 的 其 他 图 算法 . 任何 特 
别 的 图 算法 可 能 依赖 于 全 的 存 喧 方式, 这 里 假设 G 用 其 邻接 结构 存 迪 ,用 图 8 一 28 中 的 图 
作为 测试 图 , 它 给 出 了 图 G 的 邻接 结构 ， 


过 
B 
已 
E 
F 
[0 
五 
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图 8- 28 


三 执行 算法 时 ,G 的 每 个 顶点 《点 }N 有 下 而 一 种 状态 之 一 , 称 为 N 的 状态 (STATUS): 
STATUS 一 1:( 准 备 状 态 ) 顶点 N 的 初始 状态 . 
STATUS 一 2:( 等 候 状态 )〗 顶点 六 在 (等 候 ) 表 中 ,等 待 进行 ， 
STATUS 一 3; 《检查 状态 ) 顶点 N 已 检查 . 
深度 优先 查找 的 等 候 表 是 一 个 (修改 的 ) 堆 栈 ,和 而 广 讼 优先 查找 的 等 候 表 是 一 个 队列 . 
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深度 优先 查找 


下 面 给 出 从 项 点 A 井 始 的 深度 优先 查找 的 一 般 概念 . 首先 检查 开始 点 入 ,然后 洛 着 针 A 
开始 的 路 P 检查 每 个 顶点 N. 即 检查 A 的 邻 点 ,再 检查 4 的 邻 点 的 邻 点 ,等 等 . 在 到 达 “ 死 点 ” 
后 , 即 旬 达 一 个 没有 林 检 查 的 邻 点 的 点 后 ,我 们 追踪 忆 直到 可 沿 着 另 一 条 路 继续 ,如 此 等 
等 . 用 一 个 拥有 未 来 可 能 路 的 初始 点 的 堆栈 来 实现 反 向 追 陈 . 现 需 要 一 个 字段 STATUS 来 表 
示 每 个 点 的 当前 状态 ,以 便 使 得 没有 点 检查 超过 一 次 ,算法 如 下 ， 


12A[ 深 度 优先 查找 ) 该 算法 从 一 个 开始 点 入 开始 执行 图 的 深度 优先 查找 . 
初始 化 所 有 点 到 准备 状态 (STATUS 一 1). 
从 开始 点 A 放 到 堆栈 上 ,并 将 A 的 状态 改 为 等 候 状 态 (STATUS 一 2). 
重复 Step 4 和 Step 5, 直 到 堆栈 空 ， 
取 堆 栈 的 “ 顶 ” 点 N ,检查 N ,并 置 STATUS(N) 一 3 检查 状态 . 
检查 N 的 每 个 分 点 J. 
(a) 若 STATUS(J) 二 1( 淮 备 状态 ) ,把 了 放 到 堆栈 上 , 重 置 STATUS(CJ 二 2( 等 
候 状 态 ). 
《b) 着 STATUStJ) =2( 等 候 状 态 ) ,从 堆栈 中 删 去 前 一 个 把 当前 本 放 到 堆栈 
上 上. 
te 若 STATUS(CJ) 二 3( 检 查 状 态 }), 略 过 顶点 J. 
[结束 Step 3 循环 
Step 5 退出 . 


G 的 所 有 顶点 检查 ,那么 算法 必须 修改 ,使 得 它 再 开始 于 另 一 个 顶点 ( 称 为 BY ,该 点 仍 处 于 准 
备 状态 (堆栈 二 1) ,该 点 电 可 走 遍 顶点 列表 得 到 . 
注 “上面 算法 中 的 结构 堆栈 技术 上 不 是 堆栈 ,因为 ,在 Step 5Cb) 中 ,允许 删除 顶点 /, 然 
后 插 到 这 个 堆栈 的 前 面 . (尽管 是 同一 个 顶点 几 但 在 邻 臧 结构 中 它 道 常 表 未 不 同 的 边 . ) 若 在 
Step 5 人 b) 不 移动 7, 则 得 到 DFS 的 另 一 形式 ， 
例 $.4 对 图 8-28 中 的 图 应 用 DFS 算法 8. 12A. 顶点 按 下 列 次 序 进 行 . 
A, B, E, F, C, G, H, Db. 

特别 地 ,图 8-29(a) 给 出 了 STACK 的 等 待 列表 的 庆 列 及 将 进行 的 顶点 . 用 和 斜 杠 “/” 

表示 从 这 个 等 候 列 表 中 删除 一 个 点 . 每 个 顶点 ,不 包括 A, 源 于 一 个 邻接 表 因 而 对 应 

于 该 图 的 一 条 边 , 这 些 边 构 成 了 G 的 一 标 支 撑 树 ,如 图 8- 29(b) ,数字 给 出 如 到 树 上 

边 的 顺序 ,虚线 指出 反 呵 追踪 . 
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图 8-29 
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广度 优先 查找 


下 面 给 出 广度 优先 查找 的 一 般 概 念 , 它 从 一 个 起 始点 让 开始. 首先 检查 起 始点 入, 然后 检 
查 A 的 所 有 邻 点 ,再 检查 A 的 邻 点 的 邻 点 ,如 此 等 等 , 自然 地 ,需要 保留 顶点 的 邻 点 的 轨迹 ,还 
要 保证 没有 项 点 检查 两 次 . 这 由 队列 和 字段 STATUS 完成 . 队列 包含 了 等 待 检查 的 点 . 而 
STATUS 告诉 我 们 顶点 的 当前 状态 . 算法 如 下 


12B{ 广 讼 优先 查找 】 该 算法 执行 图 G 的 广度 优先 算法 , 它 从 一 个 起 始点 A 开始 . 
初始 化 所 有 顶点 到 准备 状态 (STATUS=1)， 

将 起 始点 A 放 进 队列 ,并 将 A 的 状态 改变 为 等 蛋 状 态 (STATUS==2). 

重复 Step 4 和 Step 5; 直到 队列 空 ， 

移 去 队列 的 前 面 点 ,检查 N, 并 置 STATUSCN} 一 3 检查 状态 . 

检查 六 的 每 个 邻 点 J. 


(a) 车 STATUSCJ) 二 10 准备 状态 ) ,将 加 到 队列 的 后 面 . 重 置 STATUS() 二 2 

(等候 状态 ). 

(b) 若 STATUS( 丰 一 2 等 候 状 态 ) 或 STATUS(CJ) 一 3 检查 状态 ), 跳 过 项 点 J. 

[结束 Step 3 循环 ] 
Step 6 退出 . 


上 面 的 算法 还 是 仅 进行 那些 连接 到 起 点 4 的 点 , 即 含 A 的 连通 分 文 . 假设 要 对 图 G 的 所 
有 顶点 检查 ,算法 就 必须 修改 ,使 得 它 再 开始 于 男 一 个 顶点 { 称 为 B) ,该 点 仍 处 于 淮 备 状态 
(STATUS 二 1 ,这 个 顶点 可 通过 走 遍 顶点 列表 得 到 . 
例 8.5 对 图 8- 28 中 的 图 应 用 BFS 算 法 8.12B. 项 点 按 以 下 顺序 检查 ， 
A D, C, B, FPF, E, G, H., 

特别 地 ,图 8 -30Ca) 给 出 队列 的 等 待 表 的 序列 以 及 正在 检查 的 顶点 . 再 一 次 , 除 4 外 

的 每 个 顶点 仍 来 自 于 邻接 列表 ,因而 对 应 于 图 6 的 一 条 边 ,这 些 边 构成 了 G 的 一 棵 

支撑 树 ,如 图 8 - 30Cb) ,同样 数字 指出 添加 到 树 二 边 的 顺序 . 注意 这 个 支撑 树 与 图 8 - 

29(b) 中 的 由 深度 优先 查找 得 到 的 支撑 树 不 同 . 
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图 8-30 
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问题 与 解答 


图 术语 


3. 


8.3 


8.4 


考虑 图 8- 31. (a) 正式 描述 画 出 的 图 G, 即 求 的 顶点 集 VCG) 和 边 集 ECG). (b) 求 每 

个 顶点 的 度 , 并 对 此 图 验证 定理 8. 1. 

解 晤 (nm 有 5 个 顶点 ,因此 .VOD 一 14, BCD,E .有 ?个 点 对 4z, 刘 使 得 莽 连 到 y, 故 
EGD=[{A.B} ,AC (AD}, {BC} {1B, EC D}, {CE}]. 

Cb) 顶点 的 度数 等 于 该 顶点 属于 的 边 数 . 例如 ,由 于 有 局 于 三 条 边 1A,B},{A1C} .1 4,D), 故 deg(A) 一 


3. 类 似 地 ， 
degtB)=3, deg( =4, deg(D)=2, deg(F)=—2, 


顶 感 的 度 之 和 为 
3 十 3 十 4 十 2 十 2 一 14， 
等 于 边 数 的 2 售 . 
B 了 A C 
- - | 7 
E D Dn E F 
避 8~31 图 8-32 


考虑 图 8- 32 中 的 图 G. 求 (a) 从 有 A 到 玉 的 所 有 简单 路 ;(b) 从 A 到 下 的 所 有 迹 ; tc) 从 
4 到 天 的 距离 4<4,; Cd G 的 直径 diamtG) iey 包含 A 的 所 有 转 ; (f) G 中 的 所 有 
圈 . 
解 晤 (al 从 4 到 丘 的 简单 路 是 一 条 没有 顶点 ,因而 也 没有 按 重 复 的 路 . 有 ?7 条 这 样 的 路 ,4 条 以 边 
{及 ,B} 开 头 ,3 条 以 边 {A, 口 ) 开 涉 : 
CABC FF), CABO EF), CABIEF), AB,E,C.H):; 
(AD,E,FY, CADE,BC FY, CADE,C EY. 
《by 大和 A 到 下 的 迹 是 没有 边 重 复 的 路 ,有 9 条 这 样 的 迹 : (a; 中 的 7 条 简单 陷 以 及 (CA,D,E,B,C,E,F) 
和 CADE,C, BE,m, 
(cy 有 一 条 从 4 到 互 长 为 3 的 路 ,如 (4,B,C;F) ,而 没有 更 短 的 从 A 到 下 的 了 路 ,因此 dA. 让 二 34. 
(d) 任 两 点 之 间 的 距离 林 超 过 3, 且 共和 到 下 的 距离 为 3. 因此 ,diamt 吕 二 3. 
Ce) 图 是 顶点 ( 除 起 点 与 终点 ) 不 重 的 闭路 ,有 3 个 圈 合 顶点 A. 
CAB ED, CABCE DAY, (A,BC FE D,A). 
(他 如 中 有 5 个 园 ,Ce 中 的 3 个 以 焉 5 是 人: 本 ,BC 下 , 忆 .C ,B,C.F,E,B). 
考虑 图 8- 33 的 多重 图 G. (a) 哪些 是 连通 的 ? 车 图 不 连通 , 求 它 的 连通 分 支 . (b) 哪些 
是 无 圈 的 ?《c) 哪些 是 无 环 的 ? 《中 哪些 是 图 ? 
解 ”Ca 只 有 (1) 和 (3) 是 连通 的 , (2) 术 连通 , 它 的 连通 分 支 是 {及 ,D,E)} 和 (B.C). (5 不 连通 , 它 
的 连通 分 支 是 :A,B,FE}y 和 {C,D}. 
cby 私 (1) 和 和 (4) 是 无 圈 的 ,(2) 有 图 CA,D, 万 ,AA) ,t3) 有 图 (A,B,E'A)., 
Ke 只 有 (4) 有 环 ,该 环 为 {B,B}. 
(由 只 有 (1) 和 (2) 是 图 . 多 重 图 (3) 有 重 边 {A,E} 和 {A,E}, 且 (C4) 有 重 边 1C,D} 和 :C,D}, 还 有 环 {B， 
B}. 
设 G 为 图 8- 34(a) 中 的 图 . 求 ;(a) 从 A 到 C 的 所 有 简单 路 ; (by 所 有 的 图 ; (c) G 的 由 
WV 一 4B,C,XX, 了 了) 生成 的 子 图 HH; (d) G 一 Y; (e) 所有 割 点 :〈 所 有 桥 ， 
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| 8 4 C KT > 玫 a 
C 已 站 D 到 
0) 2) (3) (4) 


图 8- 33 


解 旺 (a) 从 及 到 忆 的 简单 路 有 两 条 ;CA,X,Y ,中 和 tA,X,B,Y,O). 
《P) 具有 一 个 疾 (B,,Y,B). 
Cc) 如 图 8- 34b) ,三 由 顶点 集 产 及 螨 点 在 凡 中 的 所 有 边 的 集合 王 构 成 , 即 
EF=[{B.XI, {X.Y}.{B.Y}, {Cr}]. 
《9 从 女 中 删 去 站 以 上 人 合 Y 的 所 有 边 就 得 到 图 8- 34( 疏 中 的 图 GG 一 Y.( 注 Y 为 割 点 ,因为 G 一 ?了 不 连 
通 .) 
(Ce) 顶点 4,X 和 了 是 割 点 . 
Cf 村 种 和 于 是 ， 人 {六 ,2}， 0 芷 ?和 {CY}， 


图 8 一 31 


考虑 图 8~ 32 的 图 G, 求 删 去 一 个 项 点 所 得 的 子 图 ,G 有 基点 吗 ? 
解 旺 ”从 G 中 删 去 一 点 ,也 必须 删 去 含有 该 点 的 所 有 边 . 删 去 一 点 得 到 6 个 这 样 的 图 , 见 图 8 - 35， 
所 有 这 6 个 图 都 是 连通 的 ,因而 没有 基点 . 


~— i741lLiI. 
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图 8-35 
证 明 问 题 8. 5 中 得 到 的 6 个 图 是 不 同 的 , 即 这 些 昼 中 没有 两 个 图 是 同 构 的 . 并 证 明 (B) 
和 (C) 同 是 . 
证 好 ”除了 (B) 和 (C) ,任何 图 的 5 个 顶点 的 度 


都 不 能 与 其 他 图 的 度 相 配 , 因 此 ,除了 可 能 (B} 和 
(CC) 外 .没有 图 同 构 . ~、 ] 
热 而 ,车 删 去 (By 和 (C) 中 的 3 度 点 - 则 得 到 涉 db Ia 


同 的 子 图 ,因此 (B) 和 (C? 了 电 不 同 构 , 基 而 所 有 6 个 
图 都 不 相同 .但 (By 和 (C) 是 同 凸 的 , 央 为 它们 可 分 加 836 
别 从 图 8 - 36 的 局 构图 添加 适当 的 点 得 到 . 
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可 旅行 图 ,Enler 回路 与 Hamilton 回路 
8.7 考虑 图 8- 37 中 的 每 个 图 G. 哪些 是 可 旅行 的 , 即 有 Euler 路 ? 哪些 是 Euler 图 , 即 有 


8.8 


8.9 


Euler 回路 ? 若 不 是 ,说 明理 由 . 

解 绍 ”车 避 仅 有 0 或 2 个 硕 点 的 度 为 奇数 , 则 5 可 旅行 的 (有 Fuler 路 ), 若 G 的 所 有 顶点 的 度 部 是 
俩 数 , 则 所 是 欧 拉 图 (有 Euler 回路 ). 

(a) 可 旅行 的 ,因为 有 两 个 奇 点 ;可 旅行 路 必 以 一 个 奇 点 开始 ,以 另 一 奇 点 结束 ， 

(b) 可 旅行 的 ,因为 所 有 点 为 偶 点 ,因而 有 Euler 回路 . 

(ec) 因为 6 个 顶点 汐 宙 点 ;所 以 避 不 是 可 旅行 的 . 


[EN Cb) (对 
图 8-37 


图 8- 37 中 的 哪些 图 有 Hamilton 回路 ”车 没有 ,为 什么 ? 
解 ”图 (a} 和 Cc) 有 Hamilton 回路 (读者 应 能 方便 地 找到 其 中 一 条 ). 然而 图 (bb) 没有 Hamilton 回 
路 ,因为 车 a 是 一 条 Hamilton 回路 ; 则 a 必 将 中 间 点 连接 到 其 左下 的 点 ;然后 沿 着 底 行 移 到 下 面 的 右 
点 ,再 垂直 到 中 间 的 右 点 ,但 在 走廊 剩 下 的 点 之 前 就 被 追 回 到 中 心 点 ， 
证 明定 理 8. 3CEuler) ;有限 连通 图 避 是 Euler 的 当 且 仅 当 每 个 点 有 偶 度 . 
证 晤 设 委 为 人 uler 的 , 旦 工 为 Euler 闭 迹 .对 避 的 每 个 项 点 w* 迹 了 了 进入 和 离开 "相同 的 次 数 , 且 
过 不 重复 ,因此 ”有 侦 度 . 

上 反 过 来 ,假设 局 的 每 个 占有 侦 度 , 现 构 造 Fuler 迹 . 从 任 一 条 边 ea 开始 迹 工 ,条 一 条 地 添加 边 扩 
展 工 . 若 在 任何 时 候 ,T 都 不 是 闭 的 ,比方 说 ,TT 开始 于 xz, 但 在 v 志 4 结束 . 因此 ,全 中 关联 于 性 的 边 
仅 有 奇数 条 出 更, 因而 可 用 另 一 条 关联 十 ”的 边 扩展 T, 这 样 继续 扩展 Ti ,直到 全 返回 到 其 出 发 点 
zt, 即 全 为 闭 的 .车 工 包含 了 避 的 所 有 边 , 则 工 为 Fuler 迹 . 

拒 设 T 不 含 忆 的 所 有 边 ,考虑 从 GG 中 删 去 T, 的 所 有 这 得 到 的 图 五 . 互 也 许 不 连通 ,但 五 的 每 个 
点 的 度数 为 偶数 ,因为 T 含 关联 于 任 一 点 的 偶数 条 边 . 由 于 避 基 连通 的 , 故 存 在 下 的 边 e', 它 有 一 个 
端点 w' 在 Ti 中 .在 再 中 从 w' 开 始 . 并 用 边 e。' 构 造 迹 7:. 因 为 吾 的 所 有 顶点 是 侦 度 数 , 所 以 可 在 万 中 
继续 扩展 Ti ,直到 T; 返回 到 二, 如 图 8- 38. 显然 ,将 TT 和 工 放 在 一 起 构成 图 中 更 大 的 闭 和 过. 继续 
这 个 诗 程 直到 用 遍 避 中 的 所 有 边 . 最 后 便 得 到 了 Euler 迹 , 困 而 台 是 Enler 的 . 


T 


图 8-38 


特殊 图 


8. 10 画图 Kz,;. 
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解 晤 了， 含 有 7 个 点 ,分 威 2 点 四 和 wz 的 集合 虹 和 5 点 四 的 集合 N, 世 含有 所 有 可 
能 的 从 项 点 到 名 的 边 , 于 是 有 10 莱 边 , 如 图 8- 39， 


Wl HW? 


5 Da Tm La Ts 


不 2 5 
图 8-39 


8.11 哪些 连通 图 既是 正则 的 又 是 二 部 的 ? 


解 时 ”二 部 图 并 是 关 - 度 正则 的 ,因为 每 个 点 连 到 严 个 其 
他 的 点 . 因此 它 的 度 为 mx. 从 中 删 去 又 条 不 相交 边 所 得 的 天 ww 
的 子 财 也 是 正则 的 ,例如 图 8- 40 给 出 的 Ki 的 子 图 是 3 -正则 
的 . 可 以 继续 删 去 岂 条 不 相 变 的 邮 , 每 次 得 到 少 一 度 的 让 则 图 


这 些 图 可 能 是 不 连通 的 ,但 无 论 怎 样 ,它们 的 连通 分 支 具 有 所 需 
性 质 . 图 8-40 


树 , 支 撑 树 


3.12 画 出 恰 6 个 顶点 的 所 有 树 


解 ”有 6 个 这 样 的 树 ,如 图 8-41. 第 一 村 树 友 径 为 5, 接 着 的 两 棵 树 直径 为 4, 再 接 下 来 的 两 桂 
树 直径 为 3, 最 后 一 樟树 直径 为 2. 任何 其 他 6 个 点 的 鱼 必 同 构 于 这 些 树 之 一 . 


二 上 十 


图 8- 41 
8.13 求 图 8- 42(a) 中 图 避 的 所 有 支 朱 树 . 
解 #FP 加 图 8-42Cb), 有 8 个 这 样 的 支撑 树 ,每 个 支撑 树 必 有 4 一 1==3 条 边 , 匡 为 G 有 4 个 顶点 . 


由 此 每 个 支撑 树 可 从 避 的 5 条 边 中 删 去 2 条 边 得 到 . 这 有 10 种 方法 ,除去 其 中 两 个 给 出 不 连通 图 . 因 
此 ,上 画 8 个 支撑 树 为 G 的 所 有 支撑 树 ， 


{a) {b) 
图 8-42 
8.14 对 于 图 8- 43(a) 中 的 赋 权 图 G, 求 最 小 支撑 峙 工 
解 ”由 于 G 有 n=9 个 顶点 ;于 本 必 有 +# 一 1 一 8 条 过 .应用 算法 8 8Aa, 即 保持 删除 设 有 使 妃 不 连 


和 


* 180 ， 
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8. 15 


通 且 有 最 大 权 的 边 ,直至 只 剂 下 一 1 一 8 条 边 .或 应 用 算法 8. 8B, 即 从 3 个 点 开始 .保持 添加 不 形成 
圈 且 有 最 小 权 的 边 .直至 添加 了 一] 一 8 条 边 .两 种 方法 都 给 出 了 最 小 支撑 树 , 如 图 8- 13(b)， 


图 8-43 


设 G 为 多 于 一 个 顶点 的 图 . 证 明 下 列 结论 等 价 : (i) G 是 树 . Gi 每 对 点 怡 巾 一 条 简单 路 
连接 . Ci) G 连通 ,但 对 6 的 任何 边 e,G—e 不 连通 ，(iv} G 无 医 , 但 车 给 添加 一 条 边 
则 所 得 的 图 恰 有 一 个 图 ， 
证 归 00)=>(i) 设 w 和 vw 为 G 中 的 两 点 .由 于 避 为 树 , 所 以 GG 是 连通 的 ,于 是 在 ww 和 wv 之 间 至 少 存 
在 一 条 路 . 由 定理 8. 37. 4 和 之 间 只 能 有 一 条 简单 路 . 否则 含有 图 . 

《ifiii) 假如 从 GG 中 删 去 边 e 二 fw, 中. 注意 到 ge 是 愉 w 到 的 
路 ,假设 所 得 的 图 G 一 有 从 & 到 的 路 PP, 则 了 和 e 是 两 条 不 同 的 从 > 
到 ”的 路 ,与 假设 矛盾 , 于 是 G 一 e 中 与 v 之 间 没 有 路 ,因此 G 一 e 不 连 
通 . 

(iD 二 (iv 设 G 有 一 圈 避 舍 边 e 二 {u,v. 由 假设 G 连通 ,但 G' 一 
局 一 e 不 连通 ,a 和 vw 属于 G 的 两 个 不 同 的 分 志 ( 问 题 8. 41). 这 与 和 和 m 
由 一 条 GG 中 的 路 ==C 一 e 连接 矛盾 . 因而 避 是 无 圈 的 . 

再 令 上 和 为 G 的 顶点 , 互 为 由 连接 边 z 二 {z+,y) 到 如 所 得 到 的 pr 
图 . 由 于 GG 是 连通 的 ,所 以 忌 中 存在 从 x 到 y 的 路 已 ,因此 C 一 Pe 形 成 
了 万 的 图 , 假设 互 含有 另 … 个 圈 C ,由 于 GG 是 无 图 图 ,所 以 忆 必 会 有 
边 e. 设 避 =P'e, 那 么 PP 和 P' 为 G 中 从 zz 到 3 的 两 条 简单 路 ( 见 图 8- 和 4). 由 问题 8.37,;G 合 有 一 个 
围 ,与 G 为 无 圈 图 了 矛盾. 因此 ,五 仅 售 有 一 个 轿 . 

(i 过 0) 因为 给 上 添加 一 条 边 e 二 {rz,y 产 生 一 个 圈 , 所 以 顶点 工 与 y 在 G 中 必定 已 是 连通 约 . 
因此 避 连 通 , 且 由 假设 6G 为 无 圈 的 , 即 GG 为 树 
证 明定 更 8. 6; 设 为 n 空 1 个 顶点 的 有 限 图 ,那么 下 列 结论 等 价 . CD G 为 和 树 . (iD GG 无 
圈 旦 有 ?2 一 1 条 边 . (ii G 连通 是 有 nn 一 1 条 边 . 
证 ”对 用 归 钠 法 证 明 , 对 权 有 一 个 项 点 而 设 有 边 的 图 定理 当然 是 封 的 . 即 , 定 理 对 ”一 1 成 立 ， 
现 假设 二 >1, 上 定理 对 少 于 ?个 顶点 的 图 成 立 ， 

中 过 i) 设 侠 为 树 , 刚 避 是 无 图 的 ,因而 只 需 证 明 各 有 = 一 1 条 边 , 出 问题 8. 38,G 有 度 为 1 的 顶 
点 . 删 去 这 个 顶点 以 及 它 的 边 , 便 得 到 有 "一 1 个 顶点 的 树 T. 定理 对 工 成 立 , 因 此 ,了 有 :2 一 2 条 边 , 于 
基 避 有 一 条 边 ， 

(iftiiy 设 避 是 无 圈 的 , 且 有 + 一 1 条 边 , 只 需 证 明 避 连通 ,假设 6 不 连通 , 且 有 上 个 连通 分 支 
TT ;Ts ,…,T , 因 为 每 个 连通 分 支 连通 且 无 图 ,所 以 都 是 酸 . 比方 说 工 有 nn 个 顶点 -注意 上 雪 直 因此 
定理 对 了 成 立 , 于 是 工 有 有 一 1 条 碗 ,因而 

天 一 了 一 十 "十 


图 8-44 


且 


一] 二 C74 一] 十 Cw 一 1 十 十 C4 一 9 一 十 Fiz 十 十 琉 一 是 一 再 一 - 且 。 
因此 大 一 1. 这 与 假设 心 不 连通 且 有 有 全 1 个 分 支 了 矛盾. 困 而 避 连 通 . 
(iD 之 (0 设 忆 连通 且 有 7 一 1 条 边 ,只 需 证 明 避 无 团 . 假设 各 在 一 个 含 边 。 的 圈 , 删 去 e 得 到 的 
图 如 一 G 一 。 仍然 连通 ,但 万 有 2 个 顶点 和 ma 一 2 条 边 ,这 与 问题 8. 39 矛盾 .于 是 CG 无 圈 ,因此 为 树 . 
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平面 图 
8.17 车 可 能 , 画 出 图 8 - 45 中 图 的 平面 表示 . 


区 忆 区 忆 区 到 


图 8-45 


解 时 ia) 重 画 顶点 BB 和 玉 的 位 置 ,得 到 该 图 的 平面 表示 ,如 图 8 -46(a), 


tb) 这 不 是 星 图 KK; , 它 有 一 平面 表示 ,如 图 8- 466hb). 
《cz) 该 图 是 非 平 面 的 . 应 用 图 KK;,, 沟 它 的 子 图 ,加 图 8- 46(e)- 这 里 重 入 了 顶点 必 和 下 的 位 置 . 


| oN c 在 二 ~ F 4 B F 
/NN | ; | 
ta) (by 


(ce) 


图 8-46 
8.18 求 出 图 8 -47 中 各 个 地 图 的 项 点数 了, 边 数 王 和 区 域 数 民 ,并 验证 Eujer 公式 , 并 求 外 
部 区 域 的 度数 . 
[EN tb) (ce) 
B- 47 


解 # Ca) V4,EF=6;R=4. 因 此 ,VY 一 FE 十 R 一 4 一 6 十 4 二 2, dd 一. 
(Cb) Y=6,E=9,R=5. 因此 ,VY 一 ER=6 一 8 十 5 一 2, 由 十 两 条 边 被 计算 两 次 ,所 以 d= 二 6. 
(ce) V=5,E=10,R==7, 因此 ,V 一 E 十 R=5 一 10 十 7=2, d=5. 
8.19 求 染 图 8 -47 中 每 个 地 图 所 需 的 最 少 颜色 数 . 
解 上 (am 一 4 
《by n=3. 
《c) 公 需 两 种 颜色 , 即 ”一 2 
8.20 证 明定 理 8.8(FEuler}: VV 一 E44-R=2, 
证 ”假设 连通 地 图 M 由 单 点 了 构成 , 见 图 8-48Ca). 则 Y=1,E 一 0,RR=1 因此 ,VY 一 EF 十 R=2. 


“182。 
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8. 21 


8. 22 


8. 23 


8. 24 


否则 MM 可 用 下 面 两 种 构造 法 从 单 点 构造 出 米 ， 

C1) 汪 加 新 顶点 他 , 甩 用 -- 条 边 连 接 它 到 已 有 点 凶 ,这 条 过 不 穿 过 任何 已 有 按 , 如 图 8 ~ 18:b). 

(2) 用 一 -条 边 连 接 黄 个 己 有 的 点 , 这 条 边 不 穿 过 任何 已 有 边 , 如 图 8- 48te), 

岗 神 运算 都 不 改变 V 一 EE 十 RR 的 值 , 因此 M 与 由 单 点 构成 的 地 图 有 相间 的 VW 一 王 十 及 的 侦 , 即 一 ET 
卡 二 2. 至 此 定 埋 得 证 . 


(a) tb) {ce) 
图 8-48 


利用 三 elch-Powell 算法 给 图 8- 49 的 图 染色 ,并 求 这 个 图 的 色 数 x 
年 甸 ”首先 根据 度 递 减 的 次 序 排列 顶点 得 到 下 面 的 序列 : 4 FH 

万 ,4,P,F,B,CR,CG 相继 地 进行 ,用 第 -一 种 颜色 染 硕 点 
时,B 和 G. (不 能 纵 A, 忆 或 F 涂 第 一 种 颜色 ,由 为 它 1| 都 连接 到 8 [7 
五 , 旦 不 能 给 它 或 巨 府 第 -- 种 颜色 ,因为 它们 或 连 到 互 或 连 到 
B.) 对 未 染色 的 项 点 相继 进行 ,用 第 二 种 颜色 染 顶 点 4A 和 了 . 剩 
下 的 质点 EC 入 涤 第 三 种 颜色 . 于 基色 数 坟 不 超过 3. 然而 在 袜 F 
任何 着 人 中 ,于 , 记 和 EE 必须 染 趟 同 的 颜色 ,因为 它们 相互 邻接 ， 
因此 ?一 3. 
证 明和 定理 8. 11; 对 图 占 下 面 结论 等 价 ; (i 已 为 2- 可 着 
色 的 .iD 为 二 部 图 . Gii) G 的 每 个 菩 有 侦 长 度 ， 图 8-49 
证 (一 (i) 度 扣 为 2- 可 着 色 的 , 令 邓 为 涤 第 … 种 颜色 
的 顶点 集 , N 为 涂 第 二 种 颜色 的 顶点 集 . 那么 导入 构成 G 的 顶点 的 二 部 划分 . 因为 由 于 MCD 中 
的 项 点 有 相同 的 颜色 ,所 以 MCND) 中 的 顶点 互 不 相 邻 . 

(CD 一 (ii 设 台 为 二 部 图 ,MAN 为 G 的 顶点 的 二 部 划分 . 比方 说 , 若 一 个 圈 开 始 于 到 的 点 z 那 
么 它 到 NN 的 点 ,再 到 MM 的 点 ,再 到 NN 的 点 ,等 等 . 因此 当 该 图 回 到 xz 时 , 它 必 具有 个 长 度 , 即 的 特 个 
图 有 偶 长 度 . 

iios> (5 最 后 ,假设 G 的 每 个 圈 有 偶 长 度 , 在 每 个 连 适 分 支 中 取 一 点 ,并 染 第 一 种 颜色 ,比方 说 
红色 . 然后 如 下 相继 地 综 所 有 的 点 : 若 一 点 保 红 色 , 刚 任何 连接 到 它 的 点 染 第 二 种 颜色 ,比方 说 蓝 色 . 
若 - -点 染 蓝 色 . 则 任何 连接 到 它 的 点 染 红 色 ,因为 每 个 圈 有 人 情 长 度 , 所 以 没有 相 邻 的 点 涂 相同 的 阁 色 ， 
国 此 ,G 为 2- 可 着 色 的 . 定理 得 证 . 
设 殷 为 至 少 3 个 顶点 的 有 限 连通 平面 图 ,证 明 如 至 少 有 一 个 不 超过 5 度 的 顶点 . 
证 旦 。” 设 为 图 上 的 顶点 数 ,9 为 怠 的 边 数 ,并 假设 对 所 的 每 个 顶点 zs 有 qdeg(o) 之 86. 但 2 为 已 的 
顶点 的 度 之 和 {定理 $.1), 因 此 24 守 6p. 
于 是 


g3p>3p—6 
与 定理 3.9 亨 盾 , 因 而 避 的 某 个 点 境 至 多 为 5. 
证 明定 理 8. 12; 平面 图 避 是 5 -可 着 色 的 . 
证 8 ”对 G 的 顶点 数 户 用 归 痕 法 证 明 . 若 所 5, 则 定理 明显 成 立 - 假设 p>5, 生 定理 对 少 十 户 个 项 
点 的 图 成 立 . 由 前 面 的 问题 ,G 有 - -个 顶点 使 得 deg(vw) 所 5. 由 归纳 假设 ,G 一 "是 5 -可 着 色 的 . 假定 
一 个 这 样 的 着 色 . 如 果 邻 接 到 = 的 顶点 用 了 少 于 5 种 颜色 ,那么 简单 地 用 鲁 下 的 颜色 之 一 涂 " 便 得 到 
G 的 5- 着 色 . 剩 下 的 情形 是 邻接 到 5 个 顶点 , 且 它 们 涂 了 不 同 的 颜色 ,比方 说 ,关于 习 道 时 针 方向 
前 5 个 顶点 为 te; 存 , 且 分 别 染 颜色 cz, 1cs,《 见 图 8- 50.) 
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工 考 谍 6 的 由 染 ec 和 cs 颜色 的 点 生成 的 子 图 17 ,注意 到 
日 含 有 和 翅 . 若 名 和 大 属 到 下 的 不 同 分 支 .出 在 含 局 的 分 
支 中 交换 颜色 c， 和 上 并 不 航 坏 全 一 2 的 着 色 . 于 是 内 和 办 旨 a 
cs a 可 用 来 染 vw, 从 而 有 局 的 5 -着色 . 另 - -方面 ,假设 vw 和 

在 是 的 同一 个 分 支 中 .那么 存在 一 条 从 如 到 翅 英 路 PP 的 顶 全 
点 或 者 染 c 或 痢 染 ;PP 与 边 {fo,w} 和 {5,ww}- :起 构成 -个 冉 . 

这 个 圈 或 者 转 住 了 w 或 者 围 住 了 ww. 现 考虑 由 染 c 或 c; 的 项 
点 生成 的 子 图 天 ,由 于 立 转 住 了 us 或 wv ,但 不 是 两 个 ,所 以 训 四 

和 ma 必 属 于 天 的 不 同 分 支 ,由 此 在 含 内 的 分 支 中 交换 频 色 c 

和 c, 并 不 破坏 Gv 的 着 色 , 因此 内 和 却 染 颜 色 6 ,可 选民 染 图 8-50 

从 而 得 到 GG 的 5- 着 色 . 因此 6 为 5- 订 着色 的 ,定理 得 证 . 


图 的 序列 表示 
83.25 求 图 8-51 中 各 图 的 邻接 和 矩阵 4 一 [ai ]. 


Ta 


by 到 | Ta 
va | wy Ds 
(a) tb) 
图 8-51 
解 喇 车 有 灯 边 iv: 友 !， 则 设 @ 二 ne 否则 设 ar 二 0, 因 此 
oO 1 杂 1l190 0 1 
lo0 1 1 D 0 2 1 
Ca) 六 = 1 《by 总 二 。 
o0 1 06 1 DD 站 站 
1 1 1 0 1 1 0 1 


[因为 (8) 没有 重 边 ,也 没有 环 , 所 以 A 中 的 值 或 为 或 为 1, 且 对 角 线 上 元 素 为 小 
8.26 对 应 于 每 个 邻接 惩 阵 画 出 图 G. 


0 1 0 1 1 
1 3 0 0 
1 5 0 1 1 
3 0 1 1 
(a) A=|0 0 0 1 1 (by = 
| 1 1 1 0 1) 1 2 2 
1 2 0 
DD 1 1 1 0] 
和 解 晤 ta) 因为 刀 为 5 阶 方 阵 , 所 以 G 有 5 个 顶点 , 设 为 ,ww 让 当 d 一 1 时 画 一 条 共 到 也 
的 边 ,这 个 图 如 图 8- 52(a)， 
甸 5 
区 4 
好 
Ty 
(a) fb) 
图 8-52 


i wa 1 
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fb) 因为 入 为 4 阶 方 阵 , 所 以 下 有 4 个 项 点, 设 为 和 相当 本 二 时 , 画 ? 条 从 盖 到 vw 的 边 , 当 
da 二 2 时 ,在 vw 处 画 n 个 环 . 这 个 图 如 图 8- 521b). 
8.27 ”考察 图 8- 53 中 的 赋 权 图 C, 殷 尖顶 点 存 喧 在 数组 DATA 中 ， 
DATA.: A, B,C, X,Y. 
求 图 妇 的 赋 权 矩阵 W== (rw )， 
解 多 ”根据 它们 在 组 DATA 中 的 存 贮 ,给 顶点 标 导 , 即 名 二 A 太一 B,-…w 二 Y. 改 地 ,二 w, 其 中 
地 为 从 寻 到 局 的 边 的 权 , 于 基 ， 


6 0 4 1 
5 0 5 0 8 
W=|V 5 0 0 2 
4 DO V0 dQ 3 
1 8 2 3 0 

B 


图 的 链表 示 


8.28 具有 顶点 A,B,…, 下 的 图 G 用 图 8 54 的 点 文件 和 边 文 件 链表 示 存 贮 ， 
Ca) 按 在 存 贮 中 出 现 的 次 序列 出 顶点 ， 
Cb) 求 G 的 每 个 顶点 的 邻接 表 aqj( 由， 


点 立 件 
1 2 3 4 5 6 7 8 


VERTEX [了 | |Flplal ce 
START[4] NEXTV | 3 5 |1]8 017 
PTR 9 4 了 71 5 | 如 


边 文件 
2 10 1 12 13 14 


1 3 4 5 6 7 % 9 
ADT | 4 1 | 8 | 1] s1 3 4 一 
NEXT | 8 10| 0 | 21 3| 0| 0j11 


图 8-54 


解 a) 因为 START 一 4, 所 以 列表 以 顶点 喇 开 始 , NEXT-V 告诉 我 们 到 1(B) ,再 到 36F)， 表 到 
5(4) ,再 到 81E) ,再 到 7(C) , 即 

万 , B, F, A, E, C, 
tb) 这 里 adj(DD) 王 [5(A) ,1(BY 86] ;特别 地 ,PTR[40D) 1 一? 和 ADJ[?] 一 5 告诉 我 们 adifDI 以 各 
开始 .于 是 NEXTL?]--3 和 ADIJL3j 二 1(B) 告 诉 我 们 BB 为 a 由 (D) 中 的 后 继 点 ,于 是 NEXTL3」 二 10 和 
ADJ[19] 一 8{E) 告 诉 我 们 为 adj{ 品 ) 中 的 后 继 点 .然而 NEXT[10]=0 告知 DD 中 没有 更 多 的 分 点 ， 
类 似 地 ， 


adj{BY=[A. Dad{F}=[EI,aditA)=[B.D], 
adjfE) 一 LC: DPI,adjfCy 一 [PE]， 
换 名 话说,C 的 邻 楼 结构 如 下 : 
SG= [A:B.D: BAD;: CE DrA,B,E:; 五 :CD F:El|. 


&, 29 画 出 其 链表 示 为 图 8- 34 的 图 G. 
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二 a 全 
大 
Dp E 五 
图 8-55 
解 RF 利用 问题 8. 28(a) 中 得 到 的 顶点 列表 以 及 问题 8. 28(b) 中 得 到 的 邻接 表 可 画 出 图 如 ,如 图 


8— 55, 
8.30 给 出 ta) 图 8-31,(b》 图 8-32 中 的 图 6 的 邻接 结构 LAS). 
解 好 图 如 的 邻接 结构 由 点 的 邻接 表 构 成 ,这 里 用 冒 导 *:” 分 障 点 与 其 邻接 表 , 并 用 分 号 “来 分 
隔 不 同 的 列表 . 于 是 : 
Ca) G=[A:B,C,D, BA,C,E: CABD,E; D;A,U; E:B,C). 
tby 全 一 LA:B,D; BACE: CBIE,F:; DA,FE: E:B,CD,r; F:C, El]. 


图 算法 


8.31 考 岂 图 8- 56 中 的 图 G. ta) 求 G 的 邻接 结构 . A 
cb) 求 由 4 开始 用 DFSC 深 度 优 先 
查找 ) 算 法 检查 各 的 项 点 次 序 . B D 
秀色。 (aa 如 下 列 出 每 个 顶点 的 邻 点 : 
G=[A:BCD; B.A,E; CA;: DA,F; 五 :BF 万 F. 
DEG; GF, H: HE,G,. 
《by 在 DFS 算法 中 ,堆栈 的 第 一 个 顶点 N 检查 , 目 N 的 上 
部 点 (前 面 没有 检查 过 ) 被 放 到 堆 权 上 .最初 .起 始点 半 


被 放 到 堆栈 上 , 下 面 蔡 出 了 堆 槛 的 等 候 表 的 序列 以 及 正 过 

在 检查 的 项 点 ， 图 8- 56 
顶点 站 卫 E F D G H [om 
堆栈 A BcCbp ECD FHCD DGRCD GHC HHC CC 


换 句 话说 ,顶点 按 A,B, 瑟 ,BF,DD,G,I,C 的 次 序 检查 . 

8.32 求 从 顶点 上 开始 ,用 BFS( 广 朗 优 先 查 找 ) 算 法 ,检查 图 8- 56 中 的 图 GG 的 项 点 的 次 序 . 
解 贬 在 用 BFS 算法 时 ,队列 的 第 一 个 顶点 被 检查 , 旭 N 的 邻 点 (前 面 未 出 现 ) 被 添加 到 队列 中 ， 
最 初 ,起 始点 A 被 指派 到 队列 中 . 下面 给 出 队列 中 等 候 列表 的 序列 以 及 正在 检查 的 点 ; 


顶点 和 A B 和 D E 五 HH 个 
队列 A BCD CDE DE EF FH HG G 


换 句 话说 ,顶点 以 4, BBC, 下,E, E.G 的 次 序 检查 ， 


补 充 题 
图 术语 


8. 33 考虑 图 8- 57 中 的 图 . 求 ; (a) 每 个 顶点 的 上 度 ( 并 验证 定理 3.1);(b) 从 办 到 局 的 所 有 简单 路 ;Cc) 从 电 
到 忆 的 所 有 迹 ( 不 同 的 边 ); Cd) 从 入 到 忆 的 距离 404,C (中 二 的 直径 diamtkCy. 
8.34 考虑 图 8- 57 中 的 图 . 若 有 , 求 :(a) 所 有 的 圈 ; (hy 所 有 制 点 ; Cc》 所 有 的 桥 . 


» 186 ， 


图 383-57 


8.35 考虑 图 8- 57 中 的 图 . 求 由 (a) VW={B,C,D,E,F} ,DV ={A.C,E.G,H},(c) VV =!B.D,E,NH}. 
(有 友人 EGG 生成 的 子 图 HY ,EY， 其 中 哪些 同 槐 ?了 蛙 些 同 胀 * 

8.36 考虑 图 8- 58 中 的 多 重 图 GG (a) 其 中 旦 些 连通 ” 若 不 连通 , 求 连通 分 支 数 . (b) 亡 些 无 圈 ( 湾 有 圈 }? 
若 不 是 , 求 圈 的 数 . (c} 哪些 无 环 ( 没 有 环 }? Cd) 哪些 是 (简单 ) 图 ? 


QD CW OP 


Liy GD 
图 8-58 


8.37 设 图 G 有 从 顶点 4 到 wv 两 条 不 同 的 路 ,证 明 G 有 圈 . 

8.38 设 G 为 至 少 一 条 边 的 有 限 无 画图 ,证 明 吕 至 少 有 两 个 1 度 顶 点 . 

8.39 证 明 z 个 顶点 的 连通 图 如 必定 至 少 有 ?一 1 条 边 . 

8. 40 求 具有 +4 个 顶点 的 连通 图 的 个 数 ( 画 出 来 

8.41 设 避 为 连通 图 ,证 明 
(a) 若 G 含 有 经 过 e 的 图 , 则 6G 一 e 仍 连通 . 
(bh) 车 e 一 {us 圳 为 使 Ge 不 连通 的 一 条 边 , 则 和 ww 属于 Ge 的 不 同 的 分 支 

8.42 ”对 图 避 考 虞 下 面 两 步 ;(1) 删除 一 条 边 . (2) 删除 一 个 顶点 以 及 售 那 个 项 点 的 所 有 边 . 证 明 : 有 限 图 G 
的 每 个 子 图 互 可 由 一 系列 这 两 步 得 到 . 


可 旅行 图 ,Enler 回路 与 Hamilton 回路 
8.43 考虑 图 8- 59 中 的 每 个 几 GG 若 有 的 话 , 求 一 条 Euler 路 (可 旅行 路 ), 若 没有 ,说 明 为 什么 . 


| B 了 
B 

B 

本 C Cc D 
D 

E F £ 

E 万 
(a) b) (¢) 
图 8-59 


8. 44 ”考虑 图 8- 59 中 的 每 个 图 G. 车 有 , 求 一 条 Hamilton 路 或 Hamilton 回路 . 若 没 有 ,说 明 为 什么 . 
8.45 求 图 8- 59(a) 中 图 的 Hamilton 回路 的 数目 . 
8. 御 设 避 和 6G' 是 同 胚 图 .证 明 避 是 可 旅行 的 (REuler 图 ?当日 仅 当 加” 是 可 旅行 的 (Euler 图 ). 


特殊 图 
38,47 画 两 个 8 个 顶点 的 3- 正 则 图 ， 
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3. 招 ” 画 两 个 9 个 斋 点 的 3 -正则 图 . 
8. 49 ”考虑 完全 图 KK,. 
ca) 求 KK, 的 边 数 王 . 
(hb) 求 EK, 中 每 个 顶点 的 度数 . 
Cc) 车 KK 是 可 旅行 的 , 求 的 值 . 
(4) 车 K, 是 正则 的 , 求 5 的 值 . 
8. S50 考虑 完全 二 部 图 KK。,，. 
《ay 求 Kms 的 直径 . 
by 求 可 旅行 的 那些 KK 
《ce 图 Ko 中 脚 些 周 构 9 同 且 呢 ? 


8.51 画 出 不 多 于 5 个 顶点 的 所 有 树 . 
8.52 求 7 个 项 点 的 树 的 个 数 . 
8,53 求 图 8-60 中 支撑 树 的 个 数 . 
8.54 求 图 38-61 中 最 小 支撑 树 的 权 . 


人 佛 


图 5-60 图 8-61 


8. 55 证 明 树 是 二 部 图 ， 


平面 图 ,地 图 ,着色 
8.57 车 可 能 , 画 出 画 8 - 62 中 每 个 图 的 平面 表示 . 否则 证 明 它 有 一 个 同 胚 于 天: 或 .3 的 子 图 . 


中 中 好 对 


图 8-62 
8.S8 对 画 8-63 中 的 地 图 , 求 拇 个 区 域 的 度数 ,并 验证 区 域 的 度 和 等 于 边 数 的 两 售 . 


本 -53 


ad i ' rr A 
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8. 59 人 64 中 每 个 地 图 的 顶点 数 站 , 边 数 下 以 及 区 域 数 天 ,并 验证 Euler 公式 . 
8. 60 求 给 图 8- 64 中 每 个 地 图 的 区 域 染 色 所 需 的 最 小 颜色 数 . 


MAHHOQ $0 


图 8-64 


8.61 画 出 图 8- 64 中 各 个 地 图 的 对 惕 地 图 
8. 62 用 Welch-Powell 算法 给 图 8- 65 中 的 每 个 图 染色 , 求 它们 的 色 数 


图 8-65 
和 图 的 序列 表示 
8.63 求 图 8-66 中 每 个 图 的 邻接 拭 阵 A. 


| s | B 一 A pb 
如 » CC DD C 1 
(a) (b) tc) 


图 8-66 
8.64 根据 下 面 的 邻接 矩阵 画册 多重 男 . 
2 0 1 ] 1 2 
2 1 11 10058 
(a) A= ; (b) A= . 
oo 101 1 0 0 2 
1 1 1540 g 2 2 


8.65 设 图 避 为 二 部 图 . 证 明 可 以 对 所 的 顶点 排序 使 得 它 的 邻接 第 阵 4 有 下 列 形式 
_ Fo B 
加 [- o| 
图 的 链表 未 
8.66 设 图 忆 如 图 8- 67 存 巡 . 
(a) 按压 点 存 贮 的 次 序列 出 顶点 ， 


Cb) 求 G 的 邻接 结构 , 即 求 G 的 每 个 顶点 的 邻接 表 aditw). 
8.67 给 出 图 8- 59 中 每 个 图 避 的 邻接 结构 (A433, 
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8, 68 


点 交 件 
123456 7 8 
VERTEX CEE 
START {7| NEXTV [0 


PTR 


1 2 3 4 5 11 12 


ADJ 和 


NExT [0 T11617| To 
图 8-67 


图 8— 68 给 出 了 图 GG; 它 代表 6 个 城市 AB,n ,fF, 由 了 条 标 王 2 3 的 高 速 公 路 连接 . 证 明 GG 
可 用 链表 示 存 贮 , 具 有 城市 与 标 叶 高速 公 路 分 类 组 . (注意 YERTEX 是-- 个 分 类 组 ,因此 字段 NEXT- 
VV 是 不 必要 的 . ) 


图 8- 68 


图 算法 


8.69 


8. 70 


83.42 
8.43 


3,44 


考虑 图 3- 57 中 的 图 避 . 

(ta) 求 扣 的 邻接 结构 . 

(by 利用 开始 于 (i 顶点 C, (i 顶点 B 的 DFS( 深 度 优先 查找 ) 算 法 , 求 项 点 检查 的 次 序 . 

利用 开始 于 {a 顶点 局, (bh} 顶点 B 的 BFS( 广 朗 优 先 查 找 ) 算 法 , 求 图 8- 57 中 图 C 顶点 检查 的 次 序 . 


补充 题 答案 


{a) 2,4,3,2,2,2,3,2; (hy ABG, ABFG, AFBG, AEBFG,; {e) BGC, BFGC, BAFBGC, BAEBFGC; 
Cd) 3; {ey 4. 

(a ABEA, BFGB, CDHC; (b) BCG (0 fiiC,G}. 

(ay F ={BE,BF,CD}; fb) F ={AE, CH, GCC); (eo) E—{BE, DH}; (dd) F ={FG, GCCH}. 
又 Kay 和 人 b) 同 构 , Ca) ;Cb 和 (Ce) 同 及 . 

(ay Ci) 连通 ,和 5 有 两 个 连通 分 支 .《b) 没有 (ce) (人 D 和 Ci), (Cd) Cili), 

提示 :考虑 极 大 简单 路 ,证 明 其 端点 的 度 为 1. 

其 中 有 5 个 ,如 图 8- 69. 


LT 区 轧 马 区 


图 8- #68 


疼 先 删除 在 右 中 但 不 在 瑟 中 的 所 有 边 , 然 后 删除 在 中 但 不 在 瑟 中 的 所 有 顶点 . 

ta) 由 于 所 有 顶点 为 偶 点 ,所 以 是 Euler 图 : ABCPFACEBDA (hb) 没有 ,因为 6 个 顶点 都 为 奇 点 . 
(cy 开始 于 B 结 束 于 DD 的 (或 反 过 来 ) 的 Euler 路 : BADCBED. 

(al ABCPEA (by ABCDEFA. (cy 有 Hamilton 路 ABCDE, 但 没有 Hamilten 回路 ,因为 在 包含 所 有 
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顶点 的 任何 闭路 中 ,BB 或 六 必定 访问 2 次 . 
8.45 12. 
8. 46 提示: 实 加 一 个 点 剖 分 -条 边 并 不 改变 原 米 点 的 度数 , 仅 增 加 了 一 个 偶 度 点 . 
8.47 图 8- 70 中 的 两 个 3- 正 则 图 不 同 构 , 畴 为 (b) 有 5 -图 ,但 (a) 没有 . 


{a) {b) 


图 8-70 


8.48 没有 :* 个 顶点 的 > -正则 图 的 度 和 等 于 zs ,但 它 必须 为 炳 数 . 
Bm 一 Cnn 一 1)/2， (by nn 一 1]，{c) 2 一 2 或 #5 为 奇数 .(d) 所 有 的 
8. 50 (a) diamt Kn) 一 1], 所 有 其 他 的 天 直径 为 2. 
Cb) Ki ,Kis 与 所 有 ma 为 偶数 的 区 。，. 
tc) 没有 合板 的 ,只 有 站 1 与 民 1,s 同 磺 . 
8.51 如 图 8-71., 有 8 个 这 样 的 树 , 有 一 -个 项 点 而 没有 边 的 图 是 平 凡 桂 . 


剧 季 一 履 am eg 和 一 一 一 咎 一 一 和 一 一 吉 | 


ta) tb) (ce) fd) (ey 
(D (B) ‘hb) 
图 8-71 
8. 52 10. 
8. 53 15. 
8.54 1 十 1 十 ] 十 1 十 1 十 2 十 2 一 3 二 12. 
8$. 56 m=1l. 
8.57 只 有 tea) 为 非 平 画 , 且 开 ;.: 鸭 一 个 子 图 . 
8,58 四 部 区 域 的 度 为 8. 其 他 两 个 区 域 度 为 5. 
8.59 《ay 5,8,5. Cb) 12,17,7, (c) 3,6,5, 《dy 7,12,7. 
.60 {fay 3. (by 3, Cc} 2, Cd) 3. 
8. 51 如 图 8-72. 
B62 (a) n=3; (bh) n=4. 
la 1 mi 20 rm 上 1 的 
101 1 101 100 2 
8. 63 (a) ; (by ; Ce) 
0 1 0 1 1 00 10000 
1 1110 0 100 | 2 0 0 


8.64 如 图 8--73, 
8.65 设 夺 种 NN 为 确定 二 部 图 G 的 两 个 不 相交 的 项 点 集 . 先 排 Mf 中 枯 点 序 , 再 排 N 中 的 顶点 序 . 
.66 a) B; F, A, D, E, C. 
(hb) G=[A:B; B.A, C. D, FE; C:F; D:B E,B; FE:C]， 
8.67 {a) 每 个 顶点 邻接 到 其 他 4 个 顶点 . 
{by G— [A:B,D,F;: 了 :ACE C:B.D,F; DA,C,E: E:B.D,F; FA,C, E]. 
fc) G=[A: B,D; BAC,E: CB,D; DA,C, FE: EB,D]. 


| 


* 191 :+ 


$8.68 如 图 8-74. 


VERTEX 1 BI EE| FF 
PTR 1 1289| 14|/8 | 12 


1 7 15 


图 8 一 4 


.69 ay G=[A:.B,E: B.A,E,FG; CDG,H:; DCH: FE:A,B:; 下 :Cr {B,C,F:} H.CD]|. 
{hy (VD CD,HOGB AE,F: (tii) BAE, FG:t, DH. 
B70 CD CDG HB FAE;: (hh) BA,E,F, CGC, D,H. 


第 九 认 有 向 国 
9.1 引 言 


有 向 图 是 边 带 有 一 个 方向 的 图 , 在 诸如 数字 计算 机 或 流 系统 等 各 种 动态 系统 中 ,这 样 的 图 
常常 更 有 用 . 然而 ,增加 了 这 个 特征 之 后 ,确定 图 的 某 些 性 质 将 更 加 困难 . 即 处 理 这 样 的 图 也 许 
类 似 于 在 具有 许多 单行 线 的 城市 中 旅行 . 

有 向 图 在 第 三 章 研究 关系 时 已 经 出 现 , 人 人 们 可 以 将 某 些 有 问 图 看 成 (二 元 ) 关 系 . 基于 此 ， 
某 些 教材 在 关系 的 背景 下 讨论 有 向 图 . 事实 上 这 里 将 给 出 一 个 有 效 算法 来 求 关系 的 传递 闭 包 . 

本 章 给 出 有 向 图 的 基本 定义 和 人 性质, 许多 定义 类 似 于 前 一 章 有 关 ( 无 向 ) 图 的 定义 . 然而 ， 
为 教学 的 原因 ,本 章 的 主要 部 分 将 不 依赖 于 前 一 章 独立 , 


9.2 有 向 图 


有 向 图 由 两 个 对 象 构成 : 

(iD 其 元 素 称 为 顶点 的 集合 Y， 

(ii) 称 为 性 或 有 向 边 或 简称 为 边 的 有 序 顶 点 对 (xz 的 集合 E, 
当 强 调 避 的 两 个 部 分 时 , 记 为 GOV ,EE). 也 分 别 用 VCG) 和 ECG) 表 示 图 避 的 顶点 集 和 边 集 (车 
非特 别 说 明 ,由 上 下 文 将 可 说 明 图 G 是 洗 为 有 向 图 . ) 

设 e 二 (wv) 为 有 向 图 GG 的 有 和 问 边 . 则 使 用 下 列 术 语 : 

fa)e 起 于 点 ,终于 忆 . 

CD) ww 为 e 的 始点 ,Vv 为 e 的 终点 ， 

《cy my 为 # 的 后 继 . 

《dy tw 地 接 到 十, 从 人 孝 接 . 
车 #=v, 则 称 为 环 . 

顶点 4 的 所 有 后 继 的 集合 是 重要 的 , 它 的 记号 和 定义 如 下 : 

suce(w) 二 {vEV :存在 ti,v)7 EE}. 


称 为 & 的 后 继 表 或 倒 接 表 ， 

有 向 图 G 在 平面 上 的 表示 称 为 有 向 图 CG 的 表示 , 即 ,G 的 每 个 点 & 用 一 个 点 (或 小 圆圈 > 
表示 ,而 每 条 (有 向 ) 边 用 一 个 从 的 起 点 到 终点 的 箭头 或 有 向 曲线 表示 , 通常 用 一 个 示意 
图 示 给 出 的 有 向 图 ,而 不 再 详细 列 出 它 的 项 点 与 边 . 

车 有 向 图 G 的 顶点 与 /或 边 用 革 种 数据 标号 , 则 G 称 为 标 叶 有 向 图 . 

有 向 图 GOV, 忆 ) 的 顶点 集 和 边 集 是 有 限 的 , 则 称 GCV,E) 为 有 限 的 . 

例 9.1 (a) 考虑 画 在 图 9-1 中 的 有 向 图 G. 它 由 下 而 的 4 个 顶点 和 7 条 边 构 成 ， 
VO)= {A,B,C,D}, 
EC(O— {eve}—{AD ,BA ,BA),D,B, BO ,DO ,BB)), 
边 es 和 es 称 为 平行 的 ,因为 它们 都 起 于 BB 终于 A, 边 e; 是 一 个 环 ,因为 它 起 二 也 终 
于 BB. 
(b) 假设 三 个 男 芒 4,B,C 相互 扔 球 ,使 得 A 总 是 扔 给 B, 但 B,C 正好 都 扔 给 A, 且 与 
BB 与 C 之 间 相 互 扔 球 的 可 能 性 相同 . 图 9-2 解释 了 这 个 动态 系统 ,其 中 每 条 边 标 上 


各 自 的 概率 , 即 A 扔 球 给 吾 的 概率 为 1,B 扔 球 给 A 与 C 的 概率 都 为 去 ,C 扔 球 给 A 
和 B 的 概率 都 为 -3 
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子 图 


设 G=GCV ,EE) 为 有 向 图 ,VW 为 G 的 顶点 集 V 的 子 集 , 又 设 记 为 EF 的 子 集 ,使 得 瑟 中 边 的 
问 点 都 属于 六 , 则 百 CW ,EY 为 有 向 图 , 称 为 上 的 子 图 .特别 地 ,车 EF 含有 EE 中 其 端点 属于 六 
的 所 有 边 . 则 HV ,EE ) 称 为 G 的 由 WV 生成 的 子 图 . 例如 ,考虑 图 9- 1 中 的 图 G=GCV,E). 设 

V'—={B,C,D} 和 FE ~ {ees ,ee — {DD,B), B,C ,DD, CB,B)), 
则 五 Cw ,EE 为 G 的 由 顶点 集 六 生成 的 子 图 . 


9.3 基本 定 妥 
本 节 讨 论 有 向 图 中 顶点 的 度 、 路 及 连通 度 等 问题. 
度 


设 扣 为 有 向 图 .G 的 顶点 vw 的 出 度 butdeg(o 为 起 始 于 * 的 边 数 ,的 入 度 indeg (wo) 为 终 
于 vw 的 边 数 , 由 于 每 条 边 起 于 ,终于 一 个 点 ,因此 立即 有 下 面 的 定理 . 
定理 9.1 有 向 图 G 的 顶点 出 度 之 和 等 于 顶 度 的 人 度 之 和 ,都 等 于 上 的 边 数 ， 
人 度 为 0 的 硕 点 称 汶 发 点 ,出 度 为 0 的 顶点 称 为 收 点 ， 
例 9.2 考虑 图 9-1 中 的 图 G. 有 
outdegtA)=1, outdegtB}=14, outdegtC0C)=0, outdeg(D)=2, 
indegtA)=2, indegtB)=2, indeg{C}=2, indeg(tD)=1, 
正如 所 料 , 出 度 之 和 等 于 入 度 之 和 ,都 等 于 边 数 7. 顶点 C 为 收 点 ,因为 没有 边 起 始 于 
C. 该 图 没有 发 点 . 


路 


设 避 为 有 向 图 . 则 路 .简单 路 、. 迹 与 图 的 福 念 都 从 无 碳 图 中 平移 过 来 ,只 是 边 的 方向 必须 
与 路 的 方向 一 致 ,特别 地 ， 
(D 女 中 (有 向 ?路 了 为 顶点 与 有 向 边 的 交错 序 询 ,如 
P= (vo re res sr Ta ns Un 
满足 e 起 于 wi-1 ;终于 名 . 若 不 引起 混 清 ,可 用 它 的 顶点 序列 或 边 序列 表示 P. 
Ci) 路 了 的 长 度 是 ,为 它 的 边 数 . 
Ci》 简章 路 是 顶点 不 相同 的 路 . 迹 是 边 不 相同 的 路 ， 
(iv) 闭路 有 相同 的 起 点 与 终点 ， 
Cv) 支撑 路 含有 居 的 所 有 顶点 . 
(vi) 圈 ( 或 回路 ?是 具有 不 同 顶点 的 闭路 5 除了 起 点 与 终点 外 )， 
(vii) 半路 是 一 条 路 ,只 是 边 e 可 能 起 于 v1 或 vw ,而 终于 另 一 点 . 半 迹 与 半 简 单 路 可 类 似 
地 定义 ， 
如 果 存 在 一 条 从 到 vw 的 路 ,那么 就 称 顶点 从 顶点 & 可 达 . 阁 vv 从 u 可 达 , 则 (去 掉 多 余 
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的 边 ) 必 存在 一 条 从 = 到 ”的 简单 路 . 
例 和 3 考虑 图 9- 1 中 的 图 C. 
Ca) 序列 已 一 (DC,B,A) 是 半路 ,但 不 是 路 ,因为 CC, 旦 ) 不 是 一 条 边 , 即 es = (CC,B) 
的 方向 与 P 的 方向 不 一 致 . 
Cb) 序列 已 :一 (CD,B.4) 是 一 条 从 万 到 4 的 路 . 因为 CD, 瑟 与 (4 是 边 , 因 此 ,和 4 从 
D 可 本 ， 
进 通 度 
有 向 图 避 有 三 种 连通 度 ， 
(D GG 为 强 连 通 的 或 强 的 ,如 上 凡 对 人 局 的 任意 点 对 ww 和 vw 都 存在 从 ww 到 wv 的 路 以 及 从 vw 到 u 
的 路 , 即 每 个 点 从 其 他 点 可 达 . 
(iD 号 为 单 侧 过 通 的 或 单个 的 ,如 果 对 号 的 每 对 顶点 z 和 vw, 存在 一 条 从 4 到 % 的 路 或 存 
在 一 条 从 到 & 的 路 , 即 其 中 一 点 从 另 一 点 可 达 . 
iii) C 为 弱 和 连通 的 或 弱 的 ,如 果 避 的 性 一 对 顶点 4 和 wv 之 间 总 存在 一 条 半路 ， 
设 避 为 从 有 向 图 G 得 到 的 (无 向 ) 图 ,即将 上 的 所 有 边 视 为 无 向 边 得 到 的 图 . 显然 ,GG 弱 连 
通 当 且 仅 当 图 G' 连通 . 
注意 到 强 连 通 蔓 含 了 单 侧 连通 ,而 单 侧 连 通 又 昔 含 着 弱 连 通 . 称 避 为 严格 单 侧 连 通 是 指 
它 是 单 侧 的 ,但 不 是 强 的 ; 称 G 为 严格 双 的 是 指 它 是 弱 的 ,但 不 是 单 侧 的 ， 
连通 度 可 用 支撑 路 来 刻画 ， 
定理 外 2 设 避 为 有 限 有 疝 图 , 则 
(DD 如 是 强 的 当 且 仅 当 G 有 一 条 闭 支 撑 路 . 
(ii) G 是 单 侧 的 当 且 仅 当 GG 有 一 条 支撑 由， 
《ii 全 是 弱 的 当 且 仅 当 C 有 一 条 支撑 半路 . 
例 9.4 考虑 图 9- 1 中 的 图 必 它 是 弱 连 通 的 ,因为 基 珊 无 向 图 是 连通 的 . 设 有 从 CC 到 其 他 任 
何 点 的 路 5 即 C 为 收 点 ), 因 此 所 不 是 强 连通 的 . 然而 一 (B,4,D,C) 为 支撑 路 , 故 收 
为 单 仙 连通 的 . 
许多 应 用 中 会 出 现 有 收 点 和 发 点 的 图 (例如 , 流 图 表 与 网 络 ) ,下 面 给 出 存在 这 些 
点 的 充分 条 件 . 
定理 3.3 设 有 限 有 向 图 G 是 无 圈 的 , 即 不 含 (有 向 ) 圈 ,; 则 GG 有 收 点 和 发 点 . 
证 明 设 卫 一 (my um:z) 为 具有 最 大 长 度 的 简单 路 , 它 是 存在 的 ,因为 如 是 有 限 的 , 那 
么 最 后 顶点 包 为 收 点 ,否则 有 一 条 边 (z ,或 者 扩展 王 , 或 者 形成 一 个 团 . 此 时 对 某 有 * 一 
zi; 类 似 地 ,第 一 个 顶点 Tn 为 发 点 ， 


2.4 有 根 树 


回忆 树 图 是 连通 无 圈 图 , 即 设 有 了 圈 的 连通 图 . 有 根 树 工 是 一 个 有 称 为 树 根 的 指定 顶点 
的 树 图 . 由 于 存在 惟一 的 简单 路 从 根 > 到 了 的 任何 其 他 项 点 p* 因 此 ,这 便 确 定 了 工 中 各 边 的 
方向 . 于 是 工 可 以 看 成 一 个 有 向 图 . 注意 到 任何 树 都 可 以 变 成 有 根 树 ,只 需 简单 地 选取 其 中 一 
个 顶点 作为 树 根 即 可 . 

考虑 有 根 > 的 有 根 树 工 , 从 根 + 到 任何 顶点 % 的 路 的 长 度 称 为 2 的 拔 奖 (或 深度 } 记 ,顶点 
层次 的 最 大 值 称 为 该 树 的 深度 .除了 根 ~ 外 , 度 为 1 的 那些 顶点 称 为 工 的 树叶 ,从 一 个 项 点 到 
一 个 树叶 的 有 回路 称 为 一 个 支 . 

画 有 很 树 工时 常 把 根 画 在 树 的 顶 上 ,图 9-3 给 了 一 个 根 为 > 且 有 10 个 其 他 顶点 的 有 根 
树 工 该 树 有 5 个 树叶 ,ad,f,h,i 和 了 ,注意 到 

levelta})=1, level(D) =~—2,level(}} =3. 


进一步 ,该 树 的 深度 为 3. 
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有 根 树 了 给 了 按 的 方向 这 个 事实 是 指 能 够 给 出 点 与 点 之 
间 的 优先 关系 . 特别 地 , 称 项 点 站 优先 顶点 ”或 训 片 随 w% ,如 有 果 
存在 一 条 从 # 到 vv 的 有 向 路 ,特别 ,着 Ca; 为 一 条 边 ,基尼 跟 
随 w, 且 从 z 邻接 , 则 称 过 紧 跟 xx 注意 到 除了 棋 外 的 每 个 顶 
点 紧 跟 一 个 惟一 的 顶点 ,但 立 可 以 被 多 于 一 个 顶点 紧 跟 - 例如 ， 
在 图 9- 3 中 ,顶点 7 跟随 c, 但 紧 跟 g, 也 有 ,i 和 j 紧 跟 上 
当 每 个 事件 发 生 的 方式 有 限时 ,有 根 树 在 校 举 一 系列 事件 图 9-3 
的 所 有 钦 辑 可 能 时 是 非常 有 用 的 工具 ,这 几 下 面 的 例子 说 明 . 
例 9.5 设 Marc 和 Erik 下 进行 网 球 比赛 ,规定 先 连 陪 两 场 或 说 得 三 场 者 获胜 , 求 比赛 可 能 进 
行 的 方法 数 ， 
图 9-4 中 的 有 根 树 ( 根 在 左边 ) 给 出 了 比赛 能 进行 的 各 种 方式 , 有 10 个 树叶 ,对 
应 着 比赛 可 能 发 生 的 10 种 方法 : 


M M 
一 一 一 一 
图 9 一 4 


MM, MEMM,MEMEM,MEMEE,MEE,EMM,EMEMM,EMEME,EMEE,EF. 
特别 地 ,从 根 到 树叶 的 路 描述 了 在 特定 的 比赛 中 谁 会 赢得 哪 一 场 比赛 . 


有 序 禄 衬 


考虑 有 根 树 了 ,其 中 离开 每 个 顶点 的 边 有 序 . 于 巧 有 有 序 根 树 的 概念 ,可 以 如 下 系统 地 标 
号 (指定 地 址 ) 这 样 的 树 的 项 点 :给 很 + 标号 0. 接 着 根据 边 的 次 序 , 用 1,2,3,…, 标 号 紧 跟 7 的 
顶 感 , 然 后 按 下 面 的 方法 标号 剩 下 的 预 点 ,车 a 为 项 点 v 的 标号 , 则 用 a,1,a,2,… 按 照 边 的 次 
序 给 紧 跟 的 顶点 标号 .图 9-5 解释 了 这 种 标号 系统 ,这 里 根据 边 的 次 序 边 从 左 到 右 画 出 边 . 
注意 到 标号 中 小 数 点 的 数目 小 于 项 点 的 层次 ,对 有 序 根 树 , 称 这 样 的 标号 系统 为 通用 地 址 系 


图 3-5 
通用 地 址 系统 给 出 了 描述 {或 存 贮 > 有 序 根 树 的 一 个 重要 方法 .特别 地 ,已 知 地 址 a 和 #5， 
若 a 海上 8 的 禄 站 节 , 即 若 p=—=a.c 或 者 ,车 存在 正 整 数 3 和 nn 使 得 
a=r, ms Hh=r. n.t, 


则 记 a<b. 这 个 次 序 称 为 字典 库 , 因 为 它 类 似 于 年 典 里 单 河 的 排列 . 俩 如 ,图 ?7-5 中 的 地 址 被 
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如 下 线性 排序 . 


hu 二 


该 字典 认 与 沿 笠 的 最 左 分 支 向 右 移 ,再 沿 紧 邻 的 右边 的 分 支 向 右 穆 ,再 沿 右 边 的 第 二 个 分 支 ， 
等 等 所 得 到 的 序 是 一 致 的 . 


代数 式 与 波兰 记 和 号 
〈a) 表 示 算 式 
ta—D /te Xie) (9. 1) 


注意 到 式 中 的 变量 a,5,c,d,e 作为 树叶 出 现 , 而 运算 作为 其 他 顶点 出 现 , 树 必须 是 有 序 的 , 因 
为 a 一 56 和 5 一 4 给 出 相同 的 椅 , 但 不 给 出 相同 的 有 序 根本 


图 9-6 


波兰 数学 家 Lukasiewicz 注意 到 若 将 二 元 运算 符号 放 在 运算 对 象 之 前 ;例如 ， 
十 a6 代替 a 十 5,/ed 代替 c/ad， 
则 ,大 们 就 不 必 使 用 任何 插 导 ,这 个 记号 称 为 前 组 形式 滤 兰 记号 (相应 地 ,可 以 将 符号 放 在 对 象 
的 后 面 , 称 为 后 组 形式 波兰 记号 ), 用 前 缀 形式 波兰 记号 重 写 (9. 1) 式 得 到 
/A—ab Xecde 
注意 到 这 恰好 是 扫描 图 9- 6(b)? 中 的 树 得 到 的 该 树 顶点 字典 序 . 


9. 有 向 图 的 序列 表示 


在 计算 机 中 存 贮 有 向 图 G 有 两 个 主要 方法 . 一 种 方法 , 称 为 G 的 序列 表示 ,是 用 它 的 邻接 
矩阵 A 表示 , 另 -一 种 方法 , 称 为 殷 的 链表 示 ,是 用 邻 点 的 链表 表示 . 本 节 讨 论 第 一 种 表示 ,并 说 
明 如 和合 地 应 用 避 的 邻接 矩阵 上 ,来 方便 如 回答 G 的 连通 度 的 某 些 问题 , 链表 示 将 在 39.7 讨 
论 . 

设 图 所 有 产 个 顶点 和 呈 条 边 , 若 光 二 Oe), 则 称 G 为 稠密 的 , 若 ; 一 On) 或 == 
OD 〇 nlogn) ; 则 称 忆 为 基 玉 的 , 当 G 稠密 时 ,G 常用 和 矩 阵 表 示 , 而 当 避 稀疏 时 ,常用 链表 示 . 无 论 
用 哪 种 方法 存 喧 全 ,图 G 通 常 都 以 它 的 正式 定义 , 即 以 顶点 集 利 边 集 (点 对 集 ? 形 式 存 喧 于 计算 
机 中 ， 

注 “为 避免 特例 情况 ,除非 特别 指明 ,总 假设 mr 汪 1,m 为 图 G 的 顶点 数 . 因此 ,车 伍 没有 
边 ; 则 GG 不 可 能 连通 . 
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有 疝 图 与 关系 ,邻接 给 阵 


设 GCV,E) 为 世 单 有 向 图 , 即 没 有 平行 边 的 图 , 则 下 简化 为 YXY 的 子 集 ,因此 ,E 为 V 上 
的 一 个 关系 . 反 过 来 , 阁 尺 为 VY 上 的 一 个 关系 , 则 GCV ,R} 为 一 个 简单 有 向 图 . 于 是 ,集合 上 的 
关系 的 概念 就 与 简单 有 向 图 是 同一 个 概念 ,事实 上 ,在 第 二 章 , 对 应 于 集合 上 的 关系 就 已 引 人 
有 向 图 ， 

设 忆 为 m 个 顶点 的 简单 有 向 图 , 且 设 避 的 天 点 被 排序 , 称 为 三, 帮 zw 则 台 的 邻接 矩 
阵 丰 一 [a, 是 如 下 定义 的 smxm 短 阵 . 

4 二 1; 若 存在 边 《v, yw )， 
” 10, 否 则 ， 

这 样 的 只 售 0,1 的 矩阵 称 为 比特 适 阵 或 布尔 托 阵 . 

图 G 的 邻接 矩阵 A 依 束 于 G 的 顶点 的 次 序 . 好 不 辐 的 顶点 序 可 能 产生 不 同 的 邻接 矩阵 . 
不 过 ,两 个 不 同 次 序 得 到 矩阵 密切 相关 ,只 要 简单 地 互 换行 和 列 就 可 从 一 个 矩阵 得 到 另 一 个 矩 
阵 , 除非 指明 ,总 设 讨论 的 矩阵 有 一 个 固定 的 项 点 次 序 . 

注 1 邻接 矩阵 A=[asj 也 可 推广 到 有 平行 边 的 有 向 图 , 令 

a 三 始 于 vi; 终于 的 边 的 条 数 ， 

则 4 的 每 个 元 素 为 非 负 整 数 , 反 过 来 ,每 个 非 负 整数 的 mxXm 和 窍 阵 惟一 地 定义 了 一 个 mm 
个 顶点 的 有 向 图 . 

注 2 车 G 为 无 向 图 , 则 G6 的 邻接 检 阵 A 为 对 称 抢 阵 , 即 对 每 个 和 了 有 ay 一 是 , 这 是 由 
于 每 条 无 向 边 {1ua,o) 对 应 了 两 条 有 问 边 Cay 思 和 (ya 
例 %6 考虑 图 9-7 中 的 有 向 图 G, 其 项 点 为 X,7Y,Z, 允 . 设 顶点 如 下 排序 ， 

四 一 ， 如 一 站， w=, w= W. 


则 避 的 邻接 矩阵 A 为 


0 001 

A_ll1011 

1 001 

1 0 10 

注意 到 A 中 1 的 个 数 等 于 边 的 条 数 (8). 
Y 其 
工 Ww 
图 9-7 


考虑 区 G 的 邻接 矩阵 入 二 [a ] 的 短 A,A ,局 ,…*. 采 用 下 面 的 记号 ， 
ar (tis 站 ) 一 矩阵 A* 中 第 i 行 第 ; 列 的 元 素 . 
由 于 Q(t 站 二 a5 为 从 顶点 Ti 到 vi 的 长 汶 1 的 路 的 条 数 ,因而 可 以 证 明 qz (Ci) 为 从 vi 到 Uy 
的 长 为 2 的 路 的 条 数 . 事实 上 ,在 问题 9. 14 中 ,我 们 将 证 明 下 面 的 一 般 结果 ， 
命题 9.4 设 A 为 图 G 的 邻接 矩阵 , 则 矩阵 A 的 第 i 行 第 j 列 的 元 素 a4(i, 门 给 出 了 从 
已 到 vw 的 长 为 二 的 路 的 条 数 . 
例 少 7 再 考虑 图 9- 7 中 的 图 各 ,其 邻接 年 阵 A 如 例 9.6,A 的 里 A7 全 和 如 下 ， 
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1 0 0 0 0 2 0 2 | 
a2 2 cc 1 2 A 0 2 3 A 5 0 3 | 
1011 0 1 2 3 0 2 3| 
1 C02 0 2 1 0 1 4 


注意 到 as 4,1) 一 1, 故 从 由 到 wr 有 一 条 长 次 2 的 路 ,又 a3C2,3) 二 2, 故 从 we 到 ww 有 
2 条 长 为 3 的 路 .而 a4t2,4) 二 5; 故 从 w 到 vs 有 5 条 长 为 4 的 路 . (这 里 汶 二 六 , 吕 二 
YO mC W). 
注 设 妹 为 图 如 的 分 接 年 阵 , 且 如 下 定义 矩阵 B,. 
B, 二 让 十 让 十 让 十 十 A 
则 处 阵 B, 的 第 i 和 7 第 7 放 的 元 素 给 出 了 从 顶点 v, 到 的 长 至 多 为 > 的 路 的 条 数 ， 


路 给 阵 


设 G=GCV, 瑟 ) 为 有 六 个 项 点 加， 的 简单 有 向 图 .G 的 歼 算 隆 , 或 可 达 算 隆 为 m 
阶 方 阵 卫 == Cpy) 其 中 
11, 者 有 从 全 到 vw; 的 路 ， 
“10, 和 否则 . 
(下 一 小 节 给 出 路 矩阵 已 可 看 作 Y 上 关系 五 的 传递 闭 包 , ) 
设 m 个 顶点 的 图 G 中 有 一 茶 从 zw 到 v, 的 路 , 则 当 wi 关 包 时, 必 有 一 条 从 义 到 ,的 简单 
路 ;或 当 v 一 vw 时 , 必 有 一 条 从 到 wv, 的 圈 . 由 于 怠 有 六 个 顶点 ,所 以 这 样 的 简单 路 的 长 至 多 
为 m 一 1, 或 这 样 的 圈 的 长 至 多 为 六. 这 就 是 说 ,矩阵 
B= 二 A 十 训 十 A 十 … 十 A” 
第 i 行 第 i 列 的 元 素 非 0; 这 里 A 为 G 的 邻接 矩阵 , 因此 ,路 矩阵 了 与 B, 有 相同 的 非 6 元 素 . 
正式 叙述 这 个 结果 ， 
命题 9.5 设 A 为 m 个 顶点 的 图 G 的 邻接 矩阵 . 日 设 
Bm 一 入 十 入! 十 让 十 -… 十 Am. 
则 路 矩阵 了 与 B。 有 相同 的 非 零 值 . 
回忆 对 有 向 图 G 的 任 一 对 顶点 z 和 w,; 如 果 存 在 从 到 % 以 及 从 vv 到 & 的 路 , 则 避 称 为 强 
连通 的 ,因此 ,G 为 强 连 通 的 当月 仅 当 G 的 路 矩阵 P 没有 零 值 . 由 这 个 事实 与 命题 9.5 得 到 下 
面 的 结果 ， 
命题 9.6 设 和 A 六 m 个 顶点 的 图 GG 的 邻接 矩阵 . 且 设 
了 ,一 4 十 4 十 4 十 … 十 4m， 
刚 上 6G 是 强 连通 的 当 且 仅 当 B; 没有 零 值 . 
例 9.8 考虑 图 9-7 中 %==4 个 顶点 的 图 侣 ,这 里 设 芭 二 半 ,tw 二 Ytw 二 ,2 二 WW. 相 加 例 9.6 
和 例 9. 7 中 的 矩阵 4,4: ,4 和 A ,得 到 下 面 的 矩阵 BB. 用 1 取代 B, 中 的 非 零 值 , 便 


Ps 


得 到 图 G 的 路 (可 达 和 矩阵 P: 
4 0 3 4 1 0 1 1 
ll1 0 7 11 1 0 1 1 
B= :P 二 。 
7 94 7 10 1 1 
7 0 4 7 1]0 1 1 


检查 皂 阵 B 或 PP, 发 现 有 零 值 ,因此 G 不 是 强 连通 的 . 特别 地 ,可 以 看 出 从 任何 共 他 
顶点 都 不 可 到 达 顶 点 %% 二 Y. | 
注 图 的 邻接 矩阵 A 和 路 矩阵 忆 可 看 成 逻辑 (布尔 ) 和 矩阵 , 其 中 0 表示 “ 假 ",1 表示 
“ 真 ”, 于 是 逻辑 运算 信 ( 与 ) 和 VW (或 ), 其 值 见 图 9 8, 可 应 用 到 A 和 P 的 值 ,下 节 将 使 用 这 些 
运算 . 
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传递 闭 色 与 路 矩阵 


设 民 为 m 个 元 素 的 有 限 集 VWV 上 的 关系 , 如 上 所 述 ,关系 RR 可 看 成 简单 有 向 图 GG 二 GiV， 
R) ,回忆 {2.5 节 ) 定 义 的 合成 关系 RR 一 RRR,R? 二 {Cayv) ;存在 wEV ,使 得 (4.w) ER, 且 (Cw, 
ER). 措 句 话说 ,R* 由 所 有 的 存在 从 到 的 长 为 2 的 路 的 点 对 (4,2) 组 成 . 类 似 地 ， 

民 : 一 {Cwy) ;存在 从 4 到 的 长 为 的 路 )， 

人 上 关系 民 的 传递 闭 包 只 ' 可 看 成 是 有 序 对 (uw 的 集合 ,使 得 G 中 存在 从 到 vw 的 路 . 
因此 ,G=GCV,R) 的 路 短 阵 P 怡 好 是 图 G 一 G (VR' 的 刍 接 矩阵. 图 G 对 应 于 传递 闭 包 
并" 进一步 ,由 上 面 的 讨论 . 我 们 只 第 查 午 长 至 多 为 mm 一 1 的 简单 区 与 长 至 多 为 m 的 刚 , 因 市 
有 下 面 的 结论 ,; 它 刻画 了 民 的 传递 闭 包 民 * ， 

定理 9.7 设 R 为 mm 个 元 素 的 集合 V 上 的 一 个 关系 , 则 

(iD R* 二 RUR?U-…IUR" 为 RR 的 传递 闭 包 ， 
(i) GOV ,RD) 的 路 矩阵 PP 为 GOV,R’ ) 的 邻接 矩阵 . 


9.6 Warshall 算法 ,最 短路 


设 避 为 m 个 顶点 的 有 癌 图 ,其 到 个 顶点 为 01, 局 ，…' vm; 假定 要 求 图 G 的 路 秆 阵 P. War- 
shall 给 了 一 个 算法 ,该 算法 比 计算 邻接 和 矩 阵 A 的 宕 更 有 效 . 本 节 讨 论 这 样 的 算法 , 当局 为 赋 
权 同 时 ,类 似 的 算法 用 于 求 赋 避 的 最 短路 . 


Warshall 算法 
首先 她 下定 疼 x 阶 布尔 逢 和 阵 PP, 本 ml Pi[Li,j 表示 算 阵 P, 的 第 ; 行 第 j 列 的 元 


素 . 定义 ， 
Pi '1, 若 存在 从 ww 到 包 的 简单 路 , 且 这 条 路 上 除了 w ,这 ，… 外 没有 其 他 顶点 ， 
0; 香 则 . 


Poli,i1=1 车 存在 从 WW 到 ww 的 边 . 

Plijj 一 1 车 存 让 从 ww 到 ww, 的 简单 路 ,这 条 路 上 除了 可 能 有 mm 外 没有 共 余 席 点 ， 

Pzlitjj 二 ] ”车 存在 从 到 ww 的 简单 路 ,这 条 路 上 除了 可 能 有 ww 利 vs 外 没有 其 他 顶 
点 . 等 等 ， 

注意 到 第 一 个 矩阵 即 汶 上 G 的 邻接 矩阵 Po 二 A. 进一步 ,由 于 与 公有 产 个 顶点 :所 以 最 后 
一 个 拭 阵 Ps 就 是 G 的 路 矩阵 了 , 即 P==P. 

Warshall 注意 到 仅 当 下 烈 两 情形 之 一 发 生 全 ,Pi[i,jj] 二 1. 

(1) 存在 从 vv 到 ”的 简单 路 ,这 条 路 除了 可 能 有 如，… 人 -1 外 没有 其 他 顶点 . 因此 ， 
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(2) 存在 从 到 mw 的 简单 路 和 从 ze 到 ww 的 简单 路 , 旦 每 条 简单 路 除了 可 能 有 mm ,ze ，…， 

-外 没有 其 他 顶点 . 因 紫 ， 


了 .1 一 1, 且 [站 一 1 
这 两 种 情形 如 下 表示 


离 散 数学 


Cl) vo C2) Ui 
而 
表示 简单 路 的 部 分 ,该 简单 路 除了 可 能 有 名 ,… ,ww- 1 外 没有 其 他 顶点 . 因此 ,PP; 的 元 素 由 
Pi[i,?|= Pi 1[i,7] VP -Lisk]A PLR, jl) 
得 到 . 这 里 使 用 了 逻辑 运算 A (与 ?和 YY( 或 ). 撞 委 话说 ;只 要 看 矩阵 P 1 中 的 三 个 值 就 可 得 到 
PDP; 中 的 一 个 值 . Warshall 算法 如 下: 


算法 3.6(Warshall 算法 ) MM 个 顶点 的 有 向 图 G 用 其 邻接 矩阵 4 存 贮 ,该 算法 求 图 
GQ 的 (布尔 ) 路 矩阵 PP. 
Step 1 对 了 J 二 1,2,…,M 重复 :( 初 始 化 P.) 
若 ALTI,J 二 0, 则 置 P[1,J :一 0; 
否则 , 置 PL[I,J7]; 二 1. 
[结束 循环 , ] 
对 天 一 1,2, MM 重复 Step 3 和 Step 4:( 刷 新 P) 


对 了 一 ] ,2,… ,IM 重复 Step 4， 

对 J 二 1,2,'"…,MM 重复 ， 

置 PLT,7]: 二 PLT JI]Y CPLI,KIYV PLK,T). 
[结束 循环 . ] 
[结束 Step 3 循环 . ] 
[结束 Step 2 循环 . ] 
退出 ， 


最 短路 算法 

设 右 为 m 个 顶点 的 有 向 图 ,其 关 个 项 点 为 wo oo 且说 避 为 同 权 的 , 即 G 的 每 和 这 
指派 一 个 非 负数 rete) , 称 为 e 的 权 或 长 度 , 则 殷 可 用 它 的 权 矩 阵 存 贮 ,其 中 权 和 矩阵 钙 一 4roy) 
如 下 定义 ， 
_ [wle)》, 车 有 从 ww 到 的 边 e， 
~ lo, 若 没 有 从 4 到 的 边 . 
路 盾 阵 P 扎 示 了 和 任 两 点 之 闻 是 否 存 在 路 , 现 要 求 一 个 矩阵 名 ,使 得 急 揭 示 了 任 两 点 之 间 的 最 
短路 的 长 度 , 或 更 确切 地 说 , 求 一 个 矩阵 QQ 二 (9j). 其 中 

和 一 从 和 到 后 的 最 短路 的 长 度 . 

下 面 我 们 给 出 修改 的 Warshall 算法 , 它 能 有 效 地 求 出 第 阵 已 

定义 短 阵 序列 已 ,和 :QQ 类 似 于 上 面 的 矩阵 Po ,Pi,…,P,) ,其 中 心 的 第 i 行 第 i 
列 的 元 素 QiLi,j] 如 下 定义 : 

QQ[i, 站 二 前 面 从 wv 到 的 路 长 与 前 面 从 vw 到 vi 以 及 从 vs 到 vi 的 路 长 之 和 的 较 小 者 ， 
更 确切 地 ， 


LT] 


QLij = MINCGQ [人 -Li TO 1 LR,j)) 
初始 矩阵 Q% ,除了 W 中 的 每 个 0 换 为 c( 或 一 个 非常 非常 大 的 数 ) 外 ,恰好 就 是 权 和 矩阵 镀 , 最 
后 的 矩阵 QQ 就 为 所 需 罕 阵 咏 . 
例 9.9 图 9-9 给 了 一 赋 权 图 把 以 及 它 的 权 算 阵 丈 .这 里 了 一 Row 一 Sa 二 古人 站 一 LU 
假设 对 赋 权 图 G 用 修改 的 Warshall 算法 , 便 得 到 图 9 -10 中 的 矩阵 怨 ;&; ,从 和 护 :. 
《在 图 9~ 10 中 每 个 矩阵 @& 的 右边 ,给 出 了 对 应 于 矩阵 Q& 的 长 度 的 路 的 第 阵 . ) 乍 阵 久 与 祝 
怎 阵 殉 有 相同 的 值 , 只 是 克 中 的 每 个 0 换 为 cc5 或 一 个 很 天 的 数 ), 这 里 指明 带 闸 圈 的 值 是 如 


"20l + 


也 mh 二 各 


图 9- 晶 
何 得 到 的 ; 
外 [4,2] 王 MINCQ [4 2,QL4,1] 二 Qi 2) 一 MINCecc ,4 十 5) 一 9， 
@[L1,3] 王 MINCQ [1,3],Q[1,2]+Q [2,3])=MIN(Go,5+400)=00, 
QiL4,2] 一 MINCG [L421,Q [4,3 [3,2]) =MINCGG,3+1)=4, 
QL3,1—=MINCGG [3,11,Q53,4]+OQ[4,1])=MIN(G0,5+4) =—9. 
最 后 的 气 阵 ,== 人 @, 即 为 所 求 的 最 短路 拢 阵 . 
r7 5 oo oo RR RS ~ —1 
7 coo cc 2 SR ， 一 SU 
= [eo 号 co col'|— TS 一 — |” 
[4 co 1 co LUR 一 UT - 
r7 5 co co TRR RS 
7 12 co 211SR SRS 一 SU 
= Cs 3 So oo 一 TS 一 | 
L4 二 1 clUR URS UT 一 
r7 5 售 71 |RR RS 一 RSU 
7 12 oo 2 SR SRS 一 SU 
QT 3 5llrsR Ts — TsU|’ 
[4 9 1 1 UR URS UT URS 
r7 5 co 7 FRR RS 一 RSU 
7 12 oo 2| 1sR SRS 一 SU 
Ql 3 oo 5l’ TsR Ts 一 TSU | 
[4 DD I 6 LIUR UTS UT UTSU 
-7 5 8 7 RR RS RSUT RSU] 
7 11 32 SR SURS SUT SU 
= 全 3 6 5 ITSUR TS TSUT TSU 
4 4 16LUR Urs UT UTSU 


图 93-10 


9.7 有 向 图 的 链表 示 


设 忆 为 mm 个 顶点 的 有 向 图 . 并 度 避 的 边 数 是 OCm) 或 甚至 为 DOCmlogmm), 即 假设 6 为 稀疏 
的 , 则 G 的 邻接 矩阵 A 含有 许多 0. 因而 大 量 的 存 贮 空 间 被 浪费 了 . 因此 ;, 当 如 稀 蚊 时 ,G 通 党 
用 某 种 链表 示 存 贮 , 这 种 链表 示 称 为 邻接 结 裤 , 下面 用 例子 说 明 . 

考虑 图 9 -11(a) 中 的 有 向 图 G, 注 意 到 GG 也 可 以 用 图 9-~ 11(b) 中 表 等 价 地 定 疼 . 该 表 给 
出 六 避 中 的 每 个 顶点 以 及 紧 跟 的 叙 接 表 , 称 为 其 后 缴 或 他 点 , 而 符号 作 表 示 空 表 . 又 女 的 每 条 
边 也 对 应 着 邻接 表 中 的 惟一 顶点 ,反之 亦 然 . 该 图 GG 有 7 条 边 基 而 邻接 表 中 有 7 个 顶点 ,该 囊 
可 用 紧凑 格式 给 出 : 


离 散 数学 


G=[LA:B,C, DB CC CDC E;E:O)] 
这 里 冒号 ": "分 隔 了 顶点 及 其 邻 点 囊 . 而 分 导 和 分 山 了 不 同 的 表 ， 


省 p 
[a 
B C 
(a) 图 tb) 它 的 邻接 者 
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有 同 图 G 的 链表 示 用 其 邻接 玫 的 链表 存 贮 G. 特别 地 ,链表 示 通 常 售 有 两 个 文件 (记录 的 
集合 ) ,一 个 称 为 点 文件 , 另 一 个 称 为 边 文 件 . 如 下 所 示 : 

(a) 点 文件 图 CG 通 常用 一 数组 或 一 链表 存 贮 , 点 文件 包含 图 如 的 顶点 列表 ,点 文件 的 每 
个 记录 有 如 下 形式 


YERTEX NEXT-Y PTR 


这 里 YERTEX 为 顶点 名 ,NEXT-Y 指向 点 文件 中 顶点 列表 的 下 一 顶点 ,而 PTR 指向 边 文件 
中 质点 的 邻接 表 的 第 一 个 元 素 , 表 影 区 域 说 明 对 应 于 该 点 的 记录 中 也 许 还 有 其 他 信息 

《b) 过 文件 边 文 件 含有 G 的 边 以 及 避 的 全 部 邻接 表 , 而 每 个 邻接 表 用 链 表 存 贮 边 文 
件 的 每 个 记录 将 表示 G 的 惟一 边 , 因 而 对 应 于 邻接 列表 的 惟一 项 点 ,该 记录 有 如 于 形式 : 


EDGE BEG-V MEXT-E 


这 里 ; 

(1》EDGE 为 边 名 (车 有 边 各 的 话 ). 

(2) BEG -VY 指出 该 边 的 起 点 硕 点 交 件 中 的 地 址 . 

(3) END -VW 指出 该 边 的 终点 顶点 文件 中 的 地 址 . 邻接 表 就 在 该 字段 内 . 

(4) NEXT-E 指出 邻接 表 的 下 一 顶点 边 文 件 中 的 地 址 . 

需 强调 的 是 ,邻接 表 由 终点 构成 ,因而 用 REND-V 字 和 有 段 存 喀 . 阴影 部 分 说 明 对 应 于 该 边 的 
记录 也 许 有 其 他 信息 . 注意 邻接 列表 中 顶点 的 次 序 依赖 于 边 ( 点 对 ) 在 输入 中 由 现 的 次 序 

图 3-12 显 示 如 何 存 凡 图 9 - 11(a) 中 的 图 ,这 里 GG 的 项 点 用 指向 第 一 个 顶点 的 变量 
START 的 链表 存 贮 , (此 着 ,也 可 用 顶点 列表 的 线性 组 ,此 时 NEXT-V 将 不 需要 . ) 点 文件 的 8 
个 地 址 与 边 文件 的 10 个 地 钼 是 任意 的 . 若 在 图 中 搬 人 箱 外 的 顶点 或 边 就 用 文件 中 的 额外 位 


VERTEX 
sTarRT[31] NeXT 


2 3 4 5 丘 了 名 9 10 


加 | | 30 | 300 6(B) | 8 (D) 


1 6t8) | 6(D) | iO | 5(8) | 1 | 1 
9 0 D 0 


图 9-12 


Ti a 


第 九 间 有 向 图 
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置 , 图 9- 12 也 用 第 涉 给 出 顶点 4 的 邻接 表 [ 8,C ,DJ. 
9.8 图 算法 :深度 忧 先 查找 与 广度 优先 查找 


本 节 对 给 定 图 G 讨论 两 个 重要 的 图 算法 . 任何 特定 的 图 算法 都 可 能 依赖 于 G 的 存 贮 方 
式 . 这 里 假定 G 用 邻接 结构 存 贮 . 图 9 - 13 给 出 了 测试 图 G 的 邻接 结构 . 

图 的 许多 应 用 要 求人 们 系统 地 检查 图 G 的 顶点 与 边 . 有 两 种 标准 的 方法 来 实现 ,一 种 方 
法 称 为 深度 优先 查找 (DFS) , 另 一 种 称 为 广度 优先 查找 (BFS). (这 些 算法 本 质 上 与 第 八 章 无 
向 图 的 相应 算法 一 致 . ) 


可 


J KE 
(a (by 
图 939-13 

在 执行 算法 时 ,上 G 的 每 个 顶点 N 处 于 如 下 三 种 状态 之 一 , 称 为 N 的 状态 ， 

STATUS 一 1; 《和 准备 状态 ) 顶点 N 的 初始 状态 . 

STATUS 一 2， 等候 状态 ) 顶点 N 在 等 候 表 中 ,等候 进行 . 

STATUS 一 3; (检查 状态 ) 顶点 六 已 经 检查 . 

深度 优先 查找 的 等 修 列 表 是 一 个 (修改 的 ;堆栈 , 而 广度 优先 查找 的 等 候 询 表 是 QUEUE 
(队列 ), 

(a) 深度 优先 查找 :从 4 开始 的 深度 优先 查找 的 主要 思想 如 下 , 首先 检查 开始 点 如, 然后 
沿 以 和 A 开头 的 路 检查 每 一 个 顶点 N; 即 进行 A 的 邻 点 ,再 检查 4 的 邻 点 的 邻 点 ,等 等 . 在 到 
达 -" 死 点 "后 , 即 到 达 一 个 没有 可 检查 的 邻 点 的 点 后 ,沿路 己 反 同 追 踪 , 直 到 可 以 洛 另 一 条 路 P 
继续 下 去 ,等 等 . 反 向 追踪 用 堆栈 实现 , 它 包含 了 将 来 可 能 的 路 的 起 点 , 我 们 还 需要 字段 STA- 
TUS 来 告诉 我 们 所 有 顶点 当前 的 状态 ,使 得 没有 顶点 被 检查 超过 一 次 . 算法 如 下 ; 


算法 .8A{ 深 度 优先 查找 ) 设 各 为 有 向 图 ,该 算法 执行 了 从 4 点 开始 的 深度 优先 查找 ， 
Step 1 初始 化 全 部 点 到 准备 状态 (STATUS 一 1). 
Step 2 将 开始 点 A 放 到 堆栈 上 ,并 改变 4 的 状态 为 等 候 状 态 (STATUS 一 2). 
Step 3 重复 Step 4 和 Step 5, 直 到 堆栈 空 . 
Step 4 移 去 STACK 的 顶点 N, 检 查 N, 并 置 STATUSCN) 二 3, 检 查 状 态 , 
Step 5 检查 NN 的 每 个 邻 点 了 
(a) 若 STATUSCJ) 一 1( 淮 备 状 态 ) ,将 卫 放 到 堆栈 上 ,并 重 置 STATUS( 门 


一 2( 等 候 状态 ). 
(b) 若 STATUSC 站 一 2( 等 候 状 态 ), 从 堆栈 中 删 去 前 一 个 了, 且 将 当前 的 了 
放 到 堆栈 上 . 
(ee) 若 STATUSCD 门 一 3( 检 柱状 态 ) ,由 过 质点 后 
[结束 Step 3 循环 . ] 
Step 6 退出 . 


上 面 算 法 仅 检 查 从 开始 点 A 可 到 达 的 那些 项 点 . 假定 要 检查 图 G 的 所 有 顶点 , 那么 应 修 
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疏 算法 , 合 得 它 再 从 一 个 仍 处 于 准备 状态 (STATUS 一 吕 的 点 开始 . 这 个 新 的 顶点 , 设 为 B, 可 
通过 走 遍 质点 列表 得 到 . 

注 上 述 算法 中 结构 堆栈 技术 上 并 不 是 一 个 崔 栈 . 因为 ,在 Step 5Cb), 人 允许 删除 项 点 J， 
然后 在 堆栈 的 逆 面 插 进 J. (尽管 是 同一 个 顶点 /但 它 表示 不 同 的 边 . 如 果 在 Step 5Cb) 不 将 
了 移 到 堆栈 的 顶 . 那么 就 得 到 另 一 个 愤 截 算法 . 

例 纪 10 考虑 图 9- 13 的 测试 贸 C, 假 设 要 求 并 打印 由 顶点 了 可 到 达 的 所 有 项 点 (包括 了 本 
身 ), 实现 它 的 一 种 方法 是 利用 开始 于 ,)/ 的 C 的 深度 优先 查找 . 
应 用 算法 89. 8A ,顶点 接 刀 下 次 序 检 查 , 并 打印 ， 
J: KG, E, C, FF, LL. 
特别 地 ,图 9- 145a 给 出 堆栈 中 等 候 列 表 序列 以 及 正 被 进行 的 顶点 ( 射 杠 /指出 顶点 
从 等 候 列表 中 删除 . ) 强 调 一 下 ,每 个 项 点 (包括 . 几 取 自 邻 接 列表 ,因而 它 是 该 图 的 
惟一 一 条 边 的 终点 . 且 通 过 预先 标号 具有 该 边 起 点 的 终点 来 指定 边 , 例如 ， 
JP 
指 忆 在 . 的 邻接 表 中 ,因而 忆 为 起 于 的 某 边 的 终点 . 这 些 边 构成 了 以 了 为 根 的 有 
根 树 , 见 图 9- 146b).《〈 这 些 数 指出 被 加 到 树 个 上 过 的 次 序 ). 这 标 树 了 支撑 着 避 的 
子 图 G .G 由 从 本 可 到 达 的 顶点 构成 . 


本 
-各 、 
顶点 堆栈 和 
和 1 
J A 
J Ko, KE DP 
Ki 在 GE KE KD 
Gc Cr, OE KD 
[on Fo GE KD 
Fn OE 
Gf @ 


La) 
图 9-14 


Cb) 广度 优先 查找 ”开始 于 顶点 A 的 广度 优先 查找 的 主要 思想 如 下 ., 首先 检查 起 点 全, 然 
后 检查 4 的 所 有 邻 点 ,再 检查 4 的 邻 点 的 所 有 邻 点 ,等 等 . 自然 地 ,需要 保留 一 个 项 点 的 邻 点 
的 轨迹 ,还 要 保证 没有 点 被 检查 两 次 . 利用 队列 包含 等 候 检查 的 顶点 ,用 字段 STATUS 记 取 
顶点 的 当前 状态 . 由 此 ,利用 队列 和 STATUS 就 可 实现 ,算法 如 下 . 


算法 和 88B( 广 度 优先 查找) 该 算法 对 有 向 图 G 执行 开始 于 A 点 的 广度 优先 查找 . 
Step 1 初始 化 所 有 项 点 到 准备 状态 (STATUS=1)， 
Step 2 将 A 放 进 队列 , 且 将 A 的 状态 改 为 等 候 状态 (STATUS 一 2). 
Step 3 重复 Step 4 与 Step 5, 直 到 队列 空 ， 
Step 4 移 去 队列 的 第 一 点 N, 检 查 N, 并 置 STATUSCN) 一 3, 检 查 状 态 ， 
Step 5 检查 N 的 每 个 硕 点 了 . 


ta) 车 STATUSC]) 二 1( 准 备 状 态 ); 则 将 J 加 到 队列 的 后 面 ,重组 STATUS 
(站) 二 2《 等 候 状 念 )， 
《p) 车 STATUS(J) 二 2( 等 人 收 状 态 ) 或 STATUSC]) 二 3{ 检 查 状态 ) , 跳 过 J. 
[结束 Step 3 循环 . _ 
step 看 退出 . 


同样 ,上面 算法 仅 检查 从 起 点 A 可 到 达 的 那些 顶点 . 若 要 检查 图 各 的 所 有 项 点 , 则 该 算法 
必须 修改 ,使 得 它 再 开始 于 仍 处 于 准备 状态 (STATUS=1) 的 另 一 个 项 点 . 这 个 新 的 顶点 , 记 


第 九 章 有 和 启 图 » P05 + 


和 作 五 ,可 通过 走 由 顶点 列表 得 到 . 

例 9.11 考虑 图 9- 13 中 的 图 局 假设 6G 表示 城市 问 的 每 口 航 班 . 知 要 从 城市 A 飞 到 城市 了， 
使 得 逗留 的 城市 数 最 少 , 即 找 一 条 从 A 到 J 的 最 短路 Pt 此 时 ,每 条 边 的 权 为 1). 则 
一 种 方法 就 是 对 图 G 用 开始 于 A 点 的 广度 优先 查找 ,一 旦 磁 到 太 , 即 一 及 加 到 等 
候 列表 ,就 停 上 上 . 

图 9- 15(a) 给 出 了 队列 中 等 候 列 表 的 序列 以 及 磁 到 了 时 已 进行 的 顶点 ,那么 从 
了 反 向 追踪 就 得 到 所 需 的 路 . 
了 CE BA AAA 或 由 一 有 (CO> 开 一 

见 图 9-15(b) ,这 样 , 从 城市 A 飞 到 城市 J 了 的 航班 有 三 个 中 间 喜 留 ,B:,G 和 三. 注意 
到 这 条 路 并 未 包含 算法 检查 的 所 有 顶点 . 


刚 9-15 


9.9 有 向 无 团 图 ,拓扑 排序 


设 S 为 有 向 图 ,使 得 (1 S 的 每 个 顶点 v, 表示 一 件 任务 ,(2) 5 的 每 条 (有 向 边 )(Cuso) 表 
示 在 任务 开始 了 之 前 ,任务 “必须 完成 . 假设 这 样 一 个 图 S 含有 圈 , 比 如 
P= (u,v ty uy), 
意味 着 开始 之 前 必须 完成 # ,开始 了 w 之 前 必须 完成 如, 而 上 开始 之 前 必须 完成 种, 因而 .不 能 
开始 圈 中 三 个 任务 中 的 任何 任务 .于 是 ,表示 尾 务 及 先决 条 件 的 这 样 一 个 图 S 不 能 有 任何 圈 . 
换血 话说 ,这 样 的 图 S 必 为 无 国 的 , 有 向 无 图 图 简称 为 dagfddirected acyclic graph 的 三 个 第 一 
个 字母 ). 图 9 - 16 就 是 这 样 的 一 个 例子 . 


各 


D 
(a) (b} 
图 9-16 


dag S 上 的 基本 运算 就 是 一 个 接 一 个 地 检查 顶点 ,使 得 半 (x, 如) 是 一 条 边 时 ,顶点 4 总 在 
顶点 " 之 前 检查 . S 的 硕 点 的 线性 序 工 称 为 拓扑 排序 ,也 许 不 惟一 .图 9-1417 给 出 了 图 9-16 
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中 图 S 的 随 个 拓扑 排序 . 为 说 明 S 的 这 与 线性 序 的 方向 一 致 ,图 9 - 17 中 包含 了 S 的 所 有 边 . 


图 9-17 两 个 拓扑 排序 


下 面 是 本 节 的 主要 理论 结果 . 

定理 9.8 设 S 为 有 限 的 有 向 无 图 图 . 则 图 S 存在 一 个 拓扑 排序 工 . 

注意 到 定理 仅 陈 述 拓 扑 排序 存在 . 现 给 出 求 拓扑 排序 的 一 个 算法 . 该 算法 的 主要 由 想 是 零 
入 度 的 任何 顶点 N 可 选 为 排序 了 的 第 一 个 元 素 , 该 算法 本 质 上 重复 下 面 的 两 步 ,直到 $ 为 


mr 


全 : 


(1) 找 零度 的 顶点 N. 
《2) 从 图 S$ 中 删 去 入 及 它 的 边 . 
用 辅助 队列 暂 存 所 有 零度 顶点 ,算法 如 下 : 


算法 9.9 求 有 向 无 圈 图 S 的 拓扑 排序 的 算法 ， 


Step 1 
Step 2 
Step 3 
Step 4 
step S$ 


求 5S 的 每 个 顶点 N 的 入 度 TNDEGCN)， 
在 队列 中 插入 所 有 的 零度 项 点. 

重复 Step 4 和 Step 5; 直到 队列 空 ， 
移 去 并 检查 队列 的 前 面 顶点 六 . 

对 顶点 N 的 每 个 邻 点 AM 重复 ， 


(a) 置 INDEG(MD) :一 INDEGCONWD 一 1， 

[删除 从 NN 到 IM 的 边 . ] 

(b) 若 INDEGGAWD =0, 则 添加 邮 到 队列 . 
[结束 循环 . ] 

[结束 Step 3 循环 . ] 

退出 . 


例 9.12 设 对 图 9-16 中 的 图 S 应 用 算法 9.9, 则 得 到 队列 中 元 素 的 序列 以 及 被 检查 的 项 点 


序列 ,如 下 表 . 
顶点 B E | G D 六 F Cc 
队列 | GEB | DGE DG FAD FA CF C [ol 


图 9-18 给 出 了 从 S 中 删 去 前 三 个 顶点 的 每 一 个 及 其 边 的 那个 图 3 ,拓扑 排序 工 就 
是 检查 顶点 的 序列 , 即 


TB,E,G,D,A,F,C. 
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ft 删 去 所 


9.10 ”最 短路 的 修剪 算法 


设 右 为 虐 权 有 向 元 圈 图 ,寻求 如 和 ww 两 点 之 问 的 最 短路 .假设 6G 是 有 限 的 ,因此 每 一 步 有 
有 限 次 移动 . 由 于 G6 是 无 圈 的 ,所 以 & 和 ww 之 间 的 所 有 路 可 由 以 为 根 的 有 根 树 给 出 ,图 9- 
19Cb) 列 举 了 图 9-190) 中 点 与 ww 之 间 的 所 有 路 ， 


图 9 一 19 


求 & 与 包 之 间 的 最 短路 的 一 种 方法 就 是 简单 计算 相应 有 根 树 中 所 有 路 的 长 度 . 另 一 方面 
若 两 条 部 分 路 导出 一 个 中 间 点 v, 此 时 ,只 需 考虑 较 短 的 部 分 路 , 即 对 应 于 较 长 的 部 分 路 在 该 
点 收 甬 该 树 ,修剪 算法 如 下 . 


修剪 算法 
设 避 为 同和 权 有 向 无 圈 图 ,该 算法 求 0 中 质点 a 和 ww 之 问 的 最 短路 . 这 个 算法 具有 如 下 人 性 


Ca) 算法 执行 期 间 ,G 的 每 个 顶点 ”被 作 两 个 指定 
C1) 从 & 到 vv 的 当前 最 短路 的 长 度 iCvw'). 
(C2) 从 za 到 v 的 长 为 (0 的 路 pi). 
Cb) 最 初 , 设 0) 一 0,ptw) 一 ww 每 个 其 他 点 wv 初 始 化 指定 ww) 一 20,p(v) 二 贸 . 
Ce) 算法 的 每 一 步 检查 从 vw 到 ww 的 边 e 一 (vi ,); 设 长 度 为 计算 iCv 十 
(1 车 Lo 十 kA , 则 找到 从 a 到 vw 的 丙 短 内 . 于 是 刷 新 : 
LD = HR, pl) =plv 
L 当 区 轨 王 ce 时 , 即 首次 进入 呈 时 条 件 总 成 立 . ] 
(2) 否则 ,不 改变 (起 和 plv). 
车 没有 未 检查 的 边 进入 v, 则 称 疡 (四 已 确定 ， 
Cd) 当 plw) 已 确定 时 ,算法 结束 . 
注 车 vw 先 前 已 访问 , 即 p(w 人 关 训 , 则 () 中 的 边 e 二 Cv,v) 才 能 被 选择 . 进一步 ,通常 最 
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好 检查 开始 于 vw , 且 路 pp () 忆 确 定 的 边 . 
例 9.13 对 图 9- 19(a) 中 的 图 C 用 修 彰 算法. 


从 起 


从 yy 起 ; 


相继 点 为 zx,y 各 xz, 它们 部 是 首次 进入 ,于 是 
1) 置 区 zy 一 4 六 (了 7 一 2 

C2) 时 1 人 yy 一 6,p(y) 一 wy. 

(3) 置 1x) 一 2,p(z) 二 Wz. 

注意 到 zz 和 有利 | p(xz) 都 已 确定 . 

相继 点 为 > 和 >y，, 其 中 > 为 首次 进入 ,于 是 . 

C1) 置 :C7 一 4 十 4 二 8, 有 p07 二 p(X) r=urr. 
《2) 计算 


tt 十 R 一 4 十 3 一 7 ,不 小 于 fy) 二 6. 
于 是 留 下 上) 和 p(y). 
注意 到 p0) 已 经 确定 . 
相继 点 为 1 和 ,其 中 1 为 首次 进 和 人 ,于 是 
(1) 置 1)=2(z) 十 k==2 十 5 二 7, 且 P00 二 p(t=wzt, 
2) 计算 


tz 十 上 一 2 十 3 一 5; 小 于 1(y) 一 6. 


已 发 现 到 y 的 更 短路 ,因此 刷新 区 和 ply); 即 , 置 iy) 一 i(z) 十 上 二 5， 


Hp)=ple) y= usy. 

注意 到 pl) 已 确定 . 

相继 点 为 ;和 zt, 其 中 ;为 首次 进 和 人 .于 是 ， 

(1) 置 i 一 iy) 十 8 二 5 十 2 二 ?7 ,有 p(s 一 pCy)s 一 wzys, 
(2) 计算 


2 二 让 二 5 十 1] 一 和 ,小 于 六 机 一 7， 
于 是 ,了 殉 变 22 和 p08)， 
HD—=ity) l= Hp) =~plyN—=uzyt. 
注意 到 p(2) 已 确定 . 
相继 点 为 也 和 3, 其 中 书 为 首次 进入. 于 是 
1) 置 i(xww) = 二 tr} 十 3 二 11, 且 ptt 二 pln) ew = urrw. 
(2) 计算 


A) 十 坟 二 8 十 2 二 10, 不 小 于 25) 二 7 
于 是 , 留 下 252 和 p(s). 


注意 到 p(3) 已 确定 . 
相继 点 为 w, 计 算 

1 由 二 7 十 3 二 10, 小 于 jw) 二 11. 
于 是 ,改变 it 和 ptlrw), 

io) =—i(s) +3=10,8 plw =p( w= uzysw, 

相继 点 为 wv, 计算 

A 十 二 6 十 3 二 9; 小 于 rw) 一 10. 
于 是 ,改变 iCw) 和 ple). 


i Ot 3—9, HH pew — ptirw— uryie, 
目前 pw) 已 确定 ， 


由 于 (ro 已 确定 ,所 以 算法 终止 , 因此 


pl) = uz yr 


是 从 到 ww 的 最 短路 ,上 且 iw) 一 9. 
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F 面 例子 中 检查 的 边 构 成 了 图 9- 20 中 的 有 根 树 . 这 旦 图 9 一 19Cb) 中 的 树 , 沪 酝 在 属于 更 


长 部 分 路 的 硕 点 被 修剪. 注意 到 该 树 原 有 的 23 条 边 只 需 检查 13 条 边 . 


图 9 -20 
问题 与 解答 
图 术语 
9.1 考虑 图 9- 21 中 的 有 向 图 G. 7 


9.2 


9.3 


(a) 止 式 描述 G. 

Cb) 求 从 臣 到 2Z 的 所 有 简单 路 ， 

(Cc) 求 从 YY 到 ZZ 的 所 有 简单 路 . 

(dy 求 CG 的 所 有 图 . 

Ce) GG 单 侧 连通 吗 ?” 强 连通 吗 ? 

解 妇 (a) 顶点 集 V 有 4 个 顶点 , 边 集 有 以 下 7 
条 (有 向 ) 边 ; 


2 wy 


V=.X,Y,Z,W}, 

FE= {CX, YY). (X, 2), CX WO, CY, WO, (CZ, YY), (7, W), 图 9- 21 

CW 2)}. 

Cb) 从 半 到 2Z 有 3 亲 简 单 路 . 

CX TI KR WN, YY, W, 2). 

Ce) 从 Y 到 Z 只 有 -一 条 简单 路 CY ,WW ,2). 

《gd) GG 中 只 有 一 个 团 (Y,W,2, 也 

Ce) G 是 单 人 山 连通 的 ,因为 (X,Y.W,2Z) 为 支撑 烤 .本 量 强 连 遂 的 .因为 没有 闭 支 撑 路 . 

考虑 图 9- 21 中 的 有 向 图 上 G. 

Ca) 求 G 的 每 个 质点 的 人 度 和 出 度 ， 

(pb) 求 殷 的 每 个 顶点 的 相继 点 列表 ， 

te) 存在 发 点 或 政司 喇 ? 

《d) 求 上 的 由 顶点 集 斌 二 {X,Y,2Z} 确 定 的 于 图 及. 

解 晤 (ga 计 算 终 于 和 起 于 顶点 呈 的 边 数 就 分 别 得 到 indeg{ 丰 和 outdegt), 有 如 下 数据 . 
indeg5 及) 一心， indegt YY}=2, megt2)— 2, indegt WY =3, 
outdegC( X)=3, outdegtY}) 1， coutdegt2}=2, QutdegtW)=1., 

{正如 所 料 , 信 庶 之 和 与 出 度 之 和 都 等 于 边 数 ?7.) 

tb) 对 台 的 每 条 边 Cut 台 ,添加 避 到 的 相继 列表 suce lu). 于 是 ,有 

sucet KY=[Y, ZW], sect YY [WY, sucet2) =[Y ,WI, sucetW I ~—[L2] 

《cy 外 是 发 点 ;因为 没有 边 进 入 XX 即 indegL 久 ) 一 -0. 没 有 收 点 ,因为 每 个 顶点 都 是 -- 条 边 的 起 点 . 即 每 

个 点 有 非 零 出 找 ， 

Cd) 设 巨 为 G 的 端点 在 VY 中 的 边 的 集合 ; 即 EE 一 {XY ,X22 , 则 H=HCV',EY. 

考虑 图 9- 22 中 的 有 向 图 . 
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9.4 


9.5 


9. 6 


《al 求人 大 器 到 we 的 两 条 简单 路 , as 一 (um mm yz) 是 这 样 的 简单 路 吗 ? 

Cb) 求 忆 的 含有 w; 的 所 有 了 图. 

Ce) 单 例 连 咀 吗 ? 蝇 连 通 吧 ? 

解 是 (al) 简单 路 是 所 有 点 互 不 相同 的 路 ,于 是 ,ww y 夺 和 tm 多 ;203 ,wor 二 两 条 从 到 芭 
的 简单 路 . 由 于 连接 m 和 上 的 边 不 起 于 芭 ,所 以 序列 上 其 至 不 是 路 . 

《b》 有 两 个 这 样 的 圈 ; Crs sve? 和 (tw 全 06 ). 

(c) G 是 单 侧 连 通 的 ,因为 Cw yw ,os sw ,mw ) 是 支撑 路 .上 G 不配 强 连 遂 的 ,因为 油 有 闭 支 撑 路 . 
考虑 图 9- 22 中 的 有 向 图 Fi 吕 2 

ta) 求 局 的 每 个 顶点 的 相继 列表 . 

Cb) G 有 发 点 吗 ?” 有 收 点 吗 ? 

解 王 (对 吾 的 每 条 边 C 贡 添加 ”到 zx 的 相继 列表 succtw)， pa 
得 到 


suUcctt) = _ tw :ts succCrs} = [vw ,vw 


Suect my 一 my]， succtt 一 地， 由 | 
Suectt } = 6 | succt rh } — Les » wj, 
(于 如 所 料 . 相 继 点 数 为 89, 到 为 边 数 ) 图 9- 22 
{by 洽 有 发 点 ,因为 每 个 项 点 都 基 呈 条 边 的 端点 :只 有 mm 汐 收 点 , 因 
为 证 有 过 起 于 内 , 即 ,succtw ) 一 必 , 空 集 . 
考虑 下 面 的 有 疝 图 G: 
YIGD) 一 (aocsdyeyfg)， 
EC(O)={(taa) (be) are) red (gc are (dD td hp) tg 8)}, 
(a) 确定 环 与 平行 边 . 
《b) G 中 有 发 点 吗 ? 
Ce) 上 中 有 收 点 吗 ? 
(d) 求 避 的 由 顶点 集 六 二 fa,Byeyd} 确 定 的 子 图 五 
钥 晤 (a) 环 是 具有 相同 起 点 利 终 点 的 边 . 因此 ,Ca,a) 和 (gg) 是 环 .车 两 条 边 具有 相同 的 起 点 和 终 
点 , 则 称 为 平行 边 . 因此 , (a ,ey 和 人 a,e} 为 平行 边 , 
(by 顶点 4d 是 发 点 . 因为 没有 边 终 止 于 #, 妈 4 不 作为 任何 边 的 第 二 个 元 素 出 现 .没有 其 他 的 发 点 . 
{cy < 和 .者 是 收 点 , 因为 没有 边 起 十 c 或 #. 凤 c 与 f 都 不 作为 任何 边 的 第 一 个 元 素 出 现 , 没有 其 他 的 
收 点 ， 
td) 设 已 由 与 的 端点 位 天 一 (aac: 才 的 边 组 成 , 刚 已 一 {(asa) (dd 相 }. 于 是 HHOV .EY 
设 G 为 有 向 图 ,顶点 集 YG) 一 {4a,5,c,d,e) ;后继 列表 为 
succga) 一 [bc succtp) = succte) =[d,ej, 
sucetd) =[a,b,ej, succ(te} = /21, 
(a) 列 出 G 的 边 ( 于 是 避 由 其 后 继 列 表 确 定 ). 
《b) 人 魏 是 弱 连 通 的 吗 ?” 单 侧 连 通 ” 强 连 通 ? 
解 #0 当 yE succtxr), 则 有 一 条 边 ty,y) ,于 是 
EC — {a a) tcc) ere ,Cdsa) CdD) Ce 
{by 由 于 上 和 e 为 收 虚 ,所 以 以 5 到 e, 或 从 e 到 上 没有 路 . 于 是 ,G 既 不 是 单 侧 连 通 的 ,也 二 是 强 连通 的 . 
不 过 ,C 是 红 连 通 的 ,因为 (cvaadze) 为 支撑 半路 . 


有 根 树 ,有 序 有 根 树 


9.7 


考虑 图 9- 23 中 的 有 根 树 工 

Ca) 确定 从 根 尺 到 下 列 每 个 顶点 的 路 0 ,并 求 该 点 的 层次 (DD 五 :iD Fy Gi) M. 
Cb》 求 玉 的 兄弟 . 

Cc) 求 工 的 树叶 ， 


0.8 


9,9 


第 也 总 有 向 图 + 21] ， 


区 9-23 


:和解 晓 (a) 列 出 油 权 从 玉 向 下 检查 到 该 点 的 项 点 . 除 只 外 的 顶点 数 , 就 旦 层次 : 

(DD e=(R,AC, HY,n=3; (iD ge 一 (有 ,BF 一 2 Oi) a— (RB,G,L MD ,n=4. 

tb) 王 的 兄弟 为 王 科 避 , 因 为 它们 共有 同一 个 父亲 也 

(ce) 树叶 是 没有 孩子 的 顶点 , 即 HD,T.J 了 ,K.M,N. 

考虑 典型 的 商业 情形 ,在 两 个 主要 地 区 出 售 其 产品 的 某 公 司 准 备 推 出 新 产品 ,推出 产品 
的 通常 程序 如 下 . 首先 ,在 区 域 工 的 一 个 很 小 的 试验 市 场 推 出 产品 ,车 产品 不 成 功 , 则 停 
止 ;车 产品 成 功 , 则 在 区域 推广 .车 在 区 域 工 推广 成 功 , 骨 在 区 域 荆 推 出; 若 不 成 功 , 则 
在 区 域 卫 的 一 个 小 试验 市 场 推 出 .再 一 次 , 若 成 功 , 则 在 整个 区 域 推 出 .用 一 棵 树 来 表示 
推出 产品 程序 的 各 和 神 可 能 结果 ， 

解 瞩 ”在 图 9-24 中 用 树 描 述 了 可 能 的 结果 ,有 了 四 个 可 能 的 结果 ,用 从 根 到 该 树 的 树叶 的 四 个 笠 枝 
表示 (这 里 根 在 树 的 左边 )， 


区 域 1 


小 区 域 I 


图 98-24 


《IT) 产品 在 区 域 工 的 最 初 的 小 市 场 不 成 功 ,停止 

《2) 产品 在 最 初 的 小 试验 市 场 成 荔 : 上 且 在 区 域 [ 成 功 ,并 在 区 域 下 推出 ， 

(3) 产品 在 最 初试 验 市 场 成 功 ,但 在 区 碱 工 并 不 成 助 , 它 在 区 域 芽 的 小 汪 验 市 场 ,也 不 成 功 ,停止 . 

(4) 产品 在 最 初 的 试验 市 场 成 功 , 但 在 区 域 [ 并 不 成 功 ,在 区 域 下 的 小 试验 市 场 也 成 功 ,因而 在 区 域 I 
推出 . 

图 9 - 25 给 出 一 棵 有 序 根 树 工 ,其 顶点 用 通用 地 址 系统 标号 , 求 该 树 丁 的 地 址 的 字典 序 . 


解 网 。 由 于 有 序 根 树 通常 画 成 如 图 9- 25… - 样 ,使 得 边 从 左 到 右 排序 ,所 以 记 下 最 左 的 校 ,再 记 下 


堪 第 二 枝 ,等 等 就 可 得 到 字典 序 . 因此 , 记 下 了 的 最 左 梳 得 ， 
90, 1, 1.1, 1.1.1. 


接 下 来 的 一 枝 为 1. 2. 因此 ,添加 1.2 得 

dj 1.1; 1.1.1, 1.2. 
类 似 地 ,添加 下 - -- 枝 

1.3，1.3.1， 1.3.1.1, 


图 9-25 


如 此 继续 ,得 
0,1, 1.1,1.1.1, 1.2. 1.3, 1.3.1, 1.3.1.1, ..3.2, 2, 2.1, 2.2, 2.2.1. 
9- 10 考虑 下 列 随 机 顺序 排放 的 地 址 ， 
1, 2.2.1, 3.2, 2.2.1.1, 1.1.1,0, 2.1, 3.2.1.1, 
3, 3.1, 2.2, 2.1.1, 3.2.1, 1.1, 3.2.1,2, 2. 1.1,2, 
(a) 以 字 费 序 排放 地 址 . 
tb) 画册 相应 的 有 序 根 树 ， 
解 二 ” (a) 地址 的 字典 序 如 下 : 
OG, 1 1.1, 1.1.1,1.1.2; 2, 2.1, 2.1.1, 2.2, 2.2,1, 
2.2.1.1, 3, 3.1, 3,2, 3.2,1, 3.2.1.1, 3.2.1.2, 
(b) 为 画 出 具有 给 定 字典 序 的 树 工 从 最 左 的 枝 开 始 ,然后 紧 千 它 添加 枝 , 等 等 , 因此 . 画 根 0, 枝 1, 棱 
1.1, 梳 1,1.1, 由 于 2 在 桂 中 不 紧 随 1.1.1, 所 以 ,这 是 下 - 枝 的 开始 ,为 32,.2. 1，2.1.14. 如 此 继续 便 得 
图 3- 26 中 的 树 . 


1.1.1 


图 的 序列 表示 


9.11 考虑 图 3-21 中 的 图 上 G, 假 设 硕 点 以 下 面 的 数组 DATA 存 由 
DATA: 六. Y, Z, W. 
(a) 求 图 G 的 邻接 矩阵 和 4. 
Cb》 用 邻接 矩阵 4 的 宕 求 C 的 路 扼 阵 PP， 
《c) 避 强 连通 吗 ? 
解 8 (a) 项 点 通常 按 其 在 存 喧 中 的 出 现 排序 . 即 设 坟 一 站, 吕 二 ,太一 Zw 一 WW. 避 的 分 楼 矩阵 
入 如 下 : 


二 

全 一 全 
一 
DD 


入 里 ,车 有 从 羽 到 的 边 , 则 a, 二 1. 否则 a, 一 0. 
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(b) 因 口 有 4 个 夺 点 ;计算 A A 及 妨 一 A 本 十 二 十 A， 


mm 11 六 ro 1 2 所 
oc105| gy 1 0 1 
A 一 ， 一 ， 
0 0 11 0 1 11 
0 10 D001 1 
Pe 2 2 3 ro 5 1 8 
9 611 0 1 23 
44 一 ， 也- 
站 1 2 0 3 3 5 
111 i0 2 3 5 
路 矩阵 P 可 这 样 得 到 , 当 乍 阵 B 中 有 -个 非 零 值 , 则 令 P, 一 ] 于 是 . 
rm 1 11 
ploT ll 
0 1 1 1 
bill 


(c) 路 矩阵 表明 没有 从 这 到 w 的 路 ,事实 上 .没有 从 任何 点 到 的 路 , 因此 ,G 不 是 强 和 连通 的 . 
考虑 图 9 -21 中 图 各 的 邻接 征 阵 4 ,在 A 问题 9.11 中 得 到 .利用 Warshali 算法 而 不 是 
和 的 短 求 G 的 路 和 矩阵 己 . 
解 时 “计算 矩阵 P,,P, ,P, ,P: 各 了 ,这 里 PP 二 A, 目 

Pi[isj1= PLisyj CP: 1Lis I AP iLR,7]) 


即 
车 P. i177 二 1 或 Pi[i,k&j 一 1 ££ Pi [LE, 门 二 1, 内 Pet ,了 一 1. 
则 
1 1 1 rT 1 1 LI 
0 0 0 1 0 0 0o 1 
P= 时 P; » 
0 1 0 1 da 1 8 1 
0 1 0 0 1 8 
1 1 1 1 1 1 
a 0 0 1 0 1 1 1 
P;= 卫 一 - 
0 1 0 1 a 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 


注意 到 P, 一 PP 一 Ps 一 入, 基于 下 而 的 原因 ,P; 改变 了 . 
Pi,2) 一 1, 因 为 P(t4,3) 一 1, 月 Pr (3,2} 二 1, 
Pt)=-1, 国 为 Pt,3) 一 1, 且 (1) 二 1 

类 伏地,P, 改变 了 . 最 后 的 矩阵 已 就 是 所 示 的 图 G 的 路 矩阵 了. 

画 赋 权 图 G 的 示意 图 ,图 各 用 下 面 的 点 组 DATA 雇 及 权 和 矩阵 三 存 贮 . 

roOa3 0 
DATA:X,Y,S,T; W= 3 0 1 “|. 
2 00 4 


0 6 8 0 
解 y 。 示 意图 兄 图 9- 27. 顶点 以 DATA 中 的 值 标 寻 .并 且 若 ru 冯 0, 则 夺 在 从 羽 到 名 且 权 为 vw 
的 边 , (假设 各 一头 ,区 二 了 二 Sw 二 本 ,顶点 症 组 DATA 中 的 次 序 )， 
证 明 命 题 9.4; 设 A 为 图 G 的 邻接 短 阵 , 则 矩阵 A 中 的 第 i 行 第 7 列 的 元 素 aj (i, 门 就 
是 从 vw 到 ww 的 长 为 上 的 路 的 条 数 . 
证 贬 。 对 & 用 归纳 法 证 明 . 首先 注意 到 从 w 到 的 长 为 1 的 路 恰 为 边 (w ,二 ) 南部 接 徐 阵 上 的 定 
详 1a1(i 育 二 ay 为 从 到 也 的 边 数 , 因此 ,命题 对 -1 成立. 

假设 >1.( 设 避 有 m 个 顶点 . ) 因 如一 4 "A, 坝 


Ri a LR) Css7). 
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图 9-27 


由 上 归纳 人 根 设 ,as ti5 为 从 了 到 己 的 长 为 8 一 1 的 路 的 条 数 , 而 arts; 让 为 从 vw 到 wj 长 为 1 的 路 的 条 
数 . 于 是 -iCiy5a1 (5 让 为 从 误 到 的 长 为 的 上 熙 的 条 数 , 这 里 vz 为 紧 千 最 后 点 的 项 点, 因此 ,从 
zw 到 ww 的 长 为 点 的 所 有 路 可 对 所 有 * 相 部 10205: 门 得 到 . 即 mr0 访 为 从 了 到 二 的 长 为 二 的 
路 的 条 数 . 由 此 命题 得 证 . 


图 的 链表 示 


9. 15 


9. 16 


9. 17 


赋 权 图 各 有 8 个 顶点 六 .B;…; 下 ;征用 如 图 9-28 的 点 六 人 忻 和 过 文件 的 链表 示 存 贮 ， 
(a) 按 它 们 在 存 贮 中 的 次 序列 出 其 顶点 . 
(b) 求 每 个 点 vv 的 后 继 列 表 succtvw) 


园 3-28 


解 量 (人 (a) 由 手 START 一 3, 故 列表 以 顶点 卫 开 头 , 然 后 NEXT-V 指向 1(D), 再 7(C3, 再 8(E) ,再 
4fF 再 5547，, 即 
BD FEF,A. 
(by) 这 里 succ(A} 一 [1CD) ,4 了 PY,3C6B)] 一 LD,F,Bj. 特别 地 , 因 PTR [5C64)] 一 6; BB ENDV[6]=1 
{六 ,页 succCA)BD 开 头 , 由 NEXT- 一 E[6j 一 2 与 END- VL2] 一 4[LFj 知 下 次 SucetA} 中 的 下 一 个 顶 
点 .再 由 NEXT-F[2]=5 与 ENDV[5] 一 3(B) 包 BB 处 succt 太 中 的 下 一 个 顶点 . 然而 ,由 NEXT-E[5] 
二 0 知 妨 没有 更 多 的 后 继 . 类 似 地 ， 
succt BY=[C,D],succt =[LED, sucet DE,succlt EF}=: LD]. 
进一步 suce( 本 一 了 ,因为 PTRL4CF7] 一 0. 综 上 ， 
GAD,F,B;B:C, DC ED EE:D;F, |]. 
考 虚 赋 权 图 G, 其 链表 示 如 图 9- 28, 画 出 图 G6. 
表 # 利用 问题 9. 15(b) 中 得 到 的 后 继 列表 以 及 几 9- 28 中 边 文 件 中 各 边 的 权 可 画 得 图 如 ,如 图 
号 一 29. 
设 图 避 由 下 表 给 出 ; 
G=[XY ZW YX 下 ZZ,W,: 人 :| 
《a) 求 G 中 的 项 点数 与 边 数 . 
Cb) 有 发 点 或 收 点 吗 ? 


图 9-29 


(ce) 画 出 图 G. 

解 鲜 fa 由 表 可 知 , 人 GG 有 四 个 价 点 车 ,Z,W ;了 硕 点 的 出 麻 分 别 为 3,3,2,1, 因此 ,有 3 十 3 一 2 十 
1 一 9 条 边 . 

《by 没有 零 出 度 顶 点 ,因而 没有 收 点 . 又 每 个 顶点 都 嘴 后 继 点 ,因而 设 有 发 点 、 


图 9- 30 


9. 18 ” 设 友 这 航空 公司 每 日 有 以 下 9 个 航班 ， 
103 从 Atlanta 到 Houston 1068 从 Houston 到 Atlanta 
201 从 Boston 到 Chicago 203 从 Boston 到 Denver 


204 从 Denver 到 Boston 301 从 Denver 到 Renoc 
305 从 Chicago 到 Miami 308 从 Riarmi 到 Boston 
401 从 Reno 到 Chicago 

借助 标号 有 向 图 描述 这 些 数据 , 


解 同 ”用 图 3-31 中 的 图 G 措 述 这 些 数据 (为 方便 省 略 航班 续 } 


Boston 


Chraeo 


Reno 


Demrver 


Heuston 
lami 


图 939-31 


9. 19 描述 问题 9. 18 中 的 图 大 如 何 用 链表 示 存 贮 . 这 里 城市 与 航班 以 线性 排序 组 出 现 . 
解 ”如 图 9-32( 这 里 及 ,By… 分 别 表 示 Atlanta, Boston,…) ,注意 到 START 变量 有 是 不 必要 的 ， 
六 为 各 城市 构成 一 个 组 而 不 是 链表 . 并 用 ORIG( 出 发 担 ) 和 TEST 月 的 地 ?代替 REG-V 和 END-Y, 


杂 题 


9.21 


9. 22 


图 9-32 


明显 地 ,问题 9. 18 中 的 数据 可 有 将 地 存 贮 在 这 样 的 文件 中 ,每 个 记录 仅 含 三 个 字段 . 


航班 号 ,出 发 地 ,目的 地 . 不 过 , 当 有 许多 许多 航班 时 ,这 样 的 表示 就 不 容易 回答 下 面 自 
然 的 问题 ， 

() 存在 从 城市 XX 到 站 的 直 航 吗 ? 

6) 人 们 可 以 从 城市 区 到 Y 吗 ? 

《ii 从 城市 到 Y 的 最 直接 (逗留 最 少 ) 的 路 线 是 什么 ? 
证 明 者 数据 由 如 图 9- 32 中 的 图 的 链表 示 存 迪 , 则 比方 说 《ip 的 答案 如 何 更 容易 得 到 . 
解 中 。 回答 (iD 的 一 种 方法 是 用 广度 优先 查找 或 深度 优先 查找 算法 确定 城市 了 从 城市 XX 是 否 从 城 
市 Z 可 达 . 这 样 的 算法 需要 邻接 列表 , 它 可 从 图 的 链表 示 中 轻易 地 得 到 . 但 不 能 从 仅 用 三 个 字段 的 上 
面 的 表示 得 到 . 


画 出 对 应 于 下 面 的 非 负 整 数 的 邻接 筷 阵 A 的 多 重 图 局 . 
2 .01 
0 0 1 
2 1 
0 0 
靛 ez 因为 4 为 4x4 卸 阵 , 所 以 个 有 4 个 顶点 , 设 为 加 ,加 ,内 :对 每 个 co . 画 大 如 到 名 的， 
条 弛 (有 向 边 ) ,得 到 图 9- 33 中 的 图 即 为 CG. 


1 
ol 
1 


[rT 


图 号 -33 图 3-34 


考虑 图 9- 34 中 的 无 图 有 向 图 S, 求 3 的 所 有 可 能 的 拓扑 排序 , 
解 晤 ”SS 有 四 个 可 能 的 拓扑 排序 . 特别 地 ,每 个 拓扑 排 闻 工 必 起 于 = 或 六 必 终 于 e 或 大 且 c 和 < 


必 分 别 为 第 三 ,第 四 个 元 喜 . 这 四 个 排序 如 下 : 
机 一 [ea 到 sey 太 | 了 一 [Bescvctsey 三 ]， 
了 3 一 [ardFej， =ibacd,fel. 
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补 充 题 


图 术语 


9,23 


9. 2 人 


9. 29 


考 虚 图 8- 35 的 图 局 

《al 求 每 个 顶点 的 入 度 种 出 度 ， 

《b) 有 发 点 或 收 点 吗 ? 

《e 求人 失 m 到 本 的 所 有 简单 路 ， 

(qd 求 忆 中 的 所 有 园 . 

ce) 求 从 右 到 ww 的 所 有 长 不 超过 3 的 路 ， 
“有 G 单 侧 连 通 吗 ? 强 连 通 吗 ? 


wl] Ya 


图 9- 35 图 9-36 


考虑 图 9- 36 中 的 图 GG 

ca} 有 发 点 或 收 点 吗 ? 

Ch 求 从 田 到 ww 的 所 有 简单 路 . 

(c} 求 从 到 已 的 一 条 非 简 单 路 ， 

Cd 求 上 中 会 ww 的 所 有 轿 . 

考虑 图 9~ 36 中 的 图 G. 

《al 求 sucetm)】， sucetta), succ(tw ), suceCr ). 

th) 求 上 的 由 外 fo yw ow tC {owe: 克 ,vs 07) 生成 的 子 图 H. 

考虑 图 殷 , 这 里 

VD= 41A, BC DRIH EG}={CADI ,CBO .AC EY ,BIDPDD ,CD EY, CE,AY}. 

(a) 用 邻接 表 岳 述 局. 

《b) 各 有 环 或 平行 边 吗 ? 

tc) 求 从 品 到 下 的 所 有 简单 路 . 

td) 求 G 中 的 所 有 图 . 

C8) 避 单 侧 连 通 吗 ? 强 连 通 吗 ? 

Cf 求 怠 的 顶点 为 C.D,E 的 子 图 个 数 ， 

Cg} 求 G 的 由 忆 ,D,E 生成 的 子 图 玉 . 

考虑 图 9- 37 中 的 图 . 4 B 

(a) 用 邻接 表 描 述 G. 

Cb) 和 有 发 点 或 收 点 吗 ? 

Cc) 求 众生 到 五 的 所 有 简单 路 . 

《dj 求 避 的 所 有 轿 . 

Ce) 用 给 出 避 的 支撑 路 的 方法 证 明 G 是 单 侧 连 通 的 . 

(TD G 强 连 通 吗 ? 图 9-37 

画 一 个 代表 下 列 情况 的 标号 图 避 二 姐妹 Barbara; Rose 与 Susan 每 人 定期 给 她 们 的 妈妈 Gertrude 打 
电话 .而 Gertrude 具 打 电话 给 Rose. Susan 不 打 电 话 纵 Rese ,而 Rose 还 是 给 Susan 打 电 话 . Barbara 与 
Susan 相互 打 电 话 ,Barbara 与 Rose 也 相互 打 电话 . 

设 民 为 由 V 一 12,3,4,9,13} 上 的 "x 小 于 y 且 z 与 y 互 素 ? 定 多 的 关系 (有 向 图 ). 《a) 画 出 图 民 的 示意 
图 .ib) R 验 连 道 吗 ? 单 侧 连 通 吗 ? 强 连 通 吗 ? 

设 避 为 有 问 图 . 车 对 每 对 不 同 顶 点 ww 和 ,或 者 iu, 是 一 条 张 , 或 者 (vv, 是 一 条 弧 , 则 称 避 为 完全 的 ， 


+ 2 + 离散 数学 


证 明 有 限 完 倪 有 向 图 GG 有 一 条 会 所 有 顶点 的 路 . (这 对 无 向 洛 图 度 吕 然 成 立 . ?由 此 局 是 单 侧 连 通 的 . 
有 根 树 , 有 序 根 树 


9.31 考虑 图 9- 38 的 有 根 柄 工 
《a) 确定 从 根 民 到 下 而 每 个 顶点 的 路 =: 并 求 该 项 点 的 层次 :6 
Di iD Ji Cn) G. 

(by 求 了 的 树叶 . 
te) 设 工 为 有 序 根 树 , 求 工 的 每 个 树叶 的 通用 地 址 ， 

9.32 下 面 是 按 随机 顺序 排放 的 地 址 , 
2.1.1，3-1，2.1，1，2.2.1.2，0，3.2，2.2，1.1，2，3.1.1， 
2.2. 1，3，2. 2. 1. 1， 

(a) 以 字典 序 排 放 这 些 地 址 . 
(by 画册 相应 的 有 根 树 . 
9.33 考虑 代数 起 


43z 一 8z) 
at ste) 


(a) 用 箭头 + 表示 指数 , 星 身 * 表示 乘法 ,和 斜 杠 /表示 除法 , 画 出 相应 的 有 序 根 柄 工 
(b) 用 了 将 无 改写 成 波兰 前 绷 形 式 - 
图 的 序列 表示 


9.34 考虑 图 9- 39 中 的 图 G. 
‘a9 求 G 的 邻接 竹 阵 4 和 栈 矩 阵 卫 ， 
(b) 对 所 有 的 >0; 求 吉 ， 这 里 坟 表示 内 到 mm 的 长 为 二 的 路 的 条 数 ， 
(0c) GG 能 连通 吗 ? 单 侧 连 通 吗 ” 强 连 通 晤 ? 


vl Ul Uy 
Ts Ua { | 2 Us 
图 9-39 图 9- 机 


9.35 对 图 9- 可 中 的 图 重复 问题 9. 34. 
9.36 设 卫 为 图 G 的 路 矩阵 , 当 (ta} G 强 连通 时 ,ib}G 单 侧 连 通 时 ,描述 卫 . 


< 它 


图 8-41 图 9- 42 


9.37 考虑 图 9-4] 中 的 图 不 这 里 顶点 用 组 DATA:XEY ,2Z,S, 丁 存 幅 , 
(ay 求 所 的 邻接 证 阵 上 和 路 矩阵 己 . 
《by 求 上 中 的 所 有 较 . 


第 九 童 有 向 图 = DIN, 


(Cc) 避 单 侧 巡 通 吗 ? 强 连通 吗 ? 
9.38 考虑 图 9 -42 中 的 赋 权 图 如, 顶点 用 组 DATA:X TY 了 ,SS 工人 在 贮 . 
(al 求 G 的 权 矩 阵 多 . 
《b) 用 Warshall 算法 求 最 短路 的 矩阵 伺 
乡 约 假设 图 GG 用 一 个 整数 M, 表 示 顶 点 1,2,…,M, 以 及 代表 局 的 边 的 NN 个 有 序 整 数 对 的 列表 存 贮 . 编制 
程序 解 岂 下 询问 题 . 
Ca) 求 图 避 的 MXM 阶 邻接 矩阵 入， 
《by 用 太太 玉 arshall 算法 求 扫 的 路 所 阵 书 ， 
用 下 面 的 数据 检测 上 面 的 程序 
() M—5;N—83(3,4),(5,3), (2,4),51,5) ,03,2),(4,2) ,063.1) ,05,1). 
0) M=6; N=10;(1,6)02,1) (2.3) ,03,5) ,04,5), C4,2) ,2,6),(5,3),. (4,3) ,6,4), 
闷 科 设 图 避 用 一 个 整数 MM, 代 表 顶 点 1.2,… ,My 以 及 N 个 束 数 的 有 序 三 元 组 Ca,5 ,ww,) 的 列表 作为 输入 ， 
其 中 (Ca ) 为 G 的 边 ,wwi 为 它 的 权 , 编 制程 序 解决 下 询问 题 ， 
ta) 求 图 号 的 虹 XXX 时 防 权 矩阵 环 . 
(b) 用 及 及 Warshall 算法 求 和 的 项 点 间 最 短路 的 年 阵 驴 . 
用 下 面 的 数据 检测 上 贞 的 程序 . 
人 Md N=73(1,2,5) (2,4,2) 03,2,3](1, 1 7) C4,1,4) ,4,3,.1), 
(i) M=5; N=8; (3,5,3), (4,1,2), (5,2,2),(1,5,5),.(1,3,1),(2,4,1) ,3,4,4),{5,4,4). 


图 的 链表 示 


9.41 六 个 顶点 及 ,8B,…,F 的 赋 权 图 用 图 9 - 虞 中 的 一 个 点 文件 与 边 文 件 的 链表 示 存 贮 . 
ta) 掖 存 迪 出现 的 次 序列 出 项 点. 
(P》 对 每 个 顶点 vo, 求 其 后 继 列 表 succ 信 . 


点 文件 
1 2 3 4 5 8 7 8 
PTR 了 5 3 2 3 a 


NEXT-E 


图 9-43 


4 42 考虑 赋 权 图 避 , 其 链表 示 如 图 9 一 43, 而 出 图 局. 
.和 3 设 图 口 由 下 表 给 出 : 


CG—_A:B,C; B:CD; C;C; DB; Ei ]. 

《al 求 忆 的 项 点数 与 边 数 . 

(b) 有 发 点 或 收 点 吗 ? 

ce) 通 出 避 的 图 . 

Cd) G 弱 连 通 吗 ? 单 侧 连通 吗 ? 强 连通 吗 ? 
9.44 ”对 下 家 重复 问题 9. 43. 

G=[A:.D; BC; C.E; DBDF; FE.Al. 
,45 ”对 下 表 重 复 问题 9. 43. 
全 一 [六 :是 ,站 ,Fi BEC. Gs;: Do; EBDO FDG; GD]. 

和 45 息 设 友谊 航空 公司 每 天 有 8 个 航班 服务 ? 个 城市 . A:lanta, Boston,Chicago, Denver, Houston; Philadel- 

phia 与 Washington, 并 设 航 班 数据 如 图 9 -44 存 护 , 芭 用 城市 与 航班 的 线性 排序 组 的 链表 未 存 贮 . 画 一 
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NUMBER | 101| 102 | 201 | 202] 203 | 301 | 302 |401 [402 
onG- | | 3 1|e|6l7|4j|s 


图 9-44 


入 47 用 图 9- 44 的 数据 编 掀 程序 ,其 输 人 为 CITYX 与 CITYY, 车 存在 的 话 , 则 求 出 从 城市 六 和 到 城市 了 的 
直 航 的 航班 号 ,用 
《ay X= Atlanta,Y = Philadelphia; 《by X—Philadelphia, Y=Atlanta; (tc) X= Houston, Y=Chicago!: 
dd) X= Washington: Y— Chicago. 
检测 程序 

9.48 用 图 9 -44 的 数据 编制 程序 ,其 输入 为 CITYX 与 CITYY. 着 存在 的 话 , 则 求 从 城市 六 到 城市 Y 的 最 
直接 的 线路 (最少 逗留 ). 用 问题 9. 47 中 的 输入 检测 程序 ， 


杂 题 
9. 得“ 用 修剪 算 法 求 图 9- 45 中 从 * 到: 的 最 短路 ， 


外 50 对 下 列 每 个 图 求 其 拓扑 排序 工 
Ca) G—LA:Z, B: Ts CB: DB XIDTY:X: ZIBX: SC Ti. 
th) G=[A,X,Z; BiAs CS,T; DY X:S,T; YB; 2:@; S:Y; T;B1]. 
(0 G=[LAC,S: BT.2; Cs DZs XAs YAs ZR,Y; SY: TY 


补充 题 答案 


9.23 Ca) 人 度 :1,1,4,3,1; 出 度 ;2,3,1,2,2, 
tb) 天 Ce Cn oe UT 
Cd Cos sits yO ne Cn 单 侧 的 ;但 不 是 强 
的 . 

9.24 (Ca) 发 点 :Cb) Co yo td) Co ro UY Cd) Cs 
Ter a) CE hs We LS Ts 

9.25 Ca) succtl}= [61, succt3)=— [1,71, suceet5})=[3), succt T=[2,4] ,Chby CGY {1.60), CH.3): tn) (2,6, 
BT7), (7.2) ,53,77, 

.26 Cay G—[ADB CC.F;:D,BDE:E:A,. (Oh) t(D, D). 


第 儿 章 有 向 图 


3. 34 


9,36 


9.37 


C0) 【站 ,有 ,DBC 五) Cd) CAD EA ,A.D, B.C,E,AY, 

Ce) 单 侧 的 且 为 强 的 ，( 们 和 (gg) , 吾 有 三 条 边 : CC; 二.CD, 记 ,A(D,DY, 有 8 二 8 种 方法 从 这 二 条 边 中 选 
取 某 些 边 ,每 个 选取 给 出 一 个 于 图 . 

(a) 他 一 [由 ;了 ,CI BE: C;D; DAE; EC OD) 点 :E, (0) (ABE), (ACD,D. 

Cd CAC DAA), Ce) (CD,A,B, EI, (f)} EE. 

网 图 9 一 46 

(al 见 图 9- 47.(b) 只 是 弱 连 通 的 ， 


Barbara 2 Rose C2) (3) 人 
NN Oe 、 区 


图 9- 46 图 9-47 


提示 : 设 as 一 (mn wm) 为 局 的 最 长 路 , 且 不 含 项 点 & 若 4m ) 为 一 条 攻 , 则 后 (Ca 延伸 了 se, 因此， 
to ;中 基 一 条 弧 . 车 Ca 出) 也 是 一 条 弧 . 则 B=Co sawyerptm) 鞍 促 a 因此 tw ;tt) 基 一 条 弧 .类似 地 ， 
Co 为 弧 , 因 此 ,2 一 Cayw) 延 伸 a 与 2 的 极 大 性 蔬 盾 . 

COD RAD 2: CD CR,B,F,I), 4; CIN CR, C0)2, 

《by BE TG, te) H:1,1,1, FE:1.2, 1T:2.1.1, J :2.1.2, 0G:3.1., 

【ay Ol1l,.1, 2,2.1, 2,.1.1, 2.2, 2.2.1, 2.2,.1.1, 2.2.1.2, 3.3.1, 3.1.1, 3.2. 

tb) 见 图 9 一 48. 

fay 网 图 日- 49 (Ch) E=[/ 和 一 +*+ 3r+#3r44a 二 *2 丰 ec2]. 


和 ~, J 人 
df ~ 人 一 和 ~， 
3 ~、, pg ~、, 2 ~ Eg De 
图 9- 和 加 
1 1 oo 1 1 1 
do 0 1 -| 0 1 1 
(ay 及 二 .|;P= 。 
眉目 站 0 9 1 
[| 站 0 
chy O21 0 0.. Pe 
(c) 弱 连 通 的 , 且 为 单 删 连通 的 . 
1 1 oo 1 1 1 
0 0 0 0 QO 0 oo 
a) 六 A 二 1 P= 
0 1 1 i 1 1 1 
2 0 0; 1 0 0 


《by O111,1,,.,, 
“c) 弱 连 通 的 , 且 为 单 侧 连 通 的 . 
设 了 二 [pj 对 i 站 有 (8) 机 天 0 [bl 或 区 和 关 0 或 入 天 0 
1 0 1 1 0 


0 
总 
《5 由 一 0 
l 
1 


Le 
PP 一 


性 
心 
了 | ;P= 
1 
0 


一 一 
Le 
Le 
一 一 一 
Ce 
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Cb) CXLZY,Z). 


‘cy 单 侧 连通 的 ， 
7 0 的 -XYX XY XYS XYST 
v.38 wwALl: 0 of YX YSTY Ys YSsTr 
0 0 0 3 STYX STY STYS ST 
6 1 4 0 Tx TY TYS TYST 
0 0901 11111 
00 10 0 1¢10 
9.39 (WA=|Il 10 10:P. | 1 111|. 
0 1000 lol 
10100 11111 
mo00o0 rl 1 1 11 
' 1 0100 1 1 1 1 1 
waco 0010 p0010 
0 1101 ] 1 1 11 
yo1000 00 10 10 
poole go 1 1 1 1 1 
7 5 0 0 AA AB ABCD ARD 
9 40 “| 0 0 上 BDA BDCB BDC BD 
0 300 CBDA CB CBPC CBD 
£010 pA DPOB RN DCRD 
这 里 六,B,C,D 为 顶点 ， 
0 1] 
(ii y= 


[| 
二 


0 
] 
4 
0 
0 4 
ACDA ACEB Cc ACD ACE 
BDA BDACEB BDAC BD BDACE 
名 一 | CDA CEB CDAC CD CE 
DA DACEEB BDAC DACP DACEB 
EDA EB EDAC FD EDACE. 
这 里 入 ,B,C,D,E 为 顶点 . 
AL 《ay CFD,B ELA. Oh} [AC,E;: B:D; C: DE,A: DA,F; EZ2; FB,E]|. 
.42 网 图 9 一 50. 


人 i 


图 3- 50 


9.43 (al 5,6， (的 发 点 站， 收 点 Ce) 见 图 9-51(00，(d) 都 不 是 . 

9.44 Ca) 5,6 Cb) 无 fc) 见 图 9-31tb}; (d)》 全 部 三 个 连 道 ， 

9.45 (al 7,11; (b) 发 点 4; 收 点 口 ,Di (ey 风 图 9-51(c) ,td) 公明 连通 . 
9.46 见 图 9-52. 

9. 47 (a) 不 存在 .5b) 存在 ,foe) 不 存在 .5d) 不 存在 . 

9.48 (a) AWP. (by PA. fc 不 存在 (Cd WPC. 

.49 (Css.4,1.2,.],2,1,2,.4), 
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过 
| 
B 各所 点 上 
如 £ 
总 站 DD 
F 


ta) tb) (ce) 


图 9-51 
tlanta 0 Boston 0 Chiwapa Denver 
A 201 “入 401 ( j= 
Washingtor -一 网 下 Houston 
图 3- 352 


9.50 提示 :首先 画 该 图 ，(a}y ASYCZBXTD， (tbh) 福 有 ,该 图 水 是 无 圈 的 , 例如 ,(Y.B,A,X,S, 耻 是 轿 . (Cc) 
ZBTYXACSDZ., 


第 十 意 二 又 村 


10.1 引 


二 叉 树 是 数学 与 计算 机 科 尝 中 的 革 本 结构 . 有 根 树 的 其 些 术 语 , 如 , 边 , 路 , 枝 ,和 树叶 ,深度 
汉 及 层次 ,同样 用 于 二 叉 情 . 不 过 ,关于 二 丸 树 ,使 用 术语 点 ,而 不 是 硕 点 . 党 强调 的 是 ,二 叉 树 
不 是 有 根 树 的 特殊 情形 ,它们 足 不 同 的 数学 对 象 . 


10.2 二叉树 


二 叉 树 械 定 义 为 称 为 点 的 元 率 的 有 限 集 , 使 得 

《1) 工 是 空 的 ( 称 为 空 树 ) ,或 

《2) 工 含有 一 个 特别 的 点 RR, 称 为 工 的 枢 , 且 工 的 其 余 点 构成 不 交 的 二 叉 树 Ti 与 Ts 的 
有 序 对 . 

车 工 确 有 根 RR, 则 两 棵 树 与 T; 分 别称 为 民 的 直子 树 与 二 子 树 , 若 T; 为 非 空 的 , 则 它 
的 根 称 为 RR 的 左 后 继 ; 类 似 地 ,将 Ti 为 非 空 的 , 则 恬 的 根 称 为 R 的 右上 后 疙 ， 

王 耐 二叉树 的 定义 是 递归 的 ,因为 工 借助 于 二 叉子 树 T 与 7; 定义 . 特别 地 , 即 丁 的 每 个 
点 N 含 一 标 左 子 树 和 一 棵 右 子 树 , 且 或 一 棵 或 两 棵 子 树 也 许 是 空 的 . 因此 , 工 的 每 个 点 有 0,1， 
或 2 个 后 继 . 没有 后 继 的 点 称 为 终点 ,于 是 终点 的 两 棵 子 树 都 是 空 的 . 


二 叉 树 的 图 示 
二 叉 树 常用 平面 上 的 一 个 示意 图 表示 , 称 为 工 的 图 示 , 特 别 地 ,图 10 -1 中 的 示意 图 表示 


下 面 的 二 叉 树 : 
~ 一 
“ > 


串 


一 


D 站 


~ 
~ 


图 10-1 


(iD 工 有 11 个 点 ,用 字母 A~L( 除 本 外) 表示 . 

(i) 个 的 根 为 示意 图 中 的 最 高 点 A， 

(ii> 点 NN 的 左下 斜 线 指出 N 的 左 后 继 ;N 的 右 下 射线 指出 N 的 石 后 继 . 

因此 ,在 图 10—1 中 : 

(a) 召 为 根 4 的 左 后 继 :C 为 很久 的 右 厂 继 , 

Ch) 根 A 的 左 子 树 由 点 B.D,E,F 构成 ;A 的 右 子 树 由 点 C,G,H,j,K 与 L 构成 . 

(e) 点 4A;B,C 和 五 郡 有 两 个 后 继 , 点 互 与 了 仅 有 一 个 后 继 : 点 D,F,G, 工 与 K 没有 后 
继 , 即 它们 为 终点 . 


相 人 己 二 又 树 


二 义 树 工 与 工 称 为 相位 的 ,如 果 它 们 有 相同 的 结构 ,或 换 句 话说 ,如果 它们 有 相同 的 形 
状 . 若 子 树 称 为 找 员 . 如 果 它 们 是 由 似 的 , 且 作为 对 应 的 点 有 相同 的 内 容 . 
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例 10.1 考虑 入 10 -2 中 的 四 个 二 丸 树 ,三 棵 树 (a),(e) 与 (d) 是 相似 的 ,特别 地 ,本 (a} 和 Ce} 
为 捞 贝 ,因为 在 对 应 的 点 它们 有 相同 的 数据 . 树 Cb) 既 不 与 树 ( 由 相似 ,也 不 是 树 (qd) 
的 拷贝 ,因为 ,在 二 叉 树 中 , 即 侄 仅 有 一 个 后 维 时 ,也 要 区 分 左 后 继 与 右 后 继 . 
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代数 表示 
考虑 仅 涉 及 二 元 运算 的 代数 式 巨 ,如 
E= tao (tesd} te), 

万 可 借助 于 图 10 -3 中 的 二 受 树 工 表 示 . 即 玉 中 的 每 一 个 二 届 运 算 作为 械 的 内 点 ,每 个 变量 
或 常数 作为 个 的 外 点 ,而 它 的 左 、 右 子 树 对 应 于 该 运算 的 运算 对 象 . 例如 ， 

(a) 在 式 王 中 ,十 的 运算 对 象 为 cx 世 与 e. 

(by 在 树 工 中 ,点 十 的 子 树 对 应 于 子 式 c*a 与 e， 

显然 ,每 个 代表 式 对 应 于 一 棵 惟一 的 树 ,反之 由 对 
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图 10-3 

术语 

描述 家 庭 关 系 的 术语 常用 来 描述 树 工 的 总 之 间 的 关系 , 特别 地 , 设 NN 为 工 中 的 点 ,其 左 
后 继 为 5 , 右 后 继 为 5;, 则 N 称 为 $1 和 Ss 的 父母 (或 父亲 ) ,类似 地 ,5 称 为 N 的 左 骇 子 ( 几 
子 ) ,Ss 称 为 N 的 右 孩 子 ( 几 子 ), 进一步 ,Si 与 5S; 称 为 兄弟 ,二叉树 工 的 每 个 点 导 , 根 除外 ， 
有 惟一 的 父母 , 称 为 N 的 前 继 . 

术语 后 代 与 先辈 有 它 通常 的 意义 , 即 点 工 称 为 点 六 的 后 代 ( 理 N 称 为 工 的 先 介 ) ,如果 在 
在 从 六 到 工 的 孩子 后 继 . 特别 地 ,根据 上 属于 N 的 左 . 右 子 树 , 称 上 为 N 的 左 、 韦 后代 ， 

图 论 与 园艺 学 的 术语 也 用 于 二 义 树 工 特别 地 ,从 工 的 点 N 到 其 后 继 的 线 称 为 边 . 相继 边 
的 序列 称 为 路 ,终点 称 为 树叶 ,终于 树 时 的 路 称 为 大枝 . 

二 义 树 工 的 每 个 结 点 如 下 指定 了 一 个 晨 次 ,指定 树 工 的 根 层 次 为 0, 而 指定 其 他 每 个 点 
层次 为 比 它 父母 层次 密 1, 进一步 , 称 有 相同 层次 的 那些 点 为 同一 代 . 

树 工 的 深度 (高 度 ) 就 是 丁 的 树枝 的 最 大 点 数 ; 也 就 是 比 了 的 最 大 层次 儿 1, 图 10 ~ 1 中 的 树 
本 的 深度 为 5. 


i0.3 完全 二 灵 树 与 扩充 二 有 灵 树 
本 节 讨 论 两 种 特别 的 二 又 树 . 


此 
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完全 二 丸 树 


考虑 任意 二 叉 树 本 ,了 的 每 个 点 至 多 有 两 个 孩子 , 因此 ,可 以 证 明 ; 全 的 第 r 层 至 多 有 2" 
个 点 . 栖 工 称 为 完全 的 , 苦 除 可 能 最 后 一 层 外 , 它 的 所 有 层 都 有 最 大 可 能 前 点 数 , 且 最 后 一 层 
的 所 有 点 都 尽 可 能 靠 左 边 , 十 是 存在 惟一 的 恰 有 个 点 的 完全 树 工 .5 当然 ,不 若 虑 结 点 的 内 
容 }. 图 10-48 给 出 了 26 个 点 的 完全 树 Tx. 


入 ~ “入 
人 人 和 人 和 八 八 / 


图 10-4 完全 树 Tos 


图 10 -4 中 完全 二 叉 树 Tw 的 点 故意 一 代 一 代 地 ,从 左 到 右 标 上 整数 1 ,2,… ,26. 利用 这 
种 标号 ,可 以 容易 确定 任意 完全 二 又 树 T 中 任 一 点 KK 的 孩子 与 父母 . 特别 地 ,点 KK 的 左右 


孩子 分 别 为 2* 玉 与 2x 十 1, 而 的 父母 为 点 [多 |]. 例如 ,点 9 的 孩子 为 点 18 和 19, 而 它 的 


父母 海 点 L9/2] 二 4 个 点 的 完全 树 TT, 的 深度 为 
a [logsn+l1 | 
这 是 一 个 相对 小 的 数 . 例如 , 若 完 全 图 TT, 有 ?= 一 1 000 000 个 点 , 风 它 的 深度 ta, 是 21. 


扩充 二 灵 树 ;2- 树 


二 又 本 丁 称 为 2- 树 或 扩充 二 又 树 , 如 果 每 个 点 N 或 者 没有 孩子 或 有 两 个 孩子 . 如 此 ,有 
两 个 孩子 的 点 称 为 内 点 ,没有 和 孩子 的 点 称 为 外 点 ,有 时 在 示意 图 中 用 圆圈 代表 内 点 ,用 方 框 代 
表 外 结 点 而 加 以 区 别 . 

术语 "扩充 二 叉 树 ” 源 于 下 面 的 运算 , 考 虚 任 意 二 叉 树 工 ,比如 图 10 一 50a) 中 的 树 , 则 用 新 
点 代替 每 个 空子 树 就 可 将 工 转换 为 2- 树 ,如 图 10 -5(b). 注 意 到 ,新 的 树 确实 是 一 棵 2- 树 , 进 


{8) 二 及 树 人 D) 扩充 2- 树 


图 10-5 将 二 叉 树 工 转换 为 2- 树 


第 十 音 二 义 至 
一 步 , 麻 来 树 了 的 点 在 扩充 椅 中 为 内 点 ,而 新 结 点 为 扩充 树 的 外 点 . 

2- 树 的 一 个 重要 例子 就 是 对 应 于 仅 有 二 元 运算 的 代数 式 互 的 树 工 ,正如 图 10-3 的 解释 ， 
五 的 变量 为 外 点 ,五 的 运算 为 内 点 出 项 . 


10,4 ”二叉树 的 在 巡 表示 


设 丁 为 二 义 树 ,本 节 讨 论 存 旷工 的 两 种 方法 . 第 一 种 ,也 是 通常 的 方法 , 称 为 工 的 链表 示 , 类 
似 于 链表 的 存 贮 方法 ,第 二 种 方法 用 一 个 单 组 , 称 为 工 的 序列 表示 . 了 的 表示 主要 要 求人 们 应 该 
可 以 直接 得 到 本 的 根 民 , 莫 给 了 丁 的 一 NN, 应 该 可 以 直接 得 到 N 的 孩子 , 


二 灵 树 的 链 闪 示 


考虑 二 义 树 工 ,除非 特别 说 明 或 陷 含 , 工 用 链表 示 存 贮 , 即 它 用 三 个 并 列 的 组 INFO， 
LEFT 与 RIGHT, 以 及 一 个 指针 变量 ROOT 存 贮 . 首先 ,了 的 每 个 点 N 对 应 了 位 置 到 ,使 得 
(1) INFO[K- 含 有 点 N 的 数据 ， 
(2) LEFTLKj] 含 有 点 N 的 左 孩 子 的 位 置 . 
《3) RIGHTLK] 含 有 点 N 的 右 孩 子 的 位 置 . 
进一步 ,ROOT 要 会 人工 的 根 尺 的 位 置 . 若 子 树 是 空 的 , 则 相应 的 指针 含有 空 值 ; 若 树 本 身 是 空 
的 , 则 ROOT 含 空 值 . 
注 1 多 数 例子 将 给 出 二 叉 树 工 的 每 个 点 N 的 单项 信息 . 在 实际 中 , 存 贮 了 点 N 的 完整 
记录 . 换 名 话说 ,INFO 实际 上 也 许 是 一 个 记录 的 线性 组 或 并 行 组 的 集合 . 
注 2 空 指针 用 NULL 表示 , 且 可 选用 任 一 非法 地 址 , 实际 上 ,用 0 或 页 数 表 示 NULL 
例 10.2 考虑 图 10 -1 中 的 二 义 树 T. 图 10-6 给 出 了 工 的 链表 示 的 原理 图 .注意 到 ,每 个 点 
面 成 有 三 个 字段 ,空子 楠 用 XX, 上 所 有 空 值 都 用 x. 图 10 ?7 给 出 了 工 的 链表 示 在 存 贮 
中 是 怎样 出 现 的 ,这 里 为 方便 起 见 写成 垂直 的 线性 组 ,而 不 是 水 平 的 线性 组 . 由 于 
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如 为 工 的 根 , 所 以 ROOT==5 指 同 INFO55]==A, 义 由 于 B 为 A 的 左 孩 子 ; 所 以 
LEEFTL5 一 10 指向 INFOQL10]=B, 且 由 于 CC 为 A 的 有 孩子 ,所 以 RIGHT[5]==2 
指向 INFO[2]==C. 组 中 18 个 元 素 的 选取 是 任意 的 . 


二 又 树 的 序列 表示 


设 工 是 完全 或 几乎 完全 的 二 叉 树 , 则 有 一 个 有 有效 的 方法 存 贮 工 , 称 为 工 的 序列 表示 ,这 种 
表示 只 用 一 个 单线 性 组 TREE 以 及 指针 变量 END, 使 得 

《al 王 的 根 忆 存 贮 在 TREE IJ 中， 

(Ch) 若 点 六 证据 TREE[K], 则 它 的 左 孩 子 存 喧 在 TREE 2 * 天] 中 ,而 它 的 右 孩 子 存 贮 ' 
在 TREE[2 x* KK 十 1] 中 . 

fc) END 包 会 工 的 最 后 点 的 位 置 . 
进一步 ,根据 2* 玉 或 2* 开 十 1] 是否 超 过 END, 或 根据 TREE[L2* KK 或 TREE[2* KK 十 1] 是 
否 会 空 值 ,确定 在 TREELK] 的 点 只 是 否 有 空 左 . 右 子 树 , 

图 10-8ka) 中 的 二 多 树 工 的 序列 表示 如 图 10 - 8(b), 注意 到 尽管 工具 有 9 个 点 :但 组 
TREE 需 瞻 14 个 位 置 . 一 般 米 说 ,深度 & 的 树 的 序列 表示 将 需要 大 答 2 个 元 素 的 组 ,因此 ,这 
种 序列 表示 通常 是 低 效 的 ,除非 如 上 所 述 , 二 又 树 工 是 完全 的 或 几乎 完全 的 . 例如 ,图 10-1 
中 的 树 工 有 11 个 结 点 ,深度 为 5, 意味 着 可 能 需要 大 致 2 二 32 个 帮 素 的 组 ， 
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10.5 穿 过 二 又 树 


有 三 种 标准 的 方法 穿 过 根 为 尺 的 二 灵 树 ,这 三 种 算法 分 别称 为 散 序 的 .内 序 的 和 后 序 
的 . 
前 序 (1) 处 理 根 RR 
《2) 依 前 序 穿 过 R 的 左 子 树 . 
(3) 依 前 序 穿 过 民 的 右 子 树 ， 
内 六 “(1) 内 序 穿 过 六 的 左 子 树 . 
C2) 处 理 根 R. 
(3) 内 序 穿 坟 RR 的 右 子 树 ， 
后 序 (1) 依 后 序 穿 过 民 的 左 子 树 . 
(2) 以 后 序 穿 过 尺 的 右 了 树 . 
《3) 处 理 根 R, 
注意 到 每 个 算法 含有 同样 的 三 步 , 且 R 的 左 子 树 总 在 右 子 树 前 穿 过 ,算法 之 间 的 差别 就 是 他 
理 根 R 的 时 间 , 特 别 地 ;在 “前 序 " 算 法 中 , 根 尺 在 穿 过 子 树 之 前 处 埋 在 “内 序 " 算 法 中 , 根 民 在 
穿 过 两 子 树 之 闻 处 理 ; 而 在 “证 序 " 算 法 中 , 根 尺 在 穿 过 村 树 之 后 处 理 . 
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有 平均 运行 时 间 fj) 二 O(logz) 的 元 素 , 这 里 为 数据 项 的 个 数 , 也 能 让 我 们 容易 地 插 人 与 
删除 元 素 . 与 下 面 的 结构 对 比 ， 

《ay 排序 线性 组 ”能 查找 和 求 忆 有 平均 运行 时 间 fm) 一 OUogsn) 的 元 素 ,然而 插入 和 删 
除 元 素 是 费事 的 ,因为 干 均 蜂 移动 X00) 个 元 率 . 

(hb) 链表 可 容易 地 播 人 和 删除 元素 ,全 是 ,查找 和 求 一 个 元 素 是 费事 的 ,因为 必须 用 运 
行 时 间 交 fC) 二 On) 的 线性 杏 找 . 

尽管 二 叉 查 我 树 中 的 每 个 点 也 许 含 数据 的 完整 记录 , 供 树 的 定义 依赖 于 给 定 的 字段 ,该 字 
段 的 值 是 不 同 的 ,日 也 许 是 有 序 的 . 

定义 ” 设 了 为 二 叉 树 ,如 果 工 的 每 个 点 有 下 面 的 性 质 : 


由 了 称 为 二 又 查找 树 ， 
不 难看 出 上 面 的 性 质保 证 了 工 的 内 序 截 给 出 工 的 元 素 的 排序 列表 . 
注 上 面 二 又 查找 和 寿 的 定义 假设 所 有 点 的 值 不 同 , 有 一 个 类 似 的 二 叉 查 找 树 工 的 定义 ， 
它 人 允许 重 复 , 即 每 个 点 有 下 面 的 性 需 ， 
(a) 对 六 的 左 子 树 中 的 每 个 点 ME NA 
(b) 对 六 的 右 子 树 中 的 每 个 点 虹 , N 坟 MM 
当 采 用 这 个 定义 时 ,下 面 讨 论 的 运算 必须 作 相 应 地 修改 ， 
例 10.5 图 10-11(a) 中 的 二 叉 树 是 二 义 查 找 树 , 即 荆 的 每 个 点 和 N 超过 它 的 左 子 树 中 的 每 
个 数 , 小 于 它 的 右 子 树 的 每 个 数 , 若 用 35 替换 23, 则 工 仍 是 二 叉 查 我 树 . 男 一 方面， 
车 用 40 替换 23, 则 工 不 青 是 二 又 查找 树 . 因为 40 在 38 的 左 子 树 中 ,但 40 盖 38. 


(a) tb] (ce) 


图 15-11 


(a) 在 二 中 查找 树 中 查找 与 播 人 :下 面 是 在 二 又 查找 树 中 的 查找 与 插入 算法 . 


算法 10.6A 已 知 二 丸和 查 找 树 荆 和 信息 项 ITEM ,该 算法 求 工 中 ITEM 的 位 置 ,或 
在 ITEM 中 插入 树 的 新 点 ， 

Step 1 与 树 的 根 NN 比较 ITEM. 

Ca) 车 ITEM<ZN, 则 处 理 NN 的 堪 孩 子 . 


Cb) 车 ITENT>N, 邮 处 理 N 的 右 护 子 . 

Step 2 重复 Step 1, 直至 下 列 之 一 发 生 . 

4a) 找到 N 使 得 TTENMN. 妇 此 ,查找 成 功 , 

《b) 找到 空子 树 , 说 明 查 找 不 成 功 , 在 这 个 空子 树 的 位 置 所 
Step 3 退出 . 
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例 10.6 考虑 图 10 -11(a) 中 的 二 丸 查 找 树 了 ,已 知 ITEM 一 20, 要 查找 或 插入 ITEM 到 人 、 
模仿 算法 10. 6A 可 得 下 面 的 步 又 . 
(0) 将 ITEM 王 20 与 根 R=38 比较 ,因为 20<38, 所 以 ,处 理 38 的 左 孩 子 , 是 14. 
(2) 将 ITEM 二 20 与 14 比较 , 因 20 汪 14, 故 处 理 14 的 右 孩 子 , 是 23， 
《3) 将 ITEM 一 20 与 23 比较 , 因 20< 一 23, 故 处 理 23 的 左 孩 子 , 是 18. 
(4) 将 ITEM=20 与 18 比较 , 因 20 汪 18, 而 18 没有 右 孩 子 , 作 为 18 的 右 孩 子 播 人 
20, 
图 10- 11(b) 给 出 了 ITEM 一 20 插入 后 的 新 树 且 算法 中 沿 树 的 路 被 图 起 来 
Cb) 二 叉 查 找 树 的 删除 法 :下 面 的 算法 从 二 叉 查 找 树 中 删除 给 定 的 ITEM. 它 用 算法 
10. 6A 查找 ITEM 在 工 中 的 位 置 . 


算法 10.6B 已 知 二 及 查找 树 工 和 信息 项 ITEM,PCN) 表 示 点 六 的 父母 ,SCV) 表 
示 点 N 的 内 序 后 继 ,该 算法 从 本 中 山 除 ITEM. 

Step 1 用 算法 10. 6A 查找 含 ITEM 的 点 六 的 位 置 ,并 保留 父母 点 PCN) 的 位 置 轨 
迹 , t 若 ITEM 不 在 荆 中 , 则 停止 ,并 退出 , ) 

Step 2 了 确定 NN 的 孩子 数 , 有 三 种 情形 ， 

(a) N 疫 有 孩子 , 从 工 中 删 去 六 ,并 在 父母 点 PCN) 处 用 NULL 指针 简单 地 替换 
的 位 置 . 


tb》 N 恰 有 一 个 孩子 M. 从 工 中 删 去 ,并 在 父母 点 PCN) 处 用 M 的 位 置 代替 N 
的 位 置 . (用 时 取代 NN). 

《c) N 有 两 个 孩子 ， 

OD 求 N 的 内 序 后 继 SCN) ( 则 SCN) 没 有 左 孩 子 )， 

(i) 用 (a) 或 (b) 在 工 中 基 去 SCN). 

Ciii) 症 荆 中 用 SCO) 取代 NN. 

Step 3 人 退出. 


注 注意 到 Step 2 (中 中 的 情形 Cii) 比 前 两 种 情形 更 复杂 . 如 下 找到 NN 的 内 序 后 继 . 从 点 

N 向 右 移 到 N 的 右 孩 子 , 再 亚 步 地 向 左 , 直 到 找到 没有 开 孩 子 的 结 点 M, 点 M 为 N 的 内 序 后 
继 SCND， 

例 10.7 考虑 图 10--11(b) 中 的 二 丸 树 本 ,从 工 中 删 去 ITEM 二 14, 首先 找 点 NN, 使 N= 二 14. 注 

意 到 N 有 两 个 孩子 , 移 向 右 , 青 左 , 求 得 N 的 内 序 后 继 SCN) 二 18, 出 去 SCN}) 一 18， 

并 用 它 公 有 的 孩子 20 代 圭 . 再 用 SCN) 一 18 代替 N=14, 得 到 图 10 -11Cc) 中 的 树 . 


二 叉 查 找 树 算法 的 复杂 性 


设 二 叉 树 工 有 # 个 结 点 , 旦 深度 为 d, 今 (如 表示 上 面 任 一 算法 的 运行 时 间 . 算法 10. 6A 
从 根 民 开始 持续 经 过 树 工 ,直至 在 了 中 找到 ITEM 或 作为 终点 播 人 ITEM. 算法 10. 6B 从 根 
及 开始 持续 经 过 和 树 工 , 先 找 ITEM, 再 继续 在 树 工 上 找 ITEM 的 内 序 后 继 .无 论 什 么 情形 ,移动 
的 次 数 不 超 过 树 的 桨 度 a, 因 此 , 任 一 算法 的 运行 时 间 依 赖 于 树 工 的 深度 d. 

现 设 荆 有 性 质 ; 对 工 的 每 个 点 N,N 的 子 树 的 深度 至 多 差 1. 那么 , 树 工 称 为 平衡 的 , 且 芭 
一 logzn, 于 是 ,平衡 村 的 任 一 算法 的 运行 时 间 fm) 是 很 快 的 , 特别 地 ,Fo 二 O(logyn). 另 一 
方面 , 当 在 二 又 查找 树 工 中 添加 新 点 ,并 没有 保证 工 依然 平衡 ,甚至 会 发 生 Zu 此 时 ,fCn) 
变 得 相当 地 慢 , 特 别 地 ,ff(n) 二 OCm), 举 运 的 是 ,在 工 中 添加 元 素 时 ,有 技术 使 得 二 义 查 找 树 工 
再 平衡 . 不 过 ,这 种 技术 已 超出 本 书 的 范围 . 
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10.7 优先 队列 ,堆积 


设 3 为 优先 队列 , 即 S 为 一 个 集合 ,其 元 素 定时 地 插 人 与 删除 ,但 总 是 删除 当前 最 大 的 元 
素 ( 具 有 最 高 优先 性 的 元 素 ), 可 如 下 存 贮 5S: 

(a) 线性 组 ”只 需 在 该 组 的 未 必 添 加 一 个 元 察 就 容易 地 插入 了 这 个 元 素 . 然而 ,查找 与 求 
最 大 元 素 却 是 费事 的 ,因为 这 和 需 用 运行 时 间 fw) 一 O01) 的 一 个 线性 查找 ， 

《b) 排序 线性 组 ”最 大 元 素 或 是 第 一 个 ,或 是 最 后 一 个 ,因此 ,删除 它 是 容易 的 . 然而 , 揪 
人 和 删除 元 素 却 是 费事 的 ,因为 平均 需要 移动 O(n) 个 元 素 ， 

本 节 介绍 一 个 离散 结 构 , 它 能 有 效 地 实施 优先 队列 驴 


堆积 


设 互 为 ”全 元 素 的 完全 二 及 树 , 并 设 末 用 它 的 序列 表示 ,而 不 是 链表 示 存 贮 . ( 见 § 10. 4) 
定义 ” 设 末 为 完全 二 义 树 ,车 寺中 的 每 个 点 N 有 下 面 的 性 质 ， 


NN 的 值 大 于 或 等 于 和 N 的 每 个 孩子 的 值 . 


则 五 称 为 堆积 或 大 堆积 . 
因此 ,堆积 中 NN 的 值 超过 它 的 每 个 后 代 的 值 ,特别 地 ,五 的 根 是 互 的 最 大 值 . 
小 堆积 可 类 似 的 定义 :N 的 值 小 于 或 等 于 它 的 每 个 孩子 的 值 . 
例 10.8 考虑 图 10- 12(a? 中 的 完全 二 叉 树 ,注意 到 五 是 堆积 , 特别 地 ,是 指 日 的 最 大 元 素 
出 现在 堆积 的 "项 ”图 10- 12(b} 用 组 TREE 和 变量 END 给 出 了 瓦 的 序列 表示 ， 
因此 ， 


/ 7 55 2 好 2 38 

18 40 30 26 24 
{a) 堆积 

1 2 3 4567 89 10 1 121314116171819204 .. M 
Tt 1 ! 】 
TREE| 97! 88 195| 66|ss 195|48 |66|35 48 [ss [62 [77125138118|40|30126124| | ..; 
am 园 

{0) 序列 表示 
图 10-12 


(al TREEL1] 为 日 的 根 R. 

(b) TREET2E] 与 TREE[ 2 十 1 ] 为 TREE[&] 的 在 , 右 护 子 . 

(c) 变量 END 一 20 指向 五 的 最 后 元 素 . 

Cd) 任意 非 根 点 TREE[;] 的 父母 是 点 TREE[] 一 2]{ 这 里 二 2 指 取 整除 法 , ) 
注意 到 互 的 同一 层次 的 点 在 组 TREE 中 一 个 接 一 个 地 出 现 :TREE 的 30 个 位 置 的 
选择 是 任意 的 . 

Ca) 堆积 中 插入 、 下 面 的 算法 对 堆积 肪 插入 给 定 的 信息 项 ITEM. 
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算法 10.74 已 知 堆 积 互 与 新 的 ITEM, 该 算法 在 互 中 搬 人 ITEML 
Step 1 在 互 的 必 部 联 ITEM., 使 得 互 伪 为 完全 树 , 供 霖 必 为 堆积 . 
Step 2[ 再 堆积 ) 设 在 五 中 将 ITEM 提 姑 到 "适当 的 位 置 ”, 使 得 瑟 为 堆积 , 即 


(Ca) 将 ITEM 与 它 的 父母 PICITEMD 比较 , 若 ITEM>PIITEM) , 则 五 换 ITEM 与 
P(ITEM). 

Cb) 重复 (ay 直至 ITEM<ZP(ITEM) 

Step 3 退出 . 


注 ”必须 证 明 , 作 为 最 后 的 树 , 上 和 面 的 算法 总 给 出 一 个 堆积 . 这 点 不 难看 出 ,其 证 明 留 给 读 


者 . 

例 10.9 考虑 图 10- 12 中 的 堆积 妃 , 假 设 在 互 中 插 人 ITEM 一 70. 模仿 算法 10.7A, 首 先 作 
为 完全 树 的 最 后 元 素 联 ITEM: 即 , 曾 TREEL21] 一 70, 上 且 END 一 21. 然后 重新 堆积 ， 
即 如 下 将 ITEM 上 升 到 适当 位 置 ， 
a) 将 TTEM 王 70 与 其 父母 48 比较 , 因 70 汪 48, 故 互 换 70 和 48. 
Cb) 将 ITEM=?0 与 其 新 父母 55 比较 , 因 70>55, 故 互 换 70 和 55. 
C0) 将 ITEM==70 与 其 父母 88 比较 , 因 70 之 88, 故 ITEM=70 已 上 升 到 五 的 适当 
位 置 . 
10- 13 给 出 了 插入 ITEM 一 70 后 的 最 后 的 树 , 由 ITEM 沿 树 向 上 的 路 被 圈 起 来 . 


图 10-13 插入 ITEM=70 


(b) 从 堆积 中 删除 根 下 面 的 算法 从 一 个 堆积 互 中 山 除 根 民 ， 


算法 10.7B 该 算法 从 给 定 的 堆积 日 中 删除 很 民 . 

Step 1 指定 根 尺 到 某 个 变量 ITEML 

Step 2 用 瑞 中 的 最 后 点 上 取代 删 去 的 根 开 ,使 得 毛 仍 为 完全 二 叉 树 ,但 不 必 是 准 
，[ 即 , 团 TREE[1]:= 王 TREELEND], 再 置 END: 一 END 一 1. 】 


Step 3( 重 新 堆积 ) 让 工 在 号 中 下 沉 到 "适当 位 置 *, 使 得 互 是 堆积 , 即 : 

ca) 求 工 的 较 大 的 孩子 LARGE(ID). 若 工 <LARGECL) , 则 互 换 革 与 LARGECTD)， 
(b) 重复 (a) 直 至 上 守 LARGE(L). 

Step 4 退出 . 


注 “ 与 在 堆积 中 揪 信 一样, 也 必须 证 明 上 面 的 算法 总 给 出 一 个 堆积 作为 最 后 的 笃 . 仍 将 这 
个 证 明 留 给 读者 . 还 注意 到 ,也许 Step 3 在 点 工 到达 树 的 底 , 即 上 没有 榴 子 时 才 结 束 ， 
例 10. 10 考虑 图 10 -14(a) 中 的 堆积 H. 这 里 R 二 95 是 根 ,LL 二 22 是 电 的 最 后 ,要 从 堆积 是 
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图 10-14 


中 删 除 玉 =95. 模仿 算法 10. 7B, 首 先 指 定 ITEM 一 95 ,再 用 工 一 22 代替 尺 二 95, 这 
就 给 出 图 10- 14kb) 中 的 完全 和 桂 , 它 不 是 堆积 .注意 到 22 的 两 个 子 树 仍 都 是 堆 
积 . ?然后 重新 堆积 ,即今 工 一 22 如 下 下 说 到 适当 位 置 . 

ta) 工 一 22 的 孩子 为 85 和 70, 较 大 者 为 85, 因 22<<85, 故 互 换 22 和 85, 即 为 图 
10- 14(e) 中 的 树 . 

Cb) 工 一 22 的 孩子 现 为 33 和 55, 较 大 者 为 55, 因 22 二 55, 故 互 换 22 和 55, 即 为 图 
10 - 14td) 中 的 树 ， 

Cc) 工 一 22 的 孩子 现 为 15 和 11, 较 大 者 为 15, 因 22 之 15, 故 点 工 一 22 已 下 沉 到 堆 


积 中 的 适当 位 置 . 
因此 ,图 10-14( 中 为 所 需 的 堆积 态 , 没 有 了 原来 的 根 民 一 95. 注意 到 图 中 国 住 了 上 
一 22 沿 树 下 沉 的 路 ， 

堆积 算法 的 复杂 性 


设 五 为 2 个 点 的 堆积 , 因 五 为 完全 树 , 故 dzlogsn, 这 时 4 为 日 的 深度 , 由 算法 10.7A 
可 知 新 的 TTEM 沿 着 树 一 层 一 房 地 向 上 处 理 , 直 到 在 五 中 找到 它 的 适当 位 置 . 由 算法 10. ?7B 
可 知 , 原 来 的 最 后 点 上 沿 着 树 一 层 一 层 地 向 下 处 理 ,直到 在 五 中 找到 它 的 适当 位 置 . 无 论 如 
何 , 移 动 的 次 数 都 不 会 超过 日 的 深度 4d. 于 是 两 种 算法 的 运行 时 间 fn? 都 是 非常 快 的 ,特别 
地 .fn) 二 Ologzm). 因此 ,堆积 是 实施 优先 队列 S 的 有 效 方 法 , 它 比 本 节 开 头 提 到 的 线性 组 
或 排序 线性 组 更 有 效 得 多 . 


10.8 路 长 ,Huffman 算法 


设 了 为 扩充 2 入 树 或 2- 树 (8 10. 3), 即 工 为 每 个 点 或 没有 孩子 或 有 两 个 孩子 的 二 允 
树 ,没有 孩子 的 点 称 为 外 点, 而 有 两 个 孩子 的 点 称 为 内 点 ,有 时 为 了 在 示意 图 中 区 别 这 些 点 ,用 
圆 图 表示 内 点 ,用 方 框 表示 外 点 , 此 外 , 若 工 有 ?# 个 外 点 , 则 了 工 有 23 一 1 个 内 点 .图 10-15 给 出 
了 有 ?7 个 外 点 ,从 而 有 7? 一 1 二 6 个 内 点 的 2- 树 . 
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图 10- 15 
贼 秘 路 长 


设 了 为 呈 个 外 点 的 2- 和 树 , 且 给 每 个 外 点 指定 一 个 ( 非 负 ) 权 , 树 工 的 屿 权 路 长 (简称 路 长 ) 
卫 和 定义 为 和 
P= WL WL + W,L,, 
这 里 三 , 为 外 点 N; 的 权 , 上 L; 为 从 根 民 R 到 点 N; 的 路 长 , (即使 对 未 赋 权 的 2- 树 ,路 长 P 也 存 
在 ,因为 只 要 假设 每 个 外 点 的 权 为 1.) 
例 10. 11 10 -16 中 给 出 了 三 个 2- 树 Tj ,Ts 和 Ts ,每 个 2- 和 树 外 点 的 权 都 是 2,3,5 和 11， 
这 三 个 2- 树 的 赋 权 有 路 长 如 下 : 

P, = 202) 二 3t2) 十 32) 十 11(2) 一 42， 

P; = 2(01) 十 33) 二 5C3) 十 11(2) 一 48， 

Ps = 203) 二 33) 二 502) 十 11(1) = 36， 


(3) 了 


数 Pi 与 P; 表明 完全 树 未 必 给 出 最 小 的 路 长 ,而 数 Ps 与 Ps 表明 相 类 似 的 树 也 未 
必 给 出 相同 的 路 长 . 


Huffman 算法 
我 们 要 解决 的 一 般 问 题 如 下 ; 设 已 知 n 个 松 的 列表 ,比如 


在 带 有 个 给 定 权 的 xn 个 外 点 的 所 有 2- 树 中 , 求 具有 最 少 赋 权 路 长 的 树 工 《 这 样 的 树 很 少 惟 
一 , YHuffman 给 出 了 求 这 种 树 工 的 一 个 算法 . 

下 面 的 Huffman 算法 利用 梳 的 个 数 ”递归 地 定义 ,实际 上 ,使 用 Huffman 算法 的 等 价 的 
和 迭代 形式 , 它 是 从 下 往 上 而 不 是 从 上 往 下 地 构造 了 所 需 的 树 工 
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* 236。 


算法 10. 8{Huffman) 该 算法 递归 地 求 具 有 ?个 给 定 权 ml ,wz zy* 且 有 最 小 
赋 权 路 长 的 赋 权 2- 树 了 . 

Step 1 车 x 一 1, 则 令 荆 为 有 一 个 结 权 为 ww 的 点 六 的 树 , 然 后 退出 . 

Step 2 阁 n1， 

(a) 症 x 个 给 定 的 权 中 , 求 两 个 最 小 权 , 设 为 w 和 和 wi 


Cb) 求 树 工 ,使 得 对 这 ”一 1 个 权 ,代为 最 小 赋 权 路 长 的 树 . 


Cc) 在 树 工 中 ,用 子 树 A 代替 外 点 je 十 xey|. 
《d) 退出 . 


例 10.12 设 4,B,C,D,E,PFG, 互 是 八 个 具有 下 面 指定 权 的 数据 项 . 
数据 项 ， ABC DE 下 GH 
权 : 22 5 11 19 2 1 25 5 
构造 一 棵 2- 树 工 ,使 全 的 外 点 具有 上 面 的 数据 且 本 具有 最 小 荆 权 路 长 P. 
应 用 Hutfman 算法 , 即 重 复 地 将 两 个 最 小 权 的 子 树 联 为 一 个 单子 树 ,如 图 10- 17(a). 为 
清楚 起 见 ,原来 的 权 带 有 下 划 线 ,而 圈 内 数 表示 新 子 树 的 根 . 从 Step(8) 返 回 画 出 笠 
了 , 见 图 19 -17tb),( 当 分 裂 一 个 点 为 两 个 部 分 时 ,就 在 左边 带 出 更 小 的 点 , ) 路 长 
也 如 下 ，; 
P= 2202) 二 11(63) 二 11(3) 二 2502) 二 5(4) 十 25) 十 5C5) 一 19(3) 一 272. 


人) 22. 5 1 地 2 HN. 25 5 
人 22. 11， 19,.17), 11， 25, 5 
HB J 5 
(4) 22, 19 人 25, 12 
(5) 22, 22， 25 
(8) 31 (44)，25 
(人 44、 (56 


区 
号 


(9 Huffman 算法 


图 10- 17 
Huffman 算法 的 计算 机 实现 


皇 考 虑 例 10. 12 中 的 数据 ,假设 要 利用 计算 机 实现 这 个 算法 . 由 于 二 叉 树 中 的 某 些 点 是 赋 
权 的 ,所 以 该 树 可 用 四 个 平行 组 :INFO, WT,LEFT 与 RIGHT 存 喧 .图 10- 18 中 的 前 从 列表 
示 数 据 最 初 在 计算 机 中 是 如 何 存 贮 的 . 

Huffmas 算法 的 每 一 步 给 从 第 9 至 第 15 列 的 WT,LEFT 与 RIGHT 指定 数值 . 它们 分 别 
对 应 了 图 10- 17 中 的 第 (2) 至 第 (8) 步 , 蛙 别 地 ,每 一 步 来 出 当前 的 两 个 极 小 权 太 它们 的 位 置 ， 
然后 和 进 人 多 T, 且 它们 的 位 置 进 入 LEFT 与 RIGHT. 例如 ,在 给 第 11 列 ( 对 应 于 step(47)7 指 
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定数 值 后 ,当前 的 极 小 权 是 12 和 19, 出 现在 WTL10] 与 WTL4] 中 . 因此 ,指定 WTL12]==12 十 
193 二 31, 且 LEFT[12]==10,; RIGHT[L12j] 二 4. 由 最 后 一 步 知 , ROQOT 一 15, 或 利用 ROOT== 
2n 一 1 而 外 点 的 数 日 2 一 8. 因此 ,整个 图 10- 18 给 出 所 求 的 树 工 


1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 Nn 12 13 14 15 16 

INFO [|4lsle 站 
wT |22|s51119|2101| 和 | 5 7 | 12|22131|44| 56 1100 
LEFT | 0 |] 0 | 0 0 | 0 |8|6lI01l|7133 
RIGHT| 00110101 0 2 93341141| 二 14 
(2) (3 2) 5) (6 1 

ROOT115 

图 10-15 


注 在 执行 Huftman 算法 时 , 需 保 留 当前 权 的 情况 ,并 求 两 个 最 小 的 权 、 这 可 用 保持 一 个 
辅助 小 堆积 有 效 地 完成 ,这 个 小 堆积 的 每 个 点 含 一 个 权 以 及 它 在 树 中 的 位 置 . 之 所 以 用 小 堆积 
而 不 用 大 堆积 是 因为 要 使 最 小 权 的 点 位 于 堆积 的 项 , 


编码 应 用 


假设 一 组 个 数据 项 Al,As，,… ,A 要 用 位 的 串 来 编码 ,这 样 做 的 一 个 方法 是 用 ~ 位 串 来 
编码 每 个 项 ,而 *<27. 例如 ,48 个 字符 的 集合 可 用 6- 位 串 来 编码 存 贮 ,但 不 能 用 5- 位 串 编 码 
存 贮 ,因为 2 一 32<48， 

如 果 数 据 项 并 不 以 相同 的 概率 发 生 , 那 么 用 变 长 的 字符 串 可 市 约 存 贮 的 空间 与 时 间 , 此 
时 ,频繁 出 现 的 项 用 较 短 的 字符 串 ,不 常 出 现 的 项 用 较 长 的 字符 申 . 例如 ,国家 电话 编码 就 使 用 
这 个 原则 ,美国 的 国家 电话 编码 就 是 1, 法 国 为 33, 芬 兰 为 358. 本 节 讨论 变 长 编码 ,这 个 基于 
赋 权 数据 项 的 Huffman 树 , 即 具有 最 小 路 长 忆 的 2- 树 了 . 

Hufftman 码 设 n 个 数据 项 有 A1 ,A 4 被 赋 权 , 且 人工 为 这 些 数 据 的 Huffman 树 , 工 的 
每 条 边 依据 其 指向 左 陪 子 还 是 右 孩 子 而 赔 值 0 或 :. Huffman 码 将 从 树 工 的 根 尺 到 外 点 入 ， 
的 位 序列 指派 给 4,. 

土 述 Huffman 码 有 前 缀 性 质 , 凤 每 个 项 的 码 都 不 是 任何 其 他 项 的 码 的 开始 的 子 捉 ,这 就 
是 说 ,用 Huffman 码 解码 任何 信息 时 不 会 有 任何 混乱 . 

例 10.13 ”再 考虑 例 10 - 12 中 的 人 个 数据 项 4,B,C,D,E,F,G, 开 ,假设 权 代 表 数 据 项 发 生 
的 百分数 概率 . 给 图 10 - 17(b) 中 的 Huffman 禧 的 每 条 边 指 定位 标号 ,得 到 图 
10- 19 的 树 工 读者 可 以 验证 树 本 给 出 下 面 的 码 : 


图 10-19 


» 238 ， 
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4:00， B:1101], CC:011， 了 D:111， 
FE:11010, 下 :010， G:10， FH:1100, 
这 是 这 些 数 据 项 的 有 效 编码 ， 


10.9 一 般 ( 有 序 有 根 } 树 回顾 


设 荆 为 有 序 根 树 ( 3 3.4), 也 称 为 一 般 树 , 了 可 正式 地 定义 为 称 为 点 的 元 素 的 非 空 集合 ， 
使 得 ， 

(1) 工 含 有 一 个 可 区 别 出 的 元 素 民 , 称 为 工 的 根 ， 

(2) 了 的 其 余 元 素 构成 0 或 更 密 不 交 树 了 ,了 ，…,T。 的 有 序 集合 签 . 
称 树 了 1 » Ts ss 为 根 民 的 子 树 ,而 了 Te 的 根 称 为 及 的 后 继 . 

与 二 勺 树 一 样 ,对 一 般 的 树 也 使 用 家 庭 关 系 、 图 论 以 及 园艺 学 中 的 术语 ,特别 地 ,车 NN 是 
有 后 继 S12 ,Sn 的 点 , 则 NN 称 为 这 些 S， 的 父母 ,而 S: 称 为 N 的 孩子 ,这 些 S: 之 间 相 互 
称 为 元 弟 . 
例 10.14 图 106-20 给 出 了 13 个 点 的 一 般 树 工 的 示意 图 ,这 13 个 点 为 A,B,C,D,E,PF,G， 

HJ KL MN. 


人 人 
| 4 、 


除非 说 明 ,和 树 了 的 根 为 示意 图 顶 上 的 结 点 , 且 每 个 点 的 孩子 从 左 到 右 排序 . 因此 及 
为 工 的 根 , 且 A 有 三 个 芒 子 ,第 一 个 孩子 为 B, 第 二 个 为 C, 第 三 个 为 D, 注意 到 ; 
(a) 点 C 有 三 个 孩子 ， 
《b) 点 吾 和 五 都 有 两 个 孩子 . 
《ce) 点 忆 和 五 孝公 有 一 个 孩子 ， 
《d) 点 下 ,下 ,GT N 没有 孩子 . 
最 后 一 组 点 没有 和 孩子 , 称 为 终点 , 
注 二叉树 T 并 不 是 一 般 树 工 的 特例 . 它们 是 两 个 不 同 的 对 象 ,两 个 主要 区 别 如 下 
(1) 二叉树 了 可 以 是 空 的 ,但 一 般 树 了 不 空 . 
(2) 车 点 N 仅 有 一 个 孩子 , 则 在 二 叉 树 个 中 ,这 个 孩子 是 去 孩 子 还 是 右 孩 子 是 不 同 的 ,但 


A 六 在 一 般 树 本 中 没有 这 种 差别 | 
o 、, 在 图 10-21 中 用 树 五 和 T 解释 了 第 二 种 区 别 . 特别 
NA NS 地 ,作为 二 叉 树 ,TT 与 Zz 是 不 同 的 树 ,因为 在 树 区 中 ,8B 为 
Cr 4 和 r ”和 分 的 左 孩 子 ,而 在 树 T 中 ,BB 为 人 A 的 右 孩 子 , 另 一 方面 ,作为 
图 10_21 一 般 树 , 树 五 与 之 闻 没 有 区 别 . 
森林 


森林 下 定义 为 6 或 多 个 不 同 树 的 有 序 徐 , 显 然 , 阁 删 去 
一般 树 工 的 根 尺 , 则 得 到 由 R 的 子 树 (也许 是 空 的 ) 构 成 的 森林 下 . 反 过 来 ,车 为 一 个 森林 ， 
则 连 一 个 点 R 到 下 就 构成 一 个 一 般 树 了 工 .这 里 尺 为 工 的 根 , 民 的 子 树 由 开 中 的 原来 的 树 构 
成 . 
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一 般 树 的 计算 机 表 示 


设 工 为 一 般 树 ,除非 特别 说 明 或 隐 含 , 荆 用 下 面 的 链表 示 存 贮 , 这 个 链表 示 用 二 个 平行 组 
INFO,CHILD( 或 DOWN) ,与 SIBL( 或 HOR2) ,以 及 一 个 指针 变量 ROOT, 首先 ,T 的 每 个 
点 NN 对 应 了 一 位 置 关 ,使 得 ， 

(1) INFOLKj 含 点 N 的 数据 . 

(2) CHILDLK] 含 N 的 第 一 个 孩子 的 位 置 , 当 CHILDLK] 一 NULL 时 ,表明 N 没 有 核子 . 

(3) SIBLLK] 含 有 N 的 下 一 个 兄弟 的 位 置 , 当 SIBL[K]=NULL 时 ,表明 N 是 它 父 母 的 
最 后 一 个 孩子 . 
进一步 ,ROOT 含有 工 的 根 灵 的 位 置 ,尽管 这 种 表示 看 起 来 是 人 工 的 ,但 它 有 重要 的 优点 , 即 
全 的 每 个 点 NN ,无论 六 有 多 少 孩 子 , N 都 恰 合 有 二 个 字段 . 

于 面 的 表示 容易 被 推广 到 表示 森林 FF 合 有 子 树 卫 ,了 ，…… 了 Ts, 只 要 候 设 这 些 子 树 的 根 是 兄 
第. 此 时 .ROOT 含有 第 一 棵 树 五 的 根 的 位 置 ,和 否则 下 为 空 的 ， ROOT=NUIL 
例 10.15 考虑 图 10--20 中 的 一 般 树 工 , 设 工 的 点 的 数据 存 贮 在 图 10 -22(a) 的 组 INFO 中 ,如 

下 给 指针 ROOT 和 组 CHILD 与 SIBL 指定 值 就 得 到 了 的 构造 亲缘 关系 : 

Ca) 因 工 的 根 A 存 贮 在 INFOL2] 中 , 故 置 ROOT :一 2. 

(b》 因 A 的 第 一 个 孩子 为 点 B, 它 存在 INFOL3] 中 , 故 置 CIILDL2] :一 3. 又 44 没 
有 兄弟 姊妹 , 故 置 SIBL[2]: 二 NULL. 

Cc) 因 点 B 的 第 一 个 孩子 是 点 已 存在 INFO[15] 中 , 故 置 CHILDL3]: 二 15. 又 点 CC 
为 B 的 下 一 个 兄弟 , 且 C 存 在 INFOL4J 中 , 故 置 SIB1[3j]; 一 4 

等 等 ,图 10 - 22(b) 给 出 了 CHILD 与 SIBL 的 最 后 的 值 . 
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图 10- 22 


一 般 树 与 二 又 树 问 的 对 应 


设 工 为 一 般 树 , 出 对 工 可 以 如 下 指定 惟一 的 二 叉 树 工 .首先 ,二 又 和 树 五 的 点 与 一 般 树 工 
的 结 点 完全 相同 ,而 工 的 根 仍 为 工 的 根 . 设 N 为 二 叉 树 人 的 任 一 点 , 则 N 在 人 中 的 堪 孩 子 
为 结 点 N 在 一 般 树 工 中 的 第 一 个 孩子 , 工 中 必 N 的 右 孩 子 为 一 般 树 工 中 从 的 下 一 个 兄弟 . 

一 般 树 工 的 计算 机 表示 与 相应 的 二 又 树 T' 的 链表 示 怡 好 是 相同 的 ,内 是 一 般 树 了 中 的 
组 名 CHILD 和 SIBL 对 应 于 二 丸 械 荆 中 的 组 多 LEFT 和 RIGHT. 这 种 对 应 的 重要 性 在于 适 
用 于 二 叉 树 的 某 些 算法 ,比如 截 算法 ,也 可 以 适用 于 一 般 树 . 

例 10.16 考虑 图 10- 20 中 的 一 般 树 工 ,读者 能 够 验证 图 10- 23 中 的 二 叉 树 对 应 于 一 般 
树 了 工 , 注意 到 , 道 时 针 旋 转 图 10 -23 中 的 工 的 示意 图 ,直至 指向 右 孩 子 的 边 成 水 平 
方向 ,就 得 到 各 点 与 图 10 - 20 的 点 有 相同 的 相对 位 置 的 图 , 进一步 ,二 叉 树 工 的 计 
算 机 表示 可 以 在 图 10 - 22 中 的 一 般 树 了 工 的 计算 机 表示 中 将 CHILD 换 为 LEFT， 
将 SIEL 换 为 RIGHT 得 到 . 
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设 二 及 树 工 如 图 10- 24 存 管 , 莲 出 于 的 未 意图， 
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图 10- 2 


部 时 从 树 于 的 樟 开 始 ,如 下 面 出 民 

{ay 从 指针 ROOT 的 值得 到 要 民 , 注 意 到 ROOT=5, 因 此 ,INFOC 引 二 69 为 人 的 根 慌 

tb) 其 天 的 左 指 圭 室 般 得 到 只 的 左 和 孩子 ,注意 到 LEFTL5 一 2, 四 此 INROL2] 一 20 为 民 的 左 孩 子 . 
Cc) 从 玉 的 右 指针 字段 得 到 尺 的 右 孩子 ,注意 到 RIGHT 一 6, 的 此 ,ENFRGOL6] 一 ?0 为 玉 的 右 孩 子 ， 
现 可 以 王 出 坊 树 的 顶 癌 ,如 区 10- 25(8) ,对 和 舞 个 次 的 点 重复 上 上 面 的 过 程 ,最 后 得 到 如 斤 i0~ 25tb) 中 
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10. 2 


10.3 


10.4 


所 需 的 树 ， 
考虑 图 10 - 26 中 的 三 棵 树 区, Ts, TT, 指出 哪些 表示 相同 的 Ca) 根 树 , Cb》 有 有 序 根 树 ， 
(cy 二 及 树 ” 


| | 区 
> AAA 了 > 
D 总 D 
nn 了 T, 

图 10- 28 


解 上 ”a) 它们 都 表示 相同 的 根 树 . 即 A 是 机 肪 子 ( 直 接 后 继 3B 和 ,是 CC 有 单个 孩子 也. 

《b> T1 与 Ti 为 相同 的 有 序 根 树 ; 但 T 不 是 ,特别 地 ,在 矿 与 TT 中 B 为 A 的 第 一 个 孩子 ,但 在 TT 
中 BB 为 A 的 第 二 个 孩子 . 

《cl 它们 代表 不 则 的 二 发 树 ,特别 好 ,也 与 五 不 同 ,因为 即便 是 只有 一 个 后 继 也 要 区 分 左 . 右 后 继 
《对 有 序 根 树 不 真 }, 即 五 中 万 为 如 的 左 后 继 ,T 中 卫 为 C 的 右 后 继 . 

考虑 图 10 ~ 27 中 的 二 灸 树 工 , 求 存 贮 中 工 的 序列 表示 ， 


-一 一 
wx 1 
oc BA ~ 
图 10-27 


租 HF 了 的 序列 表示 只 用 单线 性 组 TREF 与 变量 指针 END. 

Ca) 荆 的 根 刁 存 贮 在 TREEL1] 中 ,因此 TREFL1J==F. 

(by 若 点 六 在 TRESBLK], 则 它 的 左 . 右 孩 子 分 别 存 喧 在 TREEL2 * 天 ] 与 TREEL2* 下 十 1 中 .四 此 
TREEL2 一 4,TREFL3] 一 口 ,因为 入 与 局 为 上 的 左 . 右 孩子 ,等 等 .图 10- 28 包 舍 了 工 的 序列 表示 ， 
注意 到 TREE[10] 一 C. 因为 C 为 K 的 左 孩 于 ,而 X 存 贮 在 TREE[51, 也 有 TREE[141= B,TREE 
[5] 一 王 , 因 为 互 和 王 为 妃 药 左 , 右 芒 子 ,起 存 喧 在 TREE[?]. 

《ey END 指向 工 的 最 后 -- 点 的 位 置 ,因此 END= 15. 
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图 10-28 


考虑 图 10 - 27 中 的 二 叉 树 工 

4a) 求 荆 的 深 认 ,a 与 的 序列 表示 如 何 相 关 . 

《b) 用 前 序 算法 穿 工 

《e) 用 内 序 算法 完工 

《d) 用 后 序 算法 穿 工 

Ce) 求 工 的 终点 以 及 在 (by ,C0) ,Cd) 中 穿 过 的 序 . 

解 二” (a) 深度 为 本 的 最 长 树枝 中 的 点 数 ,因此 4 一 4. {注意 到 END 总 位 于 2 与 2 之 间 . 特 
别 地 ,2 END<%*"1 ,正如 所 料 ,8SEND<<-16.) 

《bp 荆 的 前 序 截 为 递归 的 NLR 算法 . 即 首先 过 点 N, 然 后 它 的 左 子 树 上 ,最 后 它 的 右 子 树 RR, 用 [Al， 


A 表示 点 为 总] :A Cid A 的 子 树 , 则 树 工 旭 下 穿 过 : 
F— TAK,CID,H,G,B,EI 或 FA—[K,O— DD-—[HILG,B,R] 
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或 最 后 为 
F—A—K~C—D—H—G~B-—E 
{0} 工 的 内 序 截 为 递归 的 LNR 算法 , 即 先 左 子 树 工 , 开 点 N, 最 后 右 于 树 民 , 于 是 如 下 通过 . 
[A:K,0—F—[D,H,G,B,EI 或 A—[K,CJ—F-—[HI-D-—[LG,B,E] 


或 最 后 为 
A—C—K-F— HD-—8B—G—E. 
(d) 工 的 后 序 截 为 递归 的 LRN 算法 , 即 先 左 子 树 工 , 再 石子 树 只 ,最 后 点 N, 于 是 了 如 下 通过 
-A,K,CILD, HG,B,EI— 玉 或 [K ,CI—A—[LHIG,B,E]—D—F 


或 最 后 为 
对 一 下 一 由 一 五 一 号 一 五 一 下 一 卫 一 下 
Ce) 终点 是 没有 孩子 的 点 ,在 所 有 三 个 截 算法 中 以 相同 的 次 序 通过 :C, 万 ,日 , 瑟 . 
10.5 ”二叉树 工 有 5 个 结 点 , 若 了 的 前 序 截 与 内 序 截 给 出 下 面 的 结 点 序列 : 
前 序 :G B QAC PDER,. 
内 序 :Q B C AG PEDR. 


画 出 了 的 示意 图 ， 

解 4 ”由 根 向 下 如 下 画 出 树 工 . 

(a) 选择 前 序 中 的 第 一 点 得 到 丁 的 根 ,因此 避 为 工 的 根 . 

(by) 点 殷 的 左 孩 子 如 下 得 到 , 先 用 了 的 内 序 求 台 的 左 于 树 Ti 中 的 点 - 因此 工 由 人 @,B,C,A 构 成 ;在 
工 的 内 序 中 ,它们 在 G 的 左边 ,然后 在 的 前 序 ( 即 以 工 的 前 序 出 现 ) 中 选 第 一 点 ( 根 ? 就 得 到 C 的 左 
孩子 ,因此 吾 为 的 左 孩 子 . 

(0) 燃 亿 地:G 的 右 子 树 由 点 卫 ;E.DD, 民 构成 , 且 PP 为 了 的 根 , 即 P 鸭 0G 的 右 护 子 . 

对 每 个 新 点 重复 上 面 的 过 程 ,最 后 得 到 图 10 - 29 中 所 需 的 树 . 


G 
Ba ss 
2 ， a 
~ Se 
[ 响 下 
图 10-29 


10.6 考 虚 代数 式 FE= (2x 十 y} (5a 一 外 1， 
Ca》 画 出 对 应 于 式 三 的 诗 了 . 
Cb) 求 指 数 运算 的 范围 , 即 , 求 以 指数 运算 为 根 的 子 树 ， 
《ce) 求 工 的 前 序 . 
解 tw ”ca) 用 箭头 (+ 表示 指数 , 星 号 ( * ) 表 示 乘 法 ,得 到 图 10 - 30 中 的 树 . 
Cb) 二 的 范围 为 图 10- 30 中 阴影 部 分 的 于 笃 , 它 对 应 于 子 式 (54 一 站 1. 


《e) 从 左 开始 扫描 该 树 ( 如 图 10 - 10 中 ) 得 到 
关 十 共 2xy 下 一 ¥ 5ap3 


(这 恰好 为 代数 式 EE 的 前 缀 波兰 符号 . ) 
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10.7 和 画 出 所 有 可 能 的 不 相似 的 树 工 ,这 里 
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ta) 荆 是 三 个 点 的 二 叉 树 . 
《hb) 于是 四 个 外 点 的 2- 树 , 
解 上 (al 有 五 个 这 样 的 树 , 如 图 10- 31{a). 


{by 四 个 外 点 的 每 个 2- 树 由 三 个 点 的 二 及 树 确定 , 凤 由 ta) 中 的 符 确 定 , 因此 有 五 个 这 样 的 树 ,如 
图 10-31fb). 
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tb) 四 个 外 点 的 扩充 二 是 桂 


图 10- 31 
二 义 查 找 树 ,堆积 


10.8 考虑 图 10-25(b) 中 的 二 丸 树 工 
Ca) 个 为 什么 是 二 叉 查 找 树 ? 
Cb) 若 ITEM 一 33 加 到 树 中 , 求 新 树 工 
解 二 ”5a) 由 于 每 个 点 六 大 于 它 的 左 子 树 的 值 , 小 于 它 的 右 子 树 的 值 , 困 此 二 为 二 叉 查 找 树 . 
《hb) 与 根 60 比较 ITEM 一 33 ,因为 33 一 60 , 故 移 到 左 孩 子 30; 因 为 33 记 30, 礁 移 到 右 按 子 55, 丈 因为 
33< 一 55, 故 称 到 左 孩 子 35, 由 于 33<<35, 且 35 没有 左 接 子 : 因 此 ,添加 ITEM=33 作为 结 点 35 的 左 护 
子 就 给 出 图 10 - 32 中 的 树 ,阴影 的 边 指出 了 插入 过程 中 沿 树 向 下 的 路 . 
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图 10-32 


10.9 将 下 面 的 字母 列表 插入 到 空 的 二 丸 查 找 树 中 . 
J RDG WE MH,P,A,F,Q, 
Ca) 求 最 后 的 树 工 。(b) 求 工 的 内 序 截 . 
解 Fa 一 个 接 一 个 插入 点 恒 得 到 图 10 - 33 中 的 树 个 
(包工 的 内 序 截 如 下 ; 
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i 


可 


， 
~ 


一 一 一 一， 
人 so 
a 村 ~ 
~ 


\ 


名 


图 10- 33 


AD EF,G HTM, PQ,R,W. 
注 章 到 这 基 字 母 的 字母 序列 表 . [任何 一 又 查 找 树 工 的 内 序 截 给 出 点 的 排序 列表 . ] 
10.10 考虑 图 10 - 33 中 的 二 义 查 找 树 .描述 (a》 删除 点 M; 且 (b> 删除 点 司 后 的 树 工 
解 (Ca) 点 M 避 仅 有 : -个 孩子 卫 , 因 此 , 删 去 W, 且 令 卫 为 民 的 左 孩 子 而 取代 对 


tb) 点 卫 有 两 个 孩子 , 求 卫 的 内 点 后 继 为 下 , 首先 从 树 中 删 去 王 , 再 用 点 三 取代 呈 . 
图 10- 34 给 出 了 和 更改 后 的 树 工 . 


总 ， 
, AN 
一 一 人 总 2 
pe 人 po ~ ~ 
2 ~, ~ ~ 
起 J 
图 10-34 图 10-35 


it 11 设 守 个 数据 项 AAAv 已 排序 , 即 A 之 As 之 Aw. 
(a) 若 备 项 依次 插入 到 空 二 叉 树 个, 描述 最 后 的 树 工 . 
(b) 求 最 后 的 树 了 的 深度 a. 
(0) 对 人) ?一 50,D 2 一 100,0it n=500, 将 4 与 有 个 点 的 二 叉 树 的 平均 深度 4* 比较 . 
解 ”ta) 树 工 由 向 右 延 伸 的 一 树枝 构成 ,如 图 10- 35. 
《b) 工 的 树枝 有 ?个 点 ,因此 ,< 一 六 
[ce 已 亲 芝 一 clogoa ,这 里 <]1.4. 夏 
() a(50)—=50; ad" (50)“9. 
(iD #0100) =100; d (100) ==10. 
OY dC500) = 500; d* {SCO 12. 


10.12 考虑 图 10 - 36(a) 中 的 小 堆积 H.(H 为 小 堆积 ， 国 为 较 小 的 元 素 , 而 不 是 较 大 的 元 素 ， 


一 一 
~ 


人 


53 


~ 


5 


25 一 


(a) 


CC, 
a 

下 
一 人 个 


55 
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在 堆积 的 顶 . ;描述 将 ITEMV 一 11 插入 到 豆 后 的 堆积 ， 


解 晤 ”首先 ,作为 完全 树 中 的 下 一 点 捅 人 ITEM, 即 作为 点 44 的 去 孩子 播 入 , 则 重复 地 比较 ITEM 
与 它 的 PARENT( 父 母 ) ,并且 只 槛 TITEM--PARENT 就 交换 ITEM 与 PAREMNT 因为 11<44 ,交换 11 
和 44, 因 11<22 ,交换 11 和 22. 因 11>8,ITEM 一 11 已 找到 在 堆积 态 中 适当 的 位 置 ,图 10- 36rb) 给 
出 了 最 后 的 堆积 玉 , 阴 影 的 边 表 示 ITEM 沿 树 向 上 的 路 . 
10.13 考虑 图 10- 37 中 和 N==6 个 点 的 完全 树 T, 并 设 丁 以 组 A 序 16 
列 地 存 凡 , 对 了 =1,2,-…,N 一 1, 反 复 地 插 人 ALJ 十 1] 到 堆积 “0 
有 AL1] 到 4L7 门 ,从 工 构 成 堆积 万.( 如 问题 10. 12) 4 
解 r 图 10-38 给 出 了 各 步骤 , 现 分 别 解释 每 一 步 . 图 10-37 
Ca} JTJ 一 1 有 和 且 ITEM 一 A[2] 一 18, 因 19>16, 克 交换 18 和 16. 
(by 了 一 2 上 且 ITEM 一 4A[3] 一 22, 因 222>18, 故 交接 22 和 18. 
《ce) J 二 3 且 ITEM 一 A[4] 二 20, 因 2016, 但 20<22, 只 交换 20 和 16. 
Cd) J 一 4, 且 ITEM[5]= 一 15, 因 15<-20, 故 没有 发 生 交换 . 
(e) J 二 5 旧 IJTEML6] 一 40, 因 40>>18,40>>22, 故 先 交 换 40 和 18 ,再 交 搞 40 和 22， 
现在 的 树 是 堆积 ,点 划 线 表明 发 生 的 交换 ,未 浴 阴 影 的 区 域 表 明 树 构成 堆积 的 部 分 ,注意 到 堆积 由 
上 往 下 得 刘 { 尽 管 每 个 元 素 灌 树 往 上 移动 ). 


Ig 22 22 
pp 2 
ee we AAA SX 
16 22 16 8 20 8 
SR J 
me ei i a a 
20 B40 20 15 多 16 1 
(a) TTEM=18 tb) JTEM=2 (¢) ITEM=2( 
22 40 
A Ne AN: 
RR Be cd 
20. i8 | 2 
一 SS 一 SS 
16 15 0 加 15 18 
(d) 1TEM=ES le) ITEM=40 
图 10- 38 


路 长 , Huffman 算法 
10.14 考虑 图 10- 39 中 的 赋 权 2- 树 , 求 树 工 的 赋 权 路 长 三. 


图 10-39 


解 晤 ”用 权 网 , 乘 以 从 工 的 根 到 含有 该 权 的 点 的 路 的 长 度 L ,然后 再 相 加 这 些 匀 积 便 得 到 已, 因 
此 ， 
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P= 4c2) 十 15(4) 十 25(4) 十 5(3) 十 8(2) 十 16(2》 
二 8 二 6 十 100 十 15 二 16 十 32 一 231, 
10.15 设 已 知 六 个 权 4,15:25,5,8,16, 求 有 给 定 权 及 最 小 路 长 卫 的 2- 树 . (将 工 与 图 10 39 
中 的 树 比 较 . ) 
解 tm ”利用 Huliman 等 法 , 即 如 于 反复 地 将 两 个 最 小 权 的 子 树 连 成 单个 子 树 : 


(ay 4 15， 25， 5， 8, 316 fd 23, 17， (5 


(b) 15， 25， 8， 16 (e) 31 
(0) 5， 25， (7) 16 (n (2 


(圆圈 中 的 数 表 明 在 各 步 中 新 树 的 根 . ) 从 Ste?( 让 返回 画 出 了 ,给 出 图 10- 40* 由 树 了 计算 得 ， 
P= 25(2) 4-44) 二 5C4) 十 8C3) 十 15(2) 十 16C2) 
二 50 一 46 十 加 十 路 十 30 十 32 二 172. 
《图 10- 39 中 的 树 路 长 为 231. ) 


图 10- 40 


10. 16 ”假设 数据 项 A,B.C,D,E,F,G 以 下 面 的 概率 分 布 出 现 ; 
数据 项 :A B CDEF GG. 
撤 率 ;10 30 5 15 20 15 5. 
求 该 数据 的 Huffman 码 . 
解 地 ”用 Huffman 算法 如 下 求 具有 最 小 权 路 长 了 的 2- 树 丁 : 
ra) 10, 30， 5, 1]5; 20 15; 3 


(b) 10, 30, 15, 20， 15 
Ce) 30， 15， 20， 二 
(d) 20 30, 20 

Ce) 30， 30 

dy 40 

(8 


《图 轿 中 的 数 还 是 表示 各 步 中 新 子 树 的 根 . ) 从 Step(g) 返 回 , 给 出 了 图 10 - 所 .对 树 工 的 树枝 指定 位 标号 ， 
志 枝 为 0, 右 械 为 1. 如 图 10- 41, 树 工 给 出 下 面 的 Hufftman 码 . 
上 :DO00 Bill CI00I0 卫 :100 FE:0O FF 10 CO0011， 
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图 10-41 


一 般 树 
10.17 考虑 图 10- 42(8) 中 的 一 般 树 工 , 求 相应 的 二 叉 树 了 


(bh) 
图 10- 42 


解 旺 ”本 的 点 与 一 般 桂 全 的 点 完全 一 样 , 且 特 别 地 ,本 的 根 也 是 本 的 根 , 进 -- 步 , 若 N 为 二 丸 树 
工 的 点 . 则 它 的 左 孩 子 是 六 在 了 工 中 的 第 一 个 孩子 ,而 它 的 右 孩子 即 为 工 中 六 的 下 一 个 兄弟 . 由 根 往 
下 构造 了 ,得 到 图 10 - 42tb} 中 的 树 . 
10.18 设 一 般 树 工 的 根 为 尺 , 子 树 为 石 ,Tv Tu 的 前 序 截 与 后 序 堆 如 下 定义 ， 
前 序 ， (1) 处 理 根 RR， 
(C2) 以 前 序 方 式 罕 过 子 树 了 » lz + ,了 wd 
后 六: (1) 以 后 序 方式 穿 过 子 权 了 ,Ty ,Tw 
(2) 处 理 根 RK. 
设 工 为 图 10 -42Ca) 中 的 一 般 树 , 按 (a) 前 序 , Cb? 后 冶 穿 过 工 
解 ”注意 到 了 丁 有 根 和 A 及 子 树 碟 ,Ts ,Ts ,使 得 
夺 由 结 点 8,C.D,E,L,M 构 成 . 
T; 由 结 点 下 .G, 互 构成 . 
五 由 结 点 J ,KK 构成 . 
Ca} 工 的 前 序 截 由 以 下 几 共 构成 : 
(D 处 理 根 A. 
Ci 以 前 序 截 工 :处 理 结 点 也 .CDD, 工 .MT 民 
“ii 以 前 序 截 :处理 结 点 F,G ,HH. 
Civ) 以 前 序 截 TT; 处理 结 点 ,KK. 
因此 , 工 物 前 序 截 如 下 ， 


ABCDL, ME,F,G,H,J.K. 
《by 了 的 后 序 截 由 下 到 几 硝 构成 ; 
《0 以后 序 礁 工 ;处 理 销 点 CL 上 ,M.D.,E.,B, 
《ay 以 后 序 截 T :外 理 结 点 局 ;日 ,F. 
Kii 以 后 序 礁 工 ; :处 埋 络 点 尺 ,J. 
《iv 处 理 栋 AA. 
因此 ,了 的 后 序 截 如 下 : 


CMD EB Hh.RK.l,A. 


10. 19 ”考虑 图 10-42(0b) 中 的 二 义 树 下, 求 了 的 前 庄 截 ,内 序 截 与 后 序 截 . 将 这 些 截 与 图 
10 -42(a) 中 对 应 的 一 般 例 了 的 前 序 载 与 万 序 击 ( 问 题 10. 18 中 得 到 的 截 ; 进 行 比 
枕 ， 
解 BF ”利用 $10.5 中 二 丸 树 裁 算 法 ,得 到 六 的 下 面 的 截 : 
前 序 : AA.B,C.D.LAM,E,FG H.RK. 
内 序 : (CLMD,E,B,G, HF.K,L,A, 
后 序 ， MLL,E,DCH GOR. PB A. 
注意 到 二 及 树 本 的 前 序 与 - 般 树 工 的 前 序 一 致 , 昌 一 叉 树 工 的 内 序 截 与 一 般 禁 了 的 乒 序 截 一 致 ， 
但 没有 一 般 树 工 的 白 然 苹 对 应 于 相应 的 二 丸 树 的 后 序 截 . 


补充 题 
二 义 树 


10.20 ”考虑 图 10 一 43(a) 中 的 = 叉 树 工 
ta) 求人 工 的 深度 ;tiiy B 的 后 代 ， 
tb) 以 CY 前 序 , GD 内 序 ,证 》 后 序列 出 了 的 点 . 
10.21 考虑 图 10--43(a) 中 的 二 灵 树 了 
ta) 求 存 喧 个 时 的 链表 示 ;: 候 投了 本 的 点 用 下 和 面 10 个 位 置 存 由 在 线性 组 INFO 中; 
INEFOLID 一 4， TNFOL2J]=C. INFOTS]=FE,. INFOL4.-.G, 
INFO[7=B, INFO[8]—D, INFO9]=F, INFGiL10]=H. 
(hb) 求 存 贮 了 时 的 序列 表示 . 
10,22 对 图 10-43(b) 中 的 二 丸 树 工 重复 问题 10. 20 与 10. 21， 


. 4 一 
ef ~ ~ 7 wf 
,7 、, ~、, 


~ 
4 


医 [ 10 - 43 


10.23 设 一 丸 树 工 如 图 10 - 44 存 迪 .而 ROOT 一 14. 
(Ca 画 出 了 的 示意 图 . 
fb) 以 人 前 序 ,C 内 序 ,6 后 序列 出 本 的 点 . 
‘ce 求 了 的 深度 @4 ,车 工 以 TREE 序列 地 存 贮 , 求 线性 组 TREE 所 需 位 置 的 最 小 数 ， 


! 2 34 56 78 910111213111511718 
INFO [HIRT TFPIBT [EI [Tc[ETQls[ [ax 加 
LeeT [lof Tohst TT onsolol (slzlol so 
RIGHT lof7r) lol [islislialel slolso 加 


图 10-44 
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10.34 设 二 又 树 工 的 前 序 截 与 肉 序 截 给 出 下 面 的 点 序列 - 
前 译 ， GB,Q.ACKR.F,P.D,E.R,H. 
内 序 ;， QB,R OF A GPE, DH.R. 
(a) 画 出 工 的 示意 图 ， 
(by 有 阔 人 工 的 深度 dCi) B 的 后 民 ， 
(Ce) 到 二 全 的 终点 ， 
10, 25 面 出 对 应 于 代数 式 F 王 (x3y)' fa 一 2 了 ) 的 ?2- 树 工 , 并 求 工 的 前 序 . 


二 又 查 找 树 ,堆积 


14.26 设 下 面 的 数 揪 入 到 空 的 二 丸 查找 树 工 中 , 呵 出 最 后 的 树 了 : 
50, 33， 44, 22, 77， 35, 60, 40， 
10.27 ” 老 虑 图 10--45 中 的 二 丸 查 找 树 工 若 点 20,55 和 88 一 个 接 -个 地 加 到 工 中 , 求 最 后 的 树 工 , 


一 一 CC 
一 


图 10- 45 


10.28 考虑 图 10- 45 中 的 二 叉 查 找 树 .车 点 22.25 和 ?5 一 个 接 一 个 地 从 六 中 删除 ; 求 最 后 的 树 工 
10.29 考虑 图 10- 46 中 的 W 一 10 个 点 的 完全 树 工 
(al 并 用 组 A 存 喧 了 的 序列 表示 . 
{b) 通过 反复 地 插入 ALI 十 1] 芭 堆积 A[1] 到 AA[ 站 (如 问题 10. 13 所 做 ,从 了 工 构造 大 堆积 五 . 
(cy 从 工 构造 小 堆积 瑟 气 取代 大 堆积 ). 


_。 一 一 OC 
> 一 
-一 和 一 


#0 


图 10- 46 


Huffman 算法 ,一 般 树 


10.30 考虑 图 10- 47 中 的 2- 树 芽 , 它 有 七 个 字母 A,B,C,D,E,F,G 作为 外 点 . 求 由 树 了 确定 的 字母 的 
Huffman 编码 ， 
10.31 设 给 七 个 数据 项 A,B,…, 避 指定 下 面 的 权 : 
cAI3)Y, (CB,2), (CC,19), CD,23), {FE,29), (CFS). (G9). 
求 图 10 - 47 中 树 的 赋 权 略 长 P. 


”， 250 4。 


10— 47 


10,32 利用 问题 10. 31 中 的 数据 ,用 有 最 小 赋 权 了 路 长 己 的 2- 树 , 求 这 七 个 字母 的 Huffman 编码 ,并 求 P. 
10.33 考虑 图 10- 48 中 的 森林 忆 , 它 有 报 分 别 为 4,B,C 的 三 棵 树 , 画 出 对 应 于 下 的 二 又 树 下 “. 


B 


J 
党 由 > 
L K F HH DD E [es 
图 10--48 
计算 机 问题 


问题 10. 34~10.39 参照 图 10~ 49, 它 是 存 贮 的 雇员 记录 列表 ,相关 于 NAME, 它 是 二 义 查 找 树 , 也 用 一 
个 领导 点 列 出 SSNLHEADPJ 中 的 官员 数 以 及 SALARY[HEAD] 中 的 全 部 工资 . 同样 , 为 在 许 插入 ,可 用 ( 空 ) 
的 位 置 构成 了 AVAI 的 链表 ,其 指向 列表 中 的 第 一 个 元 素 , 且 链 表 用 组 LEFT 存 贮 . 


NAME SEX SALARY LEFT RIGHT 
] 
= 2 22 S00) 


191 0%) ， 


] 了-S2-1065 


Brown 


Lewis 181-S8.9939 


Cohen 


19 000 


10 Rubin 15 500 


11 
12 Evans 
13 
14 Harris 


10.34 编制 鹅 序 按 字 母 序 打印 雇员 记录 列表 , (提示 :以 内 序 打 印记 录 .) 

10.35 ”编制 穆 序 读 取 雇员 的 和 名字 NNN, 并 打印 出 该 座 员 的 记录 ,用 (a) Evans; (by Smith (cy Lewis 检测 程 
序 . 

10.36 编制 程序 读 取 雇员 的 社会 保险 号 SSN, 并 打印 出 该 雇员 的 记录 . 用 (ay 165-64-3351,(b) 135-46- 


_ 
一 | 
Ce 


10. 37 


10. 38 


10.39 


10. 20 


10, 21 
10. 22 


10. 23 


10. 24 


10. 25 


6262,[cy177-44-5555 检测 程序 . 

制程 序 读 取 整 数 天 , 且 当 天 一 1 时 打印 出 每 个 男 亡 员 的 姓名 ; 当 居 一 2 时 打印 出 每 个 女 雇 员 的 姓名 ， 
用 (a) 下 一 2,(b)y KK 一 5, 人 ce) KK 一 1 检测 程序 . 

编制 程序 读 取 雇员 的 姓名 NNMN ,并 从 结构 中 删除 该 岩 员 的 记录 ,用 5a) Davis, Cb} Jones,{c) Rubin 检 
测 程序 . 

编制 程序 读 取 新 雇员 的 记录 , 且 郊 记录 播 人 到 文件 ,用 (Ca) Flercher; 168-52-3388; 女 521000. Cb) 
Nelson;175-32-2468; 田 ;19000 检测 程序 ， 


补充 题 答案 


Cay CD 要 一 4 于) DE,G,H. 

{thy (DY) 4BPDECECFIGOD DBCEHACFIG DGHEBFCA. 

见 (2) 图 10-50C0;(tb) 图 10-51ta) 1 而 END 一 11. 

《a CY d=4D CD. 

(by CG) ABCDEFGH; Ci CDBAFEHG; (iiiy DCBFHGEA. 也 见 图 10- 50(b) 和 和 图 10- 51(b); 而 
END=14. 


ib) 
图 10- 50 


1 


3 4 5 7 8 9 101112131415 15 


2 
ca TREE [4[BTC[DIE[| [Fl | [cl | 
B G| [Dl| 


by TREE |aA 


如 
mr] 


图 10-51 
Ca) 见 图 10~ 52. 


pe /AN > > 
, ~ a A A 
、\, 
图 10-52 图 10-53 


(hb) 人 ABDEHPQSCEKRTL CD DBPHQSFACRKFET (这 ) DPSQHEBRKLFCA., 
Co) qd 二 6; 因 此 32 过 END<Z64. 特别 地 ,ED 一 13. 

ta) 见 图 10 一 53. 

《by (0) d=5;0) QACK,T. 

(Ce) OK, FE,H. 

风 图 10 一 54, 前 序 : * 不 十 + * 3yd 一 a2x*b. 


hr EE i i i 1 1 
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一 人 ,一 一 
pd ~ 一 和 ~, LA oo 
/六 ”~ 加 
x AN 2 b *、 
3 了 4 
图 10-34 图 10=55 


10,26 ” 见 图 10- 55， 
10.27 见 图 10- 56, 


25 
22 40 (人 9 
pd ~、 / pa 
15 30 4 55 30 
\ \ 
20 34 Bi 
图 10-56 


10,28 见 图 10- 57. 


ul 0 


0 
3 人 0 -一 ~ BO 
~ 
15 40 
pp 
33 


图 10- 57 
10.29 (ay TREF:30.50,22,33,40,60,1].60.22,565. 
《by 见 图 10 -58(a). 
Cc 见 图 10 -58(b). 


一 ~ oD 加 
40 11 33 0 60 30 
30 好 33 60 0 55 
(a) tb 
图 19 -58 
10,30 A.00;B.0100;C,10D:011E 000 P0011G: 11. 


10.31 P—329. 
10.32 A:000;B:0010]1 ;C10;D;1l:E:0l;F:00100;G:0011;P=252. 
10.33 见 图 10- 59. 


人， , ~ 
~~， A pi 
人， 人 


第 二 一齐 整数 的 性 质 
11.1 引 让 


本 章 主要 研究 自然 数 (或 正 整数 ) 和 和 整数 的 一 些 基 本 件 质 . 
自然 数 集 N 二 {1,2.3,…}. 

整数 集 Z 一 1… ,一 2 ,一 1.0,1.2，……. 

假定 这 些 数 集 关 于 加 法 和 乘法 有 下 列 简 单 规律 : 


(a) 结合 律 : 
(at) 二 c=at ttt (anc=a(be). 
《b) 交换 律 ， 
aj=ph—a, ub= pha. 
《ce) 分 配 律 : 


Qt 十 c) 一 GD 十 ac， 
《d 加 法 单位 元 和 乘法 单位 元 : 
a 二 0=0a=a: a+*1=]*a=a. 
《ce) 对 于 任何 元 家 a 都 有 其 加 法 逆 元 一 a, 即 
加 一 《一 上 一 (一 如) 一 和 一 作 ， 

二 一 章 将 证 明 其 他 的 一 些 数学 结构 也 其 有 以 上 性 质 。 这 里 将 再 次 讨论 数学 归纳 法 (1. 10 
节 ) ,因为 它 是 区 分 整数 和 其 他 数学 结构 的 一 个 最 基本 的 性 质 。 另 外 我 们 将 在 问题 11. 34 中 证 
明 下 闸 的 定理 . | 

算术 基本 定理 ”每 -- 个 正 整 数 zz>>1) 都 可 以 惟一 取 写 成 素数 的 积 . 

这 个 定理 早 在 欧 几 里 得 的 《原本 3》 中 出 现 过 ,我 们 先 引 入 证 明 这 个 重要 定理 所 需 的 一 些 概 


11.2 序 、 不 等 式 与 绝对 值 
本 节 讨 论 序 和 绝对 值 的 基本 性 质 . 


序 
设 a.8 为 穆 数 ,如 果 5 一 a 的 差 足 正 的 , 即 5 一 eaEN, 我 们 就 说 e 小 于 5, 记 为 & 二 六 
注意 这 里 是 用 正 整 数 N 来 定义 整数 集 工 中 的 序 , 所 有 的 顺序 关系 的 常用 性 质 都 可 用 下 列 
两 则 ZZ 整数 NN 的 性 质 派 生出 来 
[PP ] 如 果 a.oEN, 那 么 < 二 PoENaocEN， 
[P:] 对 于 任意 整数 a, 或 者 aEN, 或 者 a 二 0, 或 者 一 a NN 
下 面 的 记号 也 经 常用 到 : 
ap5 即 sa 读 作 a 大 于 65. 
aso 即 << 或 a=0 读 作 a 小 于 等 于 
45, 即 psSa, 污 作 wu 大 于 等 于 6 
为 了 和 等 于 关系 ”一 "区别 这 里 把 所 ,>, 委 和 之 叫做 不 等 关系 。 
读者 一 定 很 熟悉 数 轴 民 , 妓 用 一 直线 上 的 点 代表 数 ， 


二 二 一 单一 * 生 二 站 各 一 


5 4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 
当 且 仅 当 在 数 轴 上 a 位 于 的 左边 时 , 记 a<6. 例如 ， 
2 二 5 一 6 一 一 3 sd 5 一 8 620; —7&0. 
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当 且 仪 当 a 守 0 时 ,说 4 是正 的 , 当 且 仪 当 a< 过 0 时 ,说 a 是 负 的 . 
下 面 是 不 等 式 的 基本 性 质 . 
命题 11.1 关系 所 在 整数 集 荣 中 有 下 列 性 质 : 
《iD as<se, 对 任意 的 整数 a, 
0) 如果 csp 日 sa 则 4 二 bb. 
[iiiy 如 果 4a 所 Pp 日 sc 刚 a 过 c， 
命题 11. 2{ 三 分 律 ) 对 于 任何 整数 4a 和 5, 恰 有 下 列 关 系 之 一 饿 满足 :; 
a<p， 4a 二， 或 a 半 
命题 11.3 假定 a 所 b,c 为 任意 整数 . 则 
(i) ateEbie, 
《ii acsepe( ce 0) ;acbc(r 0). 
(命题 11. 3 在 问题 11. 6 中 证 明 ) 
绝对 值 
整数 a 的 绝对 值 记 为 |a| ,通常 定义 为 ; 
as 车 a 宇 0， 
一 &， 车 a 三 0. 
因此 除了 a 二 0 之 外 ,|a| 汪 0，ta| 的 几何 意义 为 点 a 到 原点 的 距离 ,并 且 将 |e 一 由 一 | 一 <| 帘 
为 两 点 a,5 之 间 的 距离 . 例如 ; 


|a|= 


(a) |—3|=3; |7|=7; i 一 13|==13. 
cb) 12 一 ?1 一 1 一 5 一 5 和 17 一 2| 一 15| 一 5. 
《ec) | 一 3 一 8 一 | 一 11| 王 11， 


下 面 是 绝对 值 函数 的 一 些 性 质 . (问题 11.7 和 8 证 明了 Qi 和 (iv)) 
命题 11.4 设 ap 为 任意 整数 , 则 

《iD |z| 闻 0, 当 且 仪 当 a 一 0 时 |a| 一 0. 

《ii 一 [as 宕 aa | 

《iiiy | aze| 一 1a||6l， 

Gv) |atB| 扣 ial 二 |ei, 

tw) ||lal 一 15|| 所 |a 圭 51. 


11.3 ”数学 归纳 法 


以 下 叙述 的 数学 归纳 法 原理 本 质 上 是 正 整数 N 从 1 开始 ,余下 的 是 通过 依次 加 1 得 到 
的 , 亦 即 从 1 开始 ,然后 2=1 十 1], 然后 3 一 2 十 1, 然 后 4 一 3 十 1 等 等 . 这 个 方法 使 模糊 说 法 “等 
等 " 变 得 准确 了 ， 
数学 归纳 法 原理 ” 设 $S 是 一 个 正 整 数 集合 且 有 下 列 商 个 性 质 ， 
(i) 1ES. 
《ii) 若 冯 ES, 则 十 1ES. 
那么 S 是 所 有 正 整 数 构成 的 集合 . 
这 里 不 证 明 这 个 原理 .事实 上 , 当 自 然 数 由 公理 化 方法 给 出 时 ,这 个 原理 可 作为 一 个 公理 。 
下 面 是 上 述 原 理 的 一 个 等 价 形式 , 它 常用 于 证 明定 理 . 
数学 归纳 法 原理 ” 设 了 是 定义 在 整数 x 之 1 上 的 一 个 命题 ,使 得 
(CD PQ) 成 立 . 
(i) 当 Pn) 成 立时 Ptn 十 1) 也 成 立 . 
那么 命题 P 对 于 任意 整数 n(n 宇 1) 都 成 立 ， 
例 11.1 (a) 设 忆 表示 命题 :前 个 奇数 之 和 为 n? 即 


Dr 1 1 S| -1 rrD-- TY -2 


例 11.2 (a) 设 a 一 1461,p 一 16. 通过 长 除 活 得 g 一 278 和 7 二 13, 如 图 11- 26a) 所 未 ， 
4461 = 16(278) 一 13 


期 a 一 bo 十, 
{by) 设 “一 一 262.5 一 3 首先 用 3 除 262. 如 图 11-20b7 所 小 . 这 样 得 色 了 一 个 向 87 
和 余数 1; 出 此 


262 二 3t877) 十 1, 
我 们 要 求 的 是 as 一 一 262 所 以 在 等 式 两 边 同 来 一 1 得 
一 262 = 3 一 87) 一 1】 
但 是 一 1 是 负 的 所 以 不 能 作为 >; 我 们 可 以 道 过 加 负 关 调整 如 下 ， 
一 262 一 3 一 87) 一 3 十 3 一 1 一 3 一 88) 十 二 
因此 ,ce 一 一 88.r 一 2. 
Cc) 设 6 一 2 , 则 任 一 整数 = 都 可 写成 如 机 


d= 2g+r, 2 
于 是 > 只 能 为 0 或 1, 内 此 每 一 个 整数 部 可 可 2 或 2& 十 1 形 如 25 的 整数 称 为 偶 
数 , 形 如 2k 一 1 的 整数 称 为 奇数 (通常 ,偶数 是 用 能 被 2 整除 定义 的 ,其 他 的 数 被 称 
为 奇数 . ) 从 而 带 余 除法 证 明了 每 一 个 奇数 有 形式 2& 十 1. 
1 有 六 

了 2 2 

126 22 

112 21 

141 1 

28 

13 
(3) tb) 
图 11-2 


11.5 整除 ,素数 


设 e.5 为 整数 出 a 径 0, 报 设 存在 整数 C 使得 ac = 一 5, 我们 就 称 4a 整除 上 或 者 说 被 a 整除 ， 
记 作 
u's 
我 们 也 说 5 是 a 的 倍数 或 者 a 是 六 的 因子 . 如 果 a 不 能 药 除 5 我 们 记 和 作 a 二 二. 
例 11.3 (tay 3 6, 因 为 3*2=6, 一 4,28, 因 为 (一 4)( 一 站 一 28. 


《b) 因子: 
《iD 1 的 因子 有 二 1; (iv) 5 的 因子 是 二 1 ,二 5; 
ii) 2 的 因子 是 一 1, 一 2; (Cv) 7 的 因子 是 士 1, 士 六 


(i 4 的 因子 是 上 1, 一 2, 二 4; 《vi) 9 的 因子 是 士 1. 士 3、 士 9. 
《ce) 如 果 a 考 0; 则 al50; 因 为 a* 0 二 0 
《d) 任 一 整数 = 部 能 被 士 1 和 士 a 整除 ,它们 有 时 被 称 之 为 4 的 平凡 因子 ， 
下 面 的 定理 给 出 整除 的 基本 性 质 5 问 题 11. 28 给 出 证 明 ). 
定理 11.8 设 a,p,e 为 整数 . 
“如果 ae 有 ec* 则 佐 1c， 
《ii) 如 果 5 那么 对 于 任 一 整数 zya bX， 
《iiiy 如果 aa bp 旨 a (BOB a (be), 
Civ) 如 果 al5 有 Hb 了 0; 则 a== 土 #8 或 |a| 过 |5|， 
CV) nb Hbla-Wlal = 18|B a= 


[= 
il 
一 上 
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Ci) 如 果 aj1 则 < 一 一 1 
击 ( 说 和 (说 ) ,我 们 全 下 耐 - -个 重要 结论 ， 

推论 11.9 设 alb 且 ale; 则 对 于 任意 的 歼 数 + 和 y 有 at 十 cy 
我 们 称 表 达 式 bx 十 cy 为 ic 的 线性 组 人 台 . 


素数 


如 果 一 个 正 整数 六 全 让 只 有 困 子 七] 和 十 p; 即 总 有 平凡 因子 ,我 们 称 其 为 素数 . 如 果 焉 
整数 好 人 1) 不 中 素数 , 则 称 其 为 令 数 . 注音 到 .如 果 nt>1) 丰 合 数 ,那么 n= 二 aB8, 革 中 1< 之 a ,p< 


区 
例 11.4 (2) 整数 2 和 7 吡 素数 ,而 6 一 2，3 和 15 二 3" 5 十 合 数 . 
Ch) 下 徊 是 50 以 内 的 素数 . 
2, 3, 5, 7. 11，13、17，15，23，29. 31. 37, 41, j;. 47, 
Le) 尽管 21,24 和 1729 不 是 素数 ， 但 它们 部 避 写 成 素数 的 积 . 
21 一 3。7， 24=2 2，2 3 一 2 +3, 1729=7. 13.19 
算 丰 基本 定理 指出 任意 天 于 1 的 此 娄 部 呆 以 写成 素数 的 积 , 并 且 从 本 质 上 讲 写 法 契 
惟一 的 ,算术 基本 定理 是 - :个 深刻 的 证 明 有 些 难 度 的 定理 ,但 是 在 证 明 这 种 积存 在 
这 一 点 上 ,利用 归纳 法 很 容易 ， 
定理 11 10 任意 大 于 1 的 整数 部 可 写成 素数 的 积 . 
注意 ,一 个 积 可 能 只 有 一 个 因子 组 成 ,所 以 素数 关 本 身 是 素数 的 积 , 由 于 定理 11. 10 相对 
比较 简单 ,我们 在 这 里 给 出 证 明 . 
证 明 用 数学 归纳 法 . 当 n 一 2 时 .因为 2 是 素数 ,所 以 评 是 - -个 素数 积 . 假设 > 2 时 ,定理 


对 于 小 于 的 止 整数 成 立 , 如 果 nn 基 素数 , 则 及 是 :个 素数 积 , 如 果 是 合 数 ; 则 n= 二 a5b, 其 中 


如 sp<< hi 由 


由 数学 归纳 法 得 a 和 6 是 素数 积 , 内 此 2 一 ap 也 是 素数 积 . 


欧 几 童 得 证 明了 算术 基本 定理 ,也 被 问 上 及 起 否 存 企 一 个 最 大 的 素数 . 他 这 样 辐 答 了 这 个 问题 : 


定理 
证 明 


11.11 没有 最 太 的 素数 . 也 六 古训 本 在 夺 限 多 个 索 数 ， 
假设 只 有 有 限 个 素数 , 设 它 们 为 pi , 户 ,… 加 , 状 虑 束 数 
n= pp p 1. 


由 于 是 素数 积 ( 定 青 11.10), 所 以 nn 一 定 被 素数 整除 .不 妨 设 其 为 ps ,注意 到 pi 也 整除 1 ps 
pp 因此 pe 整除 


nppp = 1, 


这 是 不 可 能 的 ,所 以 xn 被 其 他 的 某 个 泰 数 整除 . 这 与 假设 只 有 pi; pi"….pm 是 素数 也 盾 . 因此 
素数 的 个 数 是 无 限 的 ,定理 得 证 . 


11.6 最 大 公 因 数 、 带 余 除法 


设 a,b 是 整数 且 不 全 为 0, 整 数 必 称 为 a 洲 的 公 因 子 , 如 果 a'a 且 a1b, 注意 1 是 a 和 5 的 
正 的 公 因 子 ,a 和 5 的 任何 公 因 子 静 不 能 大 于 |ai 和 15' ,这 和 样 就 存在 a 和 的 一 个 最 太 的 公 因 


子 , 记 为 


Secdf ca 


称 之 为 4.5 的 最 大 公 因 


例 11.5 


ta) 12 各 18 的 人 因子 有 十 1, 士 2, 士 3, 士 6, 因 此 
dd2.18 一 6. 
类 似 地 ， 
gcd(l2,—18) = 6,gcd(12,—16) = 4,gcd(29,15) = lgcd(14,49) = 7. 
cby 对 于 在意 整数 u 有 Bedflya) 一 1 
《c) 对 于 任 痘 素数 p, 有 
gcdtpsa} 二 pp 或 gcdCpsal = 1., 


[Me 
和 


结果 取决 于 pla 或 pa. 
(d) 设 a 居 正 数 , 那 么 a|5 当日 仇 洁 gedla,P) 一 a. 
下 面 的 定理 (证 明 在 问题 11. 30 中 ) 给 出 了 最 太公 因数 的 男 一 个 特征 . 
定理 11.12 设 4 是 上 形 如 azx 十 by 的 最 小 的 正 整 数 , 则 4 二 gcd(a,B). 
推论 11. 13 设 d=gcdta,5), 则 一 定 存 在 整数 和 使 得 4d 一 ax 十 by 
下 面 是 刻画 最 大 公 因 数 的 另 一 种 方法 ,这 种 方法 不 使 用 不 等 关系 . 
定理 11.14 ”一 个 正 整数 4 一 gcd(a;8) 当 且 仅 当 d 有 下 列 两 个 性 质 ， 
(1) d 既 整 除 a ,又 整除 入 
(2) 如 果 “ 既 整除 ea 又 整除 5b, 那么 c| 纪 
下 面 是 最 大 公 因 数 的 简单 性 质 : 
(a) gedKa =—gcdtb ay. 
Ch) 如 果 xm>0, 那 各 gcdtaxs5x) 一 gcd(la'5), 
《c) 如 果 9 二 gedla; 六 ,那么 gcdlalaq,b!d)=1. 
《dy 对 于 任意 整数 r,gedkaB6) 一 gedfa yp 二 cr)， 
带 余 除法 
设 ga;5 为 整数 有 4 二 gedta,5), 人 们 总 可 以 通过 列 出 a 和 5 的 所 有 因子 ,然后 选择 最 太公 
因子 来 发 现 d. 设 wn 二 a 十 5, 计 算 因 子 的 个 数 ,这 种 代数 方法 的 复杂 性 为 fln) 一 OCYn). 同样 我 
们 也 没有 给 出 任何 方法 来 求 +x,» 使 得 
d= arttby 
下 面 我 们 介绍 一 种 非常 有 效 但 性 质 复杂 的 代数 方法 fCm) 二 O(logn), 求 最 太公 因数 4 一 
ged(las bd) 和 zy. 
这 种 代数 方法 我 们 称 之 为 带 余 除 法 , 它 是 由 反复 运用 长 除法 梅 成 的 . 我 们 用 一 个 例子 来 说 
明 这 种 方法 . 
例 11.6 设 4 一 540,5 一 168. 我 们 通过 用 a 除 以 ,然后 重复 地 用 余数 除 以 除数 直到 余数 为 零 
的 方法 来 求 9 一 gcd(a,5). 具体 步 又 如 图 11 - 3 所 示 . 最 后 一 个 非 零 余数 是 12, 于 是 
12 = ged(540,168). 


这 根据 以 下 事实 , 
ged(540,168) 一 gcd(168,36) 一 gcd(36,24) = gcd(24,12) = 12. 


3 4 1 2 

168]540 36 本 168 24T36 12]24 

504 A144 24 24 

一 让 于 ~ 0 
图 11-3 


下 一 步 我 们 来 求 z,y 使 得 
12 一 540z 十 168y 

图 11 - 3 中 的 前 三 个 商 满 足下 列 等 式 : 
(1) 540 二 3C169) 十 36 或 36 二 540 一 3(168), 
(2) 168 一 4(36) 二 24 或 24 一 168 一 4(36). 
(3) 36 一 1(24) 十 12 或 12 一 36 一 1(24). 
由 等 式 (3) 得 12 是 36 和 24 的 线性 组 合 . 我 们 用 (2) 式 来 代替 (3) 式 中 的 24, 可 以 把 
12 写成 168 和 36 的 线 件 组 合 如 下 : 
C4) 12 =36—1-168—4(36)]=36—1(168) -4536) 

一 5(36) 一 1(168). 
将 局 ) 代 人 人 (4) ,可 以 将 12 写成 168 和 540 的 线性 组 合 如 下 : 
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12 = 5[540— 3(168)] — 1(16g) 
350C540) - 15C168) ~ 1(168) 
一 Do540)7 — 16(168), 
这 就 是 我 们 所 要 求 的 线性 组 合 ; 因 此 x7=3 ?一 16. 
最 小 公 悦 数 
设 ae 和 #5 是非 零 整数 ,|a5| 就 是 a 和 5 的 一 个 正 的 公 倍 数 . 因此 存在 ua,2 的 一 个 最 小 的 公 
倍数 , 记 为 


lemiasp). 
我 们 称 之 为 a 和 & 的 最 小 公信 和 数 . 
例 11.7 《al lcm(2.3)=6; lem{4,6)=12; lem(9,10}=90. 
tb) 对 于 任意 正 整数 4a 有 lcem(t1,a) 二 a. 
《c) 对 于 任意 的 素数 p 和 正 整 数 a 有 
Iiem(pya) 二 a 或 lemtpya) = ap. 
结果 取决 于 pla 或 plua. 
《中 设 a 和 上 5 是 下 整数 ,那么 a'& 当日 仅 当 icmka 全 一 已 
下 面 的 定理 给 出 了 最 关公 因数 与 最 小 公 售 数 之 间 的 一 个 重要 关系 . 
定理 11.15 浚 4 和 5 是非 零 整数 , 则 


lcmta;b} = 


| 
gedta sp) 


11.7 算术 基本 定理 


下 面 讨 论 算术 基本 定理 ,首先 我 们 需要 介绍 扎 素 的 概念 . 
互 素 
两 个 整数 a 和 总 称 之 为 互 素 ,如 果 
gcdtasb) = 1, 
因 班 如 果 a 和 5 互 率 ,那么 仔 在 之 和 > 使 得 
af 十 上 9 一 | 
反之 ,如 果 ar 十 py 一 1, 则 aa 心 互 素 . 
例 11.8 (a) 观察 得 
gcdt1l2,35) 二 1, gcdt49;18) 一 1， gcd(21,64) 一 1， gcd(— 28,45} 一 1. 
Cb》 如 果 p 和 g 是 两 相 异 的 素数 , 则 gcdtp,9) 二 1, 
tec) 对 于 任 膏 穆 数 a4, 我 们 有 


gcdtaysa+1)=1., 
些 据 a 和 < 十 1 的 在 何 公 因 子 必 上 整除 它们 的 差 (Ca 十 1 一 az 一 1 而 得 . 

由 于 下 面 的 结 挟 互 素 关系 尤为 重要 ,我 们 将 给 出 第 二 个 定理 的 证 明 ， 

定理 11.16 设 gcdiay 四 二 1,a 和 5 部 整除 cc, 则 af 整除 c. 

定理 11.17 设 albc 有 gcdta,2)==1, 则 al|c. 

证 明 ”因为 gcdta; 丰 二 1, 所 以 存在 x 和 > 使 得 az 十 by 一 1: 等 式 乘 以 < 得 

or Tiy = 

我 们 有 alacz 是 a1bey; 根 据 假设 a|Be. 因此 a 整除 和 和 acr 十 pc3y 一 < 

推论 11.18 设 一 来 数 思 整除 积 ab, 则 pla 或 p 

这 个 推论 来 源 于 欧 儿 里 得 ,实际 上 它 是 欧 几 里 得 证 明 算术 基本 定理 的 基础 . 

算术 基本 定理 

定理 ]1. 10 指出 每 一 个 整数 是 素数 的 积 , 但 是 不 同 素 数 的 积 能 否 得 到 同样 的 数 呢 ?9 显然 
我 们 可 以 重新 安排 素数 内 子 的 顺序 , 例 旭 


离 获 数 学 


30=2.3*5=5"2+.3=3.2.5. 
算术 基本 定理 (在 问题 11. 35 中 证 明 ) 指 出 如 果 两 个 "不 网 的 ? 彩 ! 得 到 同样 的 数 , 仪 仅 是 乘积 内 
式 重 新 排序 而 忆 ， 
定理 11. 19{ 算 术 基 本 定理 } 每 个 整数 *(>1) 几 能 被 惟一 的 (不 计 上 顺序? 表示 成 素数 的 
积 . 
nn 的 分 解 式 中 的 素数 不 一 定 要 个 癌 . 因此 把 所 有 相等 的 素数 结合 起 来 很 有 用 ,n 可 表示 为 
以 下 形式 


n= pr pr pr, 
式 中 加 是 正 的 ,日 记 拉 户 拉 全 全 包 . 上 式 称 为 二 的 标准 分 解 式 . 
例 11.9 设 a=21 3 7，11。，13:8 一 2 :35 11。，17. 求 & 一 gcdfay pi 一 lemta yp)， 
(a) 先 求 4= gcedta 那些 在 a 和 记 中 彤 出 现 的 素数 训 ,如 2.3 和 1 霸 将 在 过 中 出 
现 .p, 在 4 中 的 指数 取 a 和 中 较 小 的 一 个 ,因此 
d= gcdah}) = 2 .3+ 1] = 792, 
(b) 下 :和 步 求 m=lemgay an 那些 在 < 或 者 六 中 出 现 的 素数 户 , 如 2,3.5,7,11.13 和 
17 将 在 六 中 也 出 现 : 己 在 x 中 的 指数 取 a 和 15 中 较 大 的 一 个 ,因此 
和 一 |ecmfay) 
=—2 oF 3 17. 
我 们 者 习惯 于 用 算术 基本 定理 ,以 第 于 认为 它 尤 需 证 明 , 而 欧 几 里 得 发 现 它 过 要 让 
明 , 计 且 第 一 个 证 明了 这 个 定理 ,我们 通过 举 :个 不 满足 这 个 定理 的 数组 来 强调 这 
个 定 埋 的 咎 归 性 . 
例 11.10 设 FF 是 形 如 3x 一 1 的 止 药 数 集 . 王 由 下 州 数字 徇 成 
1,4,7,10,13,16.10,22,". 
注意 到 下 中 岗 数 池 的 程 全 在 请 中 ,因为 
《37 二 13 十 一 9 十 3 十 3 十 ] 二 33x 十 一 十 1 
关上 素数 的 定 关 在 下 中 同样 有 意义 .下 中 开始 的 几 个 素数 为 
4.7.10.13.19.22，25.…。 
尽管 4 二 2，2. 但 数字 2 不 在 下 中 ,4 在 下 中 是 素数 ,因为 < 除了 1 和 4 外 无 其 他 因 
子 , 业 似 地 ,10,22,25.… 在 丰 中 也 为 素数 ,注意 100==3033) 十 1 属 十 下 ,但 是 100 
在 下 中 有 两 个 在 本 质 上 不同 的 FF 中 素数 的 分 解 式 : 
100 = 14*r25, 100= 10:10, 
因此 下 中 数 的 未 必 只 有 惟一 的 王 中 素数 的 分 解 式 . 


11, 8 同 余 关系 


设 六 是 一 正 整 数 ,我们 说 aa. 产 模 况 同宗 ,i 办 
引证 六 (meodujo za) 或 简写 为 4 二 bmod zz) 

如 麻 m 能 整除 2 一 ,整数 m 称 为 杰 . 不 能 整除 时 这 为 a 关 zmod p27). 例如: 

(iD 87 三 23Cmod 4) ,因为 4 整除 87 一 23 二 61. 

(il 67 二 1tmod 6) ,因为 6 整除 87 一 1 一 66. 

【iiy 72 寺 一 5(mod 7) .因为 了 整除 72 一 (一 5 一 ?7. 

(Civ) 27E8(mod 9) ,因为 9 不 整除 27 一 8 一 19. 

下 面 的 定理 (在 问题 11. 40 中 证 明 ) 指 出 模 mw 同人 是 一 个 等 价 关 系 . 

定理 11.20 设 mr 是 正 整 数 ,那么 

Ci) 对 于 任意 整数 ,有 a 二 a (med rn}. 

[ii 如果 4 三 bmod 区 ) , 孝 么 Ba tmod 了 到) 

cn) 如果 # 寺 mod mr} .6 二 cinnod za ; 册 和 如 a 三 i (imod mm)， 
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注 
因此 
hn 


了 是 


设 加 是 下 数 ,a 是 什 屋 整数 , 由 傍 余 丈 法 ,存在 玫 数 和 并 0 委 r 加 使 得 as 一 ze 十 天 


ta -rr 或 aa 一 zfmoaqd m). 


(1) 任意 整数 = 异 普 都 与 下 列 集合 中 惟一 的 -个 整数 同 余 . 
{10,132.01 ]}. 


一 性 可 由 in 不 能 整除 集合 中 两 个 整数 的 其 推 得 . 


《2) 任意 两 个 整数 a 和 5 和 模 m 同 余 , 当 且 仅 当 它们 除 以 m 所 得 余数 相同 . 


剩余 类 


婚 然 模 m 同 余 是 一 等 价 关系 ,都 么 它 就 把 整数 集 世 分 成 了 互 不 相交 的 等 价 类 ,我 们 称 之 
为 模 亚 剩余 类 , 由 以 上 上 表述 ,一 个 剩余 类 由 所 有 的 被 xm 除 余数 相同 的 数组 成 ,因此 有 m 个 这 


样 的 剩余 类 并 日 每 一 个 剩余 类 都 怡 怡 含有 
{0,] 


余数 集中 的 一 个 整数 ， 


1 一) 


一 般 地 ,一 个 击 斑 个 种 数组 成 的 集合 {at ye ,aewy 称 为 模 m 的 完全 剩余 系 ,和 如果 每 一 个 a 
到 白 一 个 不 同 的 剩余 类 , 因此 从 0 到 mw 一 1 的 整数 构成 了 一 个 完全 剩余 系 . 事实 上 ,任何 个 


表示 包含 的 模 六 的 
[+]= aE 


如 或 [x 


记号 Lx 


因此 ,剩余 类 可 以 记 为 


连续 的 整数 都 构成 一 个 模 m 的 完全 剩余 系 . 


剩余 类 ,也 就 臣 邵 些 和 zz 问 余 的 整数 , 换 各 话 说 


Fr mad p21}! 


CO,01i,T2.,.00 [mo 11. 


或 者 选择 完全 剩余 系 中 的 其 他 整数 ， 
例 1t.11 模 z2 一 6 的 和 余 类 如 下 : 


一 人 一 12 一 ,06 12.18… 


3,319,15.21*"}， 


[3] = 人， 

[1 一 1， 

[4]=! 

[2] = 人 

-5 一 全 
注意 到 ! 一 2, 一 1,0,1,2,3} 也 是 


同 余 的 计算 


13， 


9， 


一 17, 一 11. 一 5.1,7.13,19.…》， 
1 
,一 16 ,一 10， 一 4.2, .88142001 
,一 13, 一 ?一 15.11.17,23…， 


8, - 2,4,10,.16,22"} 


和 
1 


模 6 的 完全 剩余 系 . 


下 面 的 定理 (在 问题 11. 41 中 证 明 ) 指 出 在 加 法 和 和 潜 法 下 , 同 余 关 系 很 像 等 于 关系 ， 
定理 11.21 设 a 寺 rtmod mm) ,Hd(mod m), 那么 


《iy 如 十 Be 十 cmod m) 


[ii a hc * dmod m). 


注 设 ptx) 是 - 整 系数 多 项 式 ,如 果 
pt (mod m). 
例 11. 12 观察 2==83Cmod 6) 和 5 二 41(mo 


(iD 2 十 3 三 8 十 41(mod 6 或 了 二 


SS 二 iCmeod 2) , 则 反复 运用 上 述 定理 可 以 证 明 p(s) 


d 6) 拷 么 
49tmod 6). 


(ii 2» 58 "41imod 8) 或 10 一 3280moq 6). 


设 PCr) 二 3 一 ?zx 十 5. 那么 


pl2) = 12—14+5= 3,p(8) 一 192 一 86 上 5 一 141 


四 此 3 三 141Crmod 6)., 


剩余 类 的 运算 


模 如 剩余 类 的 如 法 和 乘法 定义 如 下 ， 
[al+ 0] = ierel,ca]* 10] = Ll]. 
考虑 模 m 二 6 的 剩余 类 ， 
[oj, [lj, [2i, [3], L4j, [3]. 
则 


2j]+L3]=[5],[L4]+[L5j =[L9]=[3],L2].L2]=[4],[21[5] = [10] = [4]. 
定理 11.21 的 指出 上 述 定义 是 有 意义 的 , 即 剩 余 类 的 和 与 积 与 代表 元 的 选取 无 关 . 

模 痉 剩余 类 只 有 严 个 ,因此 当 产 较 小 时 容易 写 出 它们 的 加 法 表 和 乘法 表 . 图 11-4 指 出 
了 模 m 一 6 的 剩余 类 的 加 法 表 和 乘法 表 . 为 方便 计 省 去 了 方 插 芒 ,而 直接 用 数学 0,1,2,3.4,5 


表示 剩 余 类 . 
十 DT234 5 XX I 0 1 2 344 5 
Oo 1 2 3 4 5 yo oo 0 ov 
| 253 1 3 0 1 1 2 3 + 3 
212 3 4 5 3 1 2 8 2 4 G&G 2 4 
313 4 5 0 1 2 3 8 3 0 3 Bb 3 
i111 5 3 1 2 3 ti 1 2 0 1 2 
3|5 0 | 2 3 4 5 0 5 4 3 2 1 
图 11 一 4 


模 mz 的 整数 记 为 Z，: 指 的 是 集合 
Bn = 0123, Oo 1}. 
其 于 如 法 和 乘法 是 通过 模 mm 的 运算 定 头 的 , 换 句 话说 是 剩余 类 上 的 禄 应 运算 . 例如 ,图 11 -4 
也 可 以 和 看 做 是 Zz 的 莱 法 甫 和 加 法 表 . 这 意味 着 


Z 与 模 m 剩余 张 的 运算 没有 本 质 的 区 别 , 因 此 可 以 通用 . 


局 余 的 消去 律 
回忆 整数 满足 ; 


消去 律 ;: 如果 ab 一 ac Ha 了 0, 则 =e 


一 般 的 运算 和 模 m 运算 之 间 最 大 的 不 同 起 二 而 的 消 云 律 对 十 同 余 关 系 不 满足 , 比如 
3.1 二 3:5Cmod5) 们 ”1 关 5C(mod 6). 
也 就 是 说 ,即使 3 天 00med6) 我 们 也 不 能 消去 3, 但 是 对 于 同 余 关系 我 们 有 修正 的 消去 律 . 
定理 11. 221( 修 正 消去 律 )〗 设 ab==ac(mod 21m) gcd(aym) 二 ,那么 5c(mod nn), 
上 面 的 定理 是 下 述 更 一 般 结论 的 推论 (在 问题 11. 44 中 证 明 ). 
定理 11.23 设 aypaclmod m) ,d=gcdla,m) ,WI bc(mod aed) 
例 11,13 考虑 下 面 的 同 余 式 


6 = 36tmod 10). C1) 
因为 3 和 模 1¢ 互 素 ,我 们 可 以 在 51) 式 的 两 端 同 除 以 3 ,得 

2 12(mod j10)， 
注意 到 我 们 不 能 在 (1) 式 两 边 回 除 以 6, 因为 

1 天 mod 10)， 
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但 由 定理 11. 23, 我 们 可 以 站 (1) 式 两 端 同 除 以 6 同时 将 模 除 以 2 一 ged66,10), 即 
1 = f(rmod 5), 
注 设 志 为 素数 , 则 整数 1 到 pp 一 1 都 与 p 互 素 ,这 样 通常 的 消去 律 当 模 为 素数 pp 时 满 


如 昌 qb 三 artmod Pp} 且 a 关 0Cmod 1) ;那么 5ctmod p), 


这 样 Z2, 模 素数 的 整数 在 数论 上 起 到 了 特殊 的 作用 . 
简化 剩余 系 和 欧 拉 画 数 


修正 消去 律 定理 11. 22 表明 那些 与 模 疡 互 素 的 整数 起 着 特殊 的 作用 , 注意 到 4a 与 互 素 
当 且 侈 当 剩 余 类 [Le 中 的 每 一 个 元 素 都 与 x 互 素 ,于 是 我 们 可 以 讨论 与 闫 互 素 的 剩余 类 . 
与 mm 五 素 的 剩余 类 的 个 数 即 从 1 到 到 (不 包括 ?中 与 天 豆 素 的 数 的 个 数 记 为 
imm), 
函数 tm) 称 为 欧 拉 丽 数 ,1 到 mm 中 与 m 瑟 素 的 整数 ,或 更 一 般 地 ,任何 信 (m0) 个 与 m 互 
素 的 不 同 余 的 整数 列 称 为 社交 的 简化 剩余 系 ， 
例 11.14 《a) 考虑 模 六 一 15, 在 1 与 15 之 癌 有 8 个 与 15 互 素 的 整数 
1, 2, 4，7.8，11，13，14. 
这 样 客 (15) 一 8 并且 上 面 的 3 个 整 煞 组 成 了 一 个 模 15 的 简化 剩余 系 ， 
(hh) 考虑 任意 素数 记 , 所 有 的 数 1,2…p 一 1 与 请 互 素 , 即 何 ( 训 ) 一 疡 一 1. 
一 个 定义 域 为 正 幕 数 N 的 函数 了 称 为 可 乘 的 ,如 果 当 a 和 5 互 素 时 ,有 
fap) = fl fee). 
下 面 的 定理 (在 问题 11. 51 中 证 明 ) 是 有 用 的 . 
定理 11.24 殉 拉 函数 是 可 乘 的 , 即 若 ae, 互 素 ,那么 
Cia) = Ca GAD). 


11.9 同 余 式 
一 个 同 余 多 项 式 方程 或 称 一 个 司祭 方程 (关于 未 知 数 zx) 是 如 下 形式 的 方程 


Ga a 二 0 (mod m) 攻关 
这 样 的 一 个 方程 称 为 了 次 的 ,如 果 必 天 0(mod mm). | 
设 s 三 i:{mod ia) ,那么 :是 方程 (x ) 的 解 当 和 且 仅 当 : 是 (x ) 的 解 . 这 样 < x ) 解 的 个 数 即 为 
不 同 余 的 解 的 个 数 , 即 在 下 面 集合 中 解 的 个 数 
107111200 27m 1}. 
当然 ,这 些 解 总 可 以 通过 一 个 一 个 地 试 得 到 ,也 就 是 说 ,把 这 m 个 数 当 中 的 每 一 个 数 代入 方程 
《* ) 中 看 着 它 是 否 确实 满足 方程 . 
方程 ( * ) 的 完全 解 是 不 同 余 的 解 的 最 大 集合 :而 方程 (* ) 的 一 般 解 则 是 所 有 满足 C* ) 的 
解 , 一 般 解 可 以 通过 把 所 有 mz 的 倍数 加 到 完全 解 上 得 到 . 
例 11.15 考虑 下 列 方程 
《ay 十 十 1 二 0Cmod 4). 
Cb) zx? +3=0mod 6), 
《ce zi CO—1=0(mod 8). 
我 们 通过 试 的 方法 来 求解 , 
(a) 由 于 0,1,2,3 都 不 满足 方程 ,所 以 无 解 . 
《b) 在 0,1.…,5 中 只 有 3 是 解 , 这 伴 一 般 解 由 形 妇 3 二 62(RE Z 的 整数 组 成 . 
《c) 有 四 个 解 .1,3 汪 和 7, 这 说 明 一 个 闻 次 同 余 方程 可 以 有 多 于 ?2 个 的 解 . 
我 们 强调 研究 辐 余 方程 不 仅仅 是 为 了 永 解 , 它 总 可 以 通过 试 的 产 法 来 求 . 我 们 的 主 
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要 兴趣 是 ,不 断 探索 技术 帮助 我 们 求解 这 种 方程 的 技术 ,并 探讨 在 何 种 条 件 下 解 存 
在 且 有 老少 个 解 . 这 一 点 对 于 下 面 要 研究 的 线性 同 余 方程 成 立 . 我 们 还 将 讨论 中 国 
剩余 定理 ,从 本 质 上 说 它 是 一 个 线性 同 余 方 程 组 . 
注 1 同 佘 方程 的 系数 起 可 以 在 横 如 下 化 简 , 因 为 将 会 得 到 一 个 等 价 方程 , 即 同 解 方程 . 
例如 ， 
15t -本 28 十 14=TImod6y ,3t2 一 dz 十 2=0finod6y 3xz2 一 2 十 2 三 人 mod6) ， 
是 等 价 方程 ,因为 系数 模 mm 二 6 同 余 . 通常 我 们 在 0 到 闵 一 1 或 一 /2 到 za/2 之 间 选 择 系 数 . 
注 2 内 为 我 们 是 在 模 mz 剩余 类 中 寻找 方程 (x ) 的 解 , 而 不 是 在 所 有 的 整数 中 ,所 以 可 把 
方程 ( x ) 看 做 是 Zr 上 的 方程 而 不 是 上 的 方程 . 在 此 意义 下 方程 (* ) 解 的 个 数 是 指 Zm 中 
解 的 个 数 ， 
线性 同 党 方程 ;art 寺 1(mod mm) 
首先 ,我 们 考虑 特殊 的 线性 同 余 方 程 
ar = 1(mod m). CE) 
这 里 a 关 0Ctmodm). 有 下 面 的 定理 {在 问题 11. 85 中 证 明 )， 
定理 11.235 如 果 a 和 mm 互 这 ,那么 az 三 1(mod mm) 有 惟一 解 ,否则 无 和解 . 
例 11.16 (a) 考虑 同 余 方 程 


6z = 1(mod 33), 
注意 到 gcdt6,33) 二 3, 所 以 该 方程 无 解 ， 
(b) 考虑 同 余 方 程 
7Y = limod 9). 
这 里 ged67 ,9) 二 1; 因 此 该 方程 有 惟一 解 ,尝试 0,1,…8, 我 们 发 现 
T(t4) = 28 三 1l{mod 9). 
因此 x 一 4 是 惟一 解 . (一 般 解 是 4 十 9g,kEZ.) 
假设 方程 * * ) 有 解 ,也 就 是 说 gcdta,m) 二 1, 并且 模 很 大 ,那么 欧 几 里 得 带 余 
除法 可 以 用 来 求解 , 特别 地 ,我 们 用 带 余 除法 求 xo ,yo 使 得 
ar0 十 myo 二 1. 
由 此 得 出 er 到 1Cmod mm) ,也 就 是 说 mm 是 方程 (* * ) 的 一 个 解 . 
例 11.17 考虑 下 面 的 同 余 方程 : 


8 三 1mod255)。 
利用 带 余 除法 ,可 得 ged(81,256) 二 1, 因 此 方程 有 惟一 解 . 由 于 模 mw 一 256 相对 较 
大 , 斌 或 许 不 是 一 个 求解 的 好 方法 ,因此 对 于 < 一 81 和 m= 二 256 运用 带 余 除法 . 如 
例 11. 6, 求 得 mm 一 一 25 yo 二 7 使 得 
81xzo 十 25630 = 1, 
这 就 意味 着 zo 一 一 25 是 方程 的 解 , 再 加 上 256 得 到 处 于 0 和 256 之 间 的 惟一 解 
之 一 231 


线性 同 余 方程 :qx 三 blmod 72) 
现在 考虑 更 一 般 的 同 余 方 程 
ay bmod m). 人 关 关 关 》 
a 天 0(mod rz). 首先 考虑 a 和 mx 互 素 的 情况 (在 问题 11. 66 中 证 明 ). 
定理 11.26 设 a 和 sm 互 素 ,那么 ax 圭 6tmod m) 有 惟一 解 . 另外 ,如果 是 az 二 
lmod m) 的 惟一 解 ,那么 


二 
是 nz 寺 b(mod m2} 的 惟一 和 解 . 
例 11.18 (a) 考虑 癌 祭 方程 


第 十 一 章 ”整数 的 和 忻 质 


37 寺 5(mod 8). 
因 3 和 8 互 素 ,方程 有 有 惟一 解 . 试 一 试 0,1,…,7, 得 
347) = 2 = 5(mod 8)., 
于 是 x 二 7 是 方程 的 惟一 解 . 
(b) 考虑 同 余 方程 


33z = 38(mod 280), 1) 
因 gcdt33,280) 二 1, 方 程 上 8 惟一 解 ,尝试 或 许 不 杰 有 效 , 因 为 m 二 280 较 大 . 我 们 用 
带 余 除数 求 下 式 的 解 

337 生 lmod 280). (2) 


即 像 例 11. 6 一 样 , 求 得 ze 一 17 yr 二 一 2 是 下 式 的 一 组 解 
33z, 十 280%y6 一 1， 
这 就 意味 着 S$ 一 17 是 C2) 的 解 ,那么 
sp 二 17(38) = 646 
是 (1) 的 解 ,将 646 用 mx 一 280 除 ,得 余数 
工 二 86， 
为 (1 在 0 与 280 之 间 的 惟一 解 .一般 解 是 86 十 280&,&EZ,) 
王 面 的 定理 (在 问题 11. 67 中 证 明 ? 指 出 了 方程 C* x* x ) 的 一 般 情 况 下 解 的 过 程 , 
定理 11.27 设 方程 ax=b(mod m) ,4d 一 gcd(a,m). 
(i) 若 a 不 整除 5, 则 ar 二 5b(mod mm) 无 解 . 
《ii) 若 避 整除 5, 则 ax 三 bC(mod iw) 有 dd 个 解 , 它 们 模 m 与 下 列 方程 的 惟一 解 同 余 
Ar = Blmod MD 
其 中 ”A=a/d,B=b/d, M=m/d. 
注意 到 ,因为 gcdqcA,MD = 二 1 所 以 可 运用 定理 11. 26 求 定理 11.,27 中 的 方程 Ax 圭 BC(mod 
MD 的 解 . 
例 11.19 分 别 解 同 余 方程 :(a)4zrs9(mod 14), (by8zx 二 12(mod 28). 
Ca) gcd(4,14)= 二 2, 但 2 不 整除 9. 因此 方程 无 解 . 
《b) 因为 4d 一 gcd(8,28) 一 4,4 二 4 整除 12, 所 以 方程 有 d=4 个 解 ,将 方程 中 每 一 个 
数 都 除 以 4==4 得 同 余 方程 


2 = 3(mod 7) 
有 惟一 解 , 一 个 一 个 地 试 0,1,…,6 发 现 5 是 方程 (1) 的 惟一 解 ,依次 将 7 的 倍数 加 
到 方程 (1) 的 解 5 上 得 ， 
5 十 7 一 12，5 十 2(7) 一 19 $5 十 3(7) 一 26. 
于 是 5,12,19,26 就 是 原 方程 (b? 的 4 个 解 ， 
注 例 T1.19 中 方程 (1) 的 解 是 遂 过 尝试 的 方法 获得 的 ,但 当 模 mx 较 大 时 总 可 以 用 带 祭 
除法 求 其 惟一 解 , 如 例 11. 17( 见 问题 11. 61). 


中 国 剩余 定理 


有 一 个 古老 的 中 国 谜 题 , 如 下 


换 句 话说 ,我 们 要 探求 下 列 三 个 同 余 方 程 的 公 此 解 
二 2Cmod WD ,x = 4(mod 5) ,7 = 6(mod 7)， 
观察 模 3.5 和 ? 是 两 两 互 素 的 ,下 面 的 定理 告诉 我 们 方程 组 有 一 模 M 一 3，5，?7 一 105 的 作 解 . 
定理 11. 28{ 中国 镜 余 定理 ) ” 设 有 方程 组 
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离 散 数学 


Tn(tmod my rr mod mr rmod me) Cx) 
m, 两 两 互 素 ,那么 方程 组 有 一 模 MM=mims…me 的 惟一 解 . 
实际 上 对 于 方程 组 ( * ) 的 解 可 以 给 出 一 个 明确 的 公式 ,我 们 称 它 为 命题 . 
命题 11.29 党 虑 同 余 方程 组 Gx) 设 MM 一 zmm…m,, 且 


A 一 A :NL 一 MM, = 这 
nl Tia nt 
《那么 每 一 对 m, 和 1, 五 素 ). 设 和 分 别 是 下 列 同 余 方 程 的 解 
MIz 二 Ttmodoa ,Mx = 1(modm) ,7 ,Miz 1modm), 


那么 
Xo 一 AS 十 Rsar 十 -Ar Cx¥) 

十 方程 组 ( x ) 的 解 . 

现在 我 们 用 两 种 方法 解 最 初 的 恋 题 . 

方法 一 ”首先 我 们 运用 定理 来 解 前 面 两 个 方程 ， 

《al rmod 3), {bx = (mod 5) 
由 定理 知 方程 模 M 一 3， 5 一 15 有 惟一 解 ,在 第 二 个 方程 (b) 的 解 zx 一 4 上 ,加 上 模 闷 一 5 的 傍 
数 ,我 们 得 到 下 面 3 个 小 于 15 方程 Gb) 的 解 
4, 9, 14, 

在 方程 (a? 中 检验 每 一 个 解 , 求 得 14 是 两 方程 的 惟一 解 . 

现在 我 们 用 同样 的 过 程 来 解 下 面 两 个 方程 

(cj rld(mod 1]5), Cd} x = (mod 7). 
由 定理 知 方程 模 M 一 15 * 7 二 105 有 惟一 解 ,在 第 一 个 方程 的 解 x 一 14 上 加 异 mm 一 15 的 倍数 ， 
得 到 下 面 7 个 小 于 105 的 方程 (ce) 的 解 
14, 29, 44, 59, 74, 89, 104. 
在 方程 (由) 中 检验 方程 Cc} 的 一 些 解 , 求 得 104 是 两 方程 的 公共 解 ,因此 
r= 104. 

是 满足 所 有 三 个 方程 的 最 小 的 正 整 数 解 , 这 就 是 这 个 古老 许 题 的 答案 ， 

方法 二 ”用 上 述 记 号 ,得 

M=3*+5*+7=]105,M =105/3=35,M =105/5=2],M, = 105/7=15. 
我 们 现在 来 求 下 列 方程 的 解 
357 生 ll(mod 3)， 21]x 三 1l(mod 5}, 15x = 1(mod 7). 
化 简 35 模 3,21 模 5 和 15 模 7, 我 们 得 到 方程 组 
2 三 1mod3)， 7 三 l(mod5}, zx 二 1(mod7?). 

这 三 个 方程 的 解 分 别 是 ， 


51 =21 54=]， #5; 二 1], 
将 它们 都 代 人 公式 (x * ) 得 到 原 方 程 组 的 解 : 
2 一 30*22 二 2 sd4 二 15。1 68 一 314. 
将 这 个 解除 以 模 M= 105 ,得 到 余数 
r= 104 
是 这 个 谜 题 在 0 到 105 间 的 解 . 
注 上 面 的 解 5 一 2,s; = 二 1,s; 二 1 是 通过 检验 得 到 的 ,如 果 模 很 大 时 ,可 以 仿照 例题 11. 1 
用 带 余 除 法 求解 . 
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问题 与 解答 
不 等 式 和 绝对 值 
11.1 在 每 对 整数 之 间 填 人 适当 的 符 导 一 ,> 或 一 ， 
(D4 -7, (bb 一 2 一 9， (c) 3 5, 
(由 一 8 3, (3 9， (D6 8. 


11.2 


ll.s 


解 FP ”对 每 一 对 整数 4 和 5, 在 数 轴 R 寺 确定 它们 的 位 置 关系 或 计算 其 差 4 一 4, 依据 5s 一 a 为 正 . 负 
或 零 ,分 别 记 为 
pd 或 4 一 办 

因此 
《8 d > 7 tb) 2 dd) — B83 (ey 906<8, 
计算 ,Ca) | 一 41,13|, 0|;(b) |2 一 51 .1 一 2 十 51 ,| 一 2 一 5| Key |5 一 8| 十 |2 一 4|,|4 一 
3| 一 |3 一 9|. 
解 ”ta) 绝对 值 的 大 小 是 数量 但 与 数 的 符号 无 美 . 因此 

‘4!=4,， |13|=3,， |0| 一 0. 
Cb) 首先 算 绝 对 值 符号 内 的 数 


12—5|=|-3|=3, |-2+51=|3|=3,， | 一 2 一 5|=| 一 ?|= 7. 
Cc) 首先 算 绝 对 值 答 号 内 的 数 ， 
15 一 8 2 一 4 一 一 3 ,十 | 一 2 一 3 十 2 一 5， 
14 一 3 | 一 | 3 一 9 | 一 11| 一 :一 6 一 1 一 6 一 一 5 
求 每 对 整数 之 间 的 距离 ， 


(ay 3 和 一 75Kb) 一 4 和 2;(e) 1 和 9ikd) 一 8 和 一 3;(e) 4 和 一 4;:(f) 一 5 和 一 8， 
解 好。 a,5 之 间 的 距离 d 是 通过 4d 一 la 一 引 一 15~a| 给 出 的 ,或 者 如 图 11 -5 所 示 , 当 a 和 5 符号 


不 同时 4d 二 lal 十 18|; 当 a 和 符号 相同 ,并 且 la| 宕 151 时 ,d 一 |a| 一 |81. 
故 {a3) d 一 3 十 ?二 10:{b) dt 一 4 二 2 一 6ifc)y d=9 一 1 一 8;(d) d 一 8 一 3 一 51(@) qd 一 4 十 4~-8; (人) d= 二 8 一 
5=3, . 


引 -一 一 一 = 
-一 一 一 | 一 一 一 -二 一 -一 一 | | -一 一 
-一 忆 一 | 一 一 
一 让- 全 重 We 二 二 -二 
在 0 s 0 
(D d=|a|+ ls (i) d= le’ -|b| 
图 11-3 


求 分 别 满足 ;Ca) 1< 2 一 6<14;  (b) 2<8 一 3n<i8 的 所 有 整数 
解 ep (a) 在 “三 边 " 同 加 上 6 得 ?<2x<<20, 然 后 同 除 以 2( 或 乘 二 ) 得 3.5<n<10. 因此 
二 4.5.6,7,8,9, 
(by 在 “三 边 " 同 加 上 一 8 得 一 6<< 一 3z<10, 在 三 边 同 除 以 一 3( 或 乘 一 十 ) ,由 于 一 3 是 负 的 , 故 改变 不 


等 导 的 方向 得 . 

2>n 一 3.3 或 一 3.3<#< 之 2. 
所 以 m 一 一 3, 一 2 一 1,0，1， 
证 明 命 题 11, 15iiiy ;如 果 asz 上 且 5 二 cec, 则 use 


证 9 当 a=5 或 b=c 时 ,此 性 质 显然 成 立 , 所 以 我 们 只 须 考虑 a<<b 和 Bece 的 情况 ,由 ac 和 Be 


Pe ri 册 - = 1 mn 
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,得 5b 一 a 和 ec 一 5 是 正 的 ,所 以 由 正 整数 性 质 LP, ] ,它们 的 和 也 是 正 的 , 也 就 是 说 ， 
《一 和 十 【ce 一 站 om=ec—a 


是 正 的 ,这 样 a<e, 故 as 

证 明 命 是 11.3: 设 asse,c 是 任意 整数 那么 

Gi a 中 cp 二 cs (i) acsac 当 c 人 0 但 当 c<0 时 ac， 

证 三” 当 a= 一 "时 ,此 性 质 显 然 成 立 , 因 此 我 们 只 需 考虑 a<5 的 情况 ,也 就 是 bs 一 a 为 正 时 . 
(下面 的 差 是 正 的 


(十 上 一 (aa 十 7) 一 五 一 和 
因此 a 十 ce 十 c。 
(i) 设 "是正 的 ,由 正 整 数 性 质 [LE 下面 的 积 也 是 正 的 
ba =i—a. 
所 以 ac<Bc, 现 设 c 是 负 的 ,那么 一 c 是 正 的 ,下 面 的 积 也 是 正 的 : 
(ia) 一 好 一 此 ， 
因此 Bac Bac. 
证 明 人 靖 题 11. 4 :iag| 一 1al1|e|， 
该 命题 的 证 明 分 以 下 几 种 情况 讨论 ， 
证 同 (a) 设 4 二 90 或 p 一 0. 
那么 [a =0 惑 |j8| 二 0, 所 以 jal15| 二 0, 同样 8 二 0, 因此 lab| 二 0 二 Ja||#i. 
tb) 设 a>0 且 b>0 
那 乏 la|==a,15|=& 因此 |ab| -ab 一 1al 抽 |， 
Ce) 设 a>0 且 ac0， 
那 乏 |a| 一 a;15| 二 一 并 且 ab<0. 因此 |ab (at) =al— = lalldl. 
{dd) 设 a<0 且 了 >0， 
那么 |a|== 一 a,i8|= 二 5 并且 a8<<0, 因 此 |ab Cap}=(—ad= |al 15l|, 
Ce) 设 ae<0 且 5<0， 
那 符 la 二 一 a,158| 二 一 并且 a8 半 0, 因此 
[|=wB = =|al|lbl. 
证 明 命 题 11. 4Cv) :12 士 下 委 1a| 十 |2|， 
证 由 ms 芝 |a8| 一 le 得 26p2alll ,因此 
(Ca++ =a tem+rial 二 2|alll+l2|: = Cal+|l e127:. 
和 便 Ca 二 5 一 la 十 : 故 上 式 平方 要 满足 la 十 中 st 十 1 岗 理 
| aa 一 六 | 一 [ae 十 (一 本 | 安 | ai 十 | 一 加 | 一 |a | 十 [ 避 i 


数学 归纳 法 和 良 序 原 理 


11.9 


证 明 命题 ;前 个 正 整 数 的 和 是 nn 十 1)/2; 即 
PO 1+2 寺 + 十 nn 二 na 二 1). 


证 旺 ” 当 n= 二 1 时 性 质 成立 , 因 为 
Pt1)， 1 二 计 CDGI 二 ID 
设 记 (成立 ,在 PinV 的 两 边 同时 加 上 # 十 1 得 


1 十 2 十 3 十 十 7 十 (a 十 由 二 二 到 十 1 十 人 十 1) 


[akgr 十 1) 十 208 十 1 


co ee 


[5 十 1)52 十 2)]， 
吕 PCa 十 17 成 立 , 也 就 是 说 . 当 Pf) 成 立时 ,Pin 十 1 成 立 . 由 数学 归纳 法 一 对 于 任何 ”EN 都 成 立 . 
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11. 10 


11. 11 


31. 12 


11, 13 


证 并 命题 PP; 前 7 个 正 整数 的 平方 和 是 n(n 十 (2n 十 1276; 即 


Pty 1 十 中 十 十 天 一 DD, 


证 上 ”Pi1) 成 立 ; 央 为 


1 二 DC 1 十 1 
. 


假设 P() 成 立 ,在 PC 两 边 同 时 加 上 《mn 十 1)? 得 
二 


_ tt 十 上 十 133 


nnt+ 1)(2nt DD Btn 二 1): 
6 


ml Cn Dinc2ntD) +ent 1) 
症 


nln 十 ?1 十 昌 ) 
本 6 


_ t+Dnt+2) (n+ 3) 
6 


人士 1 十 二 十 荆 2 十 1 十 1 
一 5 . 


即 Pen 十 1 成 立 .因此 当 PC 成 立时 Ptn 十 1 成 立 , 由 数学 归纳 法 ,P 对 所 有 的 4EN 成 立 . 
设 ea 天 1.z 空 1 时 命题 PP 为 的 定义 如 下 


ntl 
Ptr 1a 二 :二 ar 二 < 1 
a— 1 
证 明 PP 对 所 有 7n 成 立 ， 
证 ty 。 P(1) 成 立 , 因 为 
14+4 = el 
如 一 】 
假设 PG) 成 立 ,在 PCn) 两 边 同 时 加 上 a"!' 得 
1 十 立 十 时 十 … 十 喇 十 adl 一 ce: 
am 一 1 二 ka 一 1)an- 
a—1 
人 一 
a—1l1 


妈 Ptz 十 了 成立, 这 样 当 Pim) 成 立时 ,Pln 十 1) 总 成立, 由 数学 归纳 法 ,了 对 所 有 的 nEN 成 立 . 
证 明 : 如 果 ?EzZ 且 是正 整数 ,那么 2 之 1( 对 有 理 数 集 上 @ 不 成 立 ). 换 句 话说, 如果 
已 (2 表示 命题 n 宇 1, 那 么 对 于 每 一 个 nENP(n) 成 立 . 
证 4 方法 1 (数学 归纳 法 》 
因为 1 汪 1, 当 n=1 时 Pen 成 立 . 设 Pin) 成 立 , 也 就 是 说 nw 这 1, 在 两 边 同 时 加 1 得 
关 十 1 党 21 

即 Pln 十 成 立 . 国 此 当 PO) 成 立时 POn 十 1 成 立 . 出 数学 归纳 法 ,PP 对 于 每 一 个 wxEN 都 成 立 . 
方法 2 ( 良 序 原 理 ) 
设 存在 小 于 1 的 正 整 数 , 由 和 良 序 原理 得 ,存在 最 小 的 正 台 数 a 使 得 

D< ac 1. 
在 不 等 式 上 乘 以 正 整数 = 得 

0 < ae: < aa 
国 此 ,2 是 一 个 小 于 a 并 且 小 于 1 的 正 整 数 ,这 与 a 是 小 于 1 的 最 小 正 幕 数 六 盾 , 所 以 不 存在 小 于 1 
的 正 怠 数 , 
设 a,5 为 正 整数 ,证明 ;(a) 如 果 61, 那 么 4 之 ab. (b) 如 果 a5 二 1, 那 么 a 二 1 有 5 一 1, 
co) 如果 是 合 数 ,那么 2 二 aP11<a,p<n. 


证 弛 ”ia) 由 问题 11.12,58>1, 因此 5 一 1 半 0, 也 就 是 说 上 一 1 是 正 的 . 由 正 整 数 N 的 性 质 -_P ] ,下 


面 的 积 也 是 正 的 
(太一 1 一 咖 一 已 


六 此 a<ab, 得 汪 . 
人 tb) 设 5651 由 (a .a<ab 二 1. 这 与 问题 11.12 耶 拓 . 所 以 6 一 1, 同 理 得 4 王 1, 
fc) 如 果 不 是 素数 ,那么 有 上 因子 a 满足 a 关 1 有 目 a 关 n 那 从 nn 一 ab15D 基 1 且 5 关 n. 因此 由 问题 
11.12 和 和 Cay ,lat Cab=n. 

ii, 14 证 明定 理 11,6( 良 序 原 昌 ); 设 S 是 一 非 空 整数 集 , 那 么 S 含有 一 最 小 的 元 素 . 
证 BP 不 入 没 S 无 晤 小 元 案 , 设 几 是 由 那些 小 于 S 中 每 -个 元 案 的 整数 构成 的 集合 ,那么 1€ 
AM; 否则, 如果 :ES, 则 1 就 是 S 中药 最 小 元 素 . 设 k&EM. 则 上 小 于 SS 中 每 一 个 元 素 , 因 此 上 1€ Mi 
否则 十 1 将 成 为 S 中 的 最 小 元 素 . 
由 数学 归纳 法 ,MM 包含 了 所 有 的 正 整 数 , 因 此 $ 是 空 集 , 这 与 假设 S 非 空地 盾 , 所 以 原 假 设 S 无 最 小 
元 未 不 成 立 ,定理 得 证 . 

il. 15 ”证明 定理 11.5( 第 二 数学 归纳 法 ) : 设 中 是 定 祥 在 整数 ”之 1 上 的 命题 ,满足 : 
《i) PO) 成 立 . 
《iD 对 于 所 有 的 RISE< 当 PO 成 立时 Pa 成 立 , 则 已 对 所 有 的 m 六 1 成立， 
证 枉 设 入 是 Pln) 不 成 立 的 那些 整数 的 集合 ,假设 4 非 空 ,由 由 序 原理 ,4 有 最 小 元 素 ar. 册 
(Dan 天 1. 
上 既然 as 是 4 的 最 小 元 素 , 则 对 任 一 整数 点 (1<kcan7P 成立, 由 ( 刘 ,对 于 im, 已 威 立 , 这 与 mm 后 各 
矛盾 , 所 以 A 是 空 集 , 己 对 任意 整数 nz21 成 立 ， 


带 余 除法 
11, 16 对 于 每 一 对 整数 4 和 #5, 求 整 数 g 和 7 ,使 得 sa 一 如 十 且 0sr< 12|， 
(a) a—258,6—12; (hb) a=573,6=—16, 


和 解 后 ”a) 这 里 a 和 5 是正 的 ,6 除 a, 即 253 被 12 除 , 如 图 11-~ 6(8) 所 示 . 得 0 一 21.r 一 6. 


fb) 这 里 < 是 正 的 ,但 疡 是 负 的 ,a 被 | 下 除 , 即 573 除 以 16, 如 图 11-65b) 所 永 , 那 么 
573 一 (16)(35) 十 13 = 573 一 (一 163( 一 35) 十 13. 
因此 9 一 一 35 和 且 > 一 13， 


21 35 27 25 
12]258 16]573 14] 381 177433 
2 48_ 28_ 3 
18 93 10t 93 
过 380 8 33 
6 13 3 加 
a} tb) (ce) (d} 
图 11-868 


11. 417 对 于 每 一 对 整数 & 和 5, 求 整数 g 和 7 ,使 得 a=6g 十 r 且 9 所 rr<|5|， 
(a) a=—=—38]1, b=14; 
(Ch) #=—433, t= 一 17, 
解 号 ” 这 里 a 在 两 种 情况 下 都 是 负 的 ,因此 澳 作 适当 调整 使 sr< 1 ， 
(al |z|=38t 被 6 二 14 除 ,如 图 11-6c0) 所 示 , 那 么 
381 一 (14)(27) 十 3， 因此 381 = (I)(— 27) —3. 
但 一 3 是 负 的 不 能 作为 余数 r+, 于 是 ,分 别 加 和 减 5 二 14 得 
一 381 = 014)( 一 277 一 14 十 14 一 3 二 C14)( 一 28) 十 11, 


故 g= 一 2817 二 11. 
(b) |a| 二 433 被 后 | 二 17 除 ,如 图 11- 6(d) 所 示 , 那 么 
433 一 (17)(25) 十 8, 内 此 一 433 一 (一 17)(25) 一 8. 
但 一 8 是 负 的 不 能 必 为 余数 ~, 通 过 分 别 加 和 减 | 引 王 17 得 
一 483 一 (一 17)(25) 一 17 十 17 一 8 一 (一 17)(026) 十 9. 


i 
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11. 19 


11. 20 


11, 21 


邦 9 二 26,r 二 9, 
证 明 下 列 命题 : 
Ca) 任意 整数 a 必 有 形式 统 ， 疆 十 1 或 3 十 2. 
(by 三 个 连续 的 整数 中 必 有 一 个 是 3 的 倍数 ， 
证 ”ta) 由 带 余 除法 得 
0 二 30 十 rf， 人 和 3 
由 后 一 不 等 式 知 >=0.1 或 2 因此 
&a=-39，4a = 一 3 二 1, 或 g -= 39 十 2 

(b) 设 三 个 连续 整数 是 a 十 1 和 a 二 2. 出 (4) 得 4 一 绒 或 a 一 器 十 1 或 4 一 号 二 2, 如 果 = 一 3 那么 
a 是 3 的 倍数 . 如 果 4 二 继 十 1, 那 么 

全 2 二 3 扫 二 1 上 2 二 3t 电 十 1). 
因此 a 十 2 是 3 的 倍数 . 如 果 a 二 执 十 2 那么 

只 十 1 一 3 二 2 十 1 一 3 十 1). 


因此 a+1 是 3 的 倍数 . 
证 明 ,v2 不 是 有 理 数 , 即 /2 尖 aaa:e 为 整数 . 
证 4” 设 /3 是 有 理 数 , 风 这 二 a/5,a1b 为 最 简 形 式 , 即 gedka' 轴 一 1, 上 式 两 这 同时 平方 得 


2 一 所 或 oa2 一 2893. 
那么 2 整除 a. 既然 2 是 素数 ,2|&. 因此 2 既 整 除 &a 又 整除 上 ,这 与 假设 ged(a, 四 一 1 矛盾 ,因此 /3 不 
是 有 理 数 ， 
证 明定 理 11. 7( 带 余 除 法 对 于 a 和 上 5 为 正 整数 的 情形 ): 设 a,58 是 正 整数 ,证 明 存 在 非 
负 整 数 g 和 7 使 得 

a 二 人 0 十 r 有 0 所? 之 bb. (Cx) 
证 ”如 果 a<b, 取 9=01r=a&. 如 果 a 一 加 取 9 一 1,r=0Q. 在 这 丙种 情况 中 4 和 和 + 满足 (*). 
对 a 用 数学 归纳 法 . 如 果 4 二] ,那么 a<< 或 a 一 大 内 此 , 当 a 一 时 定理 成 立 . 假设 4 半 上 ,那么 a 一 8 
是 正 的 , 且 a 一 8<<a, 由 归纳 假设 得 ,定理 满足 a 一 &. 因此 存在 9 和 +' 满 足 

好 一 到 一 基于 六 HH dr bh. 


那么 
ae 一 委 十 b 十 7 --g 十 让 十 
取 g 一 g 十 1 和 x 二 x ,那么 9g 和 r 满足 (*). 
证 明定 理 11.7( 带 余 除 法 ) : 设 a 和 5 是 整数 5b 志 0, 那 么 存在 9 和 r 使 得 
a=Ww+r 和 0 寺 r<|b1，, 
且 g 和 7 惟一 . 
证 好 ”设计 M 汶 对 某 些 整 数 工 的 形 如 a 一 埃 的 非 负 整数 的 集合 . 如果 z= 一 |al5, 那 么 a 一 x5 是 非 负 
的 (问题 11. 78) ;因此 并 非 空 , 由 和 良 序 原理 ,M 有 一 最 小 元 素 . 不 妨 设 为 r. 因 为 7 所 人 M, 我 们 有 
rmD0 有 > 一 如 一 9 
对 于 某 个 整数 9. 我 们 只 需要 证 明 过 |51. 假设 过 | 下. 邻 7 一 18|, 那 么 7 宏 0 且 7 二 因为 4 
0. 进而 
ee 
在 任 一 情况 下 ,r EM 这 与 + 是 加 中 最 小 元 素 考 盾 .因此 < 之 15| ,9 和 rv 的 存在 性 得 证 . 
现在 我 们 来 证 g 和 > 的 惟一 性 , 设 存在 整数 g,r 和 9g ,~ 使 得 
a=bg+r 和 a =ba+r EH Drnr <|b|. 
那么 5g 十 r=69 十 r ;于 是 


blg—g)—r—r., 
故 8 整 除 r 一 + 但 ir 一 fr1 志 | 如 .因为 人 rr 一 1 .因此 了 -=0. 这 意味 着 es- 一 gr =0, 由 于 D0. 
所 以 地 一 rr9 一 9 也 就 是 说 9 和 > 是 由 ,5 惟一 决定 的 . 
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整除 、 索 数 和 最 大 公 因数 


11.22 求 下 列 各 数 所 有 的 正 因子 :(a) 18,(b) 256 一 28 (ec) 392 一 2 。72， 
解 喇 (a) 由 于 18 相对 较 小 ,我 们 简单 地 写 下 所 有 整除 18 的 正 整 数 ,它们 是 
1, 2, 3. 6, 9,. 18. 
(b) 因为 2 是 素数 ,所 以 256 二 > 的 正 因子 ,为 2 的 不 高 于 8 的 方 赛 , 即 
2 2 2 
换血 话说 256 的 正 因 子 是 ; 
1l, 2, 4, BSB, 16, 32, 64, 128, 256, 
fce) 因为 2 种 ?7 是 案 数 392 一 2 - 7? 的 正 因子 就 是 2 的 不 高 于 3 的 方 军 丧 ? 的 不 高 于 2 的 方 守 , 即 
7 
2 
防 句 话说 392 的 正 因 子 是 ， 
1l, 2, 4, 8, ?7, 14, 28, 36, 4149, 98, 196, 392. 
(这 里 使 用 了 一 般 的 结论 :对 于 仔 何 非 零 数 ,7 二 1) 
11.23 列 出 50 到 100 之 间 的 所 有 素数 . 
解 旺 写 出 50 到 100 之 间 除 1 和 h 两 整数 外 ,不 能 写成 其 他 正 整数 乘积 的 整数 ,它们 分 别 为 
51l, 33. 57, 59, 81, 67, 71, 73, 79, 83, 87, 89, 91, 93, 97. 
11.24 设 a=8316,46 二 10920. 
Ca? 求 as2 的 最 太公 因子 ,d 二 gcdla, 四 ， 
Cb) 求 整 数 和 nr ,和 使 得 d=ma 二 nb. 
Cc) 求 a,b 的 最 小 公 倍 数 ,icem(a,b). 
解 5 5a) 甩 较 小 的 数 a 二 8316 除 较 大 的 数 5 二 10920, 然 后 反复 用 作 数 除 踪 数 直 到 余数 为 零 , 具 


体 过 程 见 图 11 - 7. 最 后 一 个 非 零 余数 是 妇 , 因 此 
84 = gcd{8316,10920), 


1 3 5 6 

8316} 10920 2604) 8316 504]2604 84] 504 

4. 8316 42512 4 2520 S04 

2604 504 如 0 
11-7 


tb) 现在 我 们 来 求 m,n 便 得 
84 一 8316m 十 10920n. 
图 11-?7 中 前 三 个 商 福 足 等 式 ; 
(17 10920 一 1(83167 十 2604， 2604=10920 一 1(8316). 
(C2) 8316 一 3f2604) 十 504， 504 一 8316 一 312604)， 


(3) 2604 一 5(504) 十 84。 84 一 2604 一 5(504)， 
等 式 (3) 指 出 84 是 2604 和 504 的 线性 组 合 , 用 (20 式 代替 (3) 中 的 504 ,可 以 将 下 写成 2604 与 8316 
的 线性 组 合 如 下 : 


(4) B84=2604—5(8B316—3(2604)) 二 2604 一 5C8316) 二 15t2604) 
一 I6(2604) 一 65083167. 
用 (1) 式 代替 (4) 式 中 的 2604, 可 以 将 归 写 契 8316 和 10920 的 线性 组 合 如 下 : 
84=16t10920—1.8316)) —5(8316) 

—=16{10920)—16(8318)—5(8316) 
=—21(8316) 二 16t10920)., 

这 就 是 要 求 的 线性 关系 ,所 以 4 二 一 21 ,一 16. 

《ci 由 定 桂 11. 15， 


Iw ] (8316): 10920} 


gcdka ,的 84 = 1081080， 


lemta.8) 一 
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设 4a= 二 37,5 二 249. (a) 求 qd 一 gcdtay 站 (by 求 整数 站 和 nn, 使 得 d= 一 ma 十 nb. (c) 求 
lemta, by, 
解 HP (an 用 较 小 的 数 4 一 37 除 较 大 的 数 5 一 249, 然 后 反复 用 余数 去 除 除数 直到 余数 为 0, 具体 


过 程 如 图 11 -8 所 示 . 最 后 一 ' 个 非 零 祭 数 为 1, 因此 
1 2- gcdt37 249)》 


6 2 1 2 1 
371245 2 10]27 T7710 3]7 1]3 
222 人 如 《 祝 《二 456 3 
27 10 7 3 ~1 0 

图 11-8 


(Cb) 现在 求 m 和 x 使 得 
1 = 377m 十 249n. 
图 11 - 8¢ 除 最 后 一 个 ) 的 商 满足 下 面 5 个 等 式 ， 
(1) 27—249— 6(37). 
(2) 10 一 37 一 1527)， 
(3) 7 一 27 一 2710)， 
(4) 3 一 10 一 1(7). 
(5) 1 一 7 一 213)。 
用 (4} 和 5) 将 1 写成 7 和 10 的 线性 组 合 如 下 ; 
(6) 1=7—2010—107))=7—2(10) -207)=307)—2010), 
用 (6) 和 各 (3) 将 1 写成 10 和 27 的 线性 组 合 如 下 : 
《7) 1—3C27—2019)) —2010)=3027)—é6(10) —2(10)=3(27}— 8(10. 
用 577 和 (2 将 写成 27 和 37 的 线性 组 合 如 下 : 
C8) 1 一 3(27) 一 8(37 一 1(27)) 一 3027) 一 85377 十 8(273 一 11(277 一 8537)， 
用 (8) 和 人 1) 将 写成 37 和 249 的 线性 组 合 如 下 : 
1 一 115249 一 胡 3733 一 8393 一 1102490 一 68667377 一 和 377 一 一 744373? 十 115249》 
这 就 是 要 求 的 线性 组 合 ; 所 以 zn 二 一 74 n= 二 11. 
Cc) 由 定理 11, 15， 


lemiaid) = 


求 下 列 各 数 的 惟一 分 解 式 : 
(a) 135; (by 1330; Cc) 3105; td) 211. 
解 #0 135 一 5 27 一 3+3-3'3 或 135 一 3 。5. 
(b) 1330 一 2 。 665=2 + 5+133=2.5.7.+19, 
(Cc) 3105—=5+ 621=5.3°.207—=5. 3+3+69=5:3.63"3"23 识 3105 二 3 。5.23. 
(d) 碌 数 2.3,5,7.11.13 中 没有 一 个 整除 211; 因 此 211 不 能 分 解 ,也 就 是 说 211 是 素数 .《 注 :只 需 
尝试 小 于 v211 的 素数 } 
设 a 一 站 .35 5 11 。17365 一 22 。 53 。72。114 。132 求 gcdke 2) 和 lem(a sb). 
解 ”那些 在 a 和 5 中 都 出 现 的 素数 户 也 会 出 现在 怪 dta, 的 中 ,进一步 说 ,gedke, 芒 中 固 的 系 
数 取 a,5 中 记 , 系数 较 小 的 一 个 ,因此 
geday) = 2 + 5 14 
那些 在 4 或 5 中 出 现 的 素数 p, 也 会 出 现在 lcmta,a ,lcmta, 六 中 ， 户 的 系数 取 a,5b 中 马 ! 系数 较 大 
的 一 个 ,因此 


i 地 3249) gol3 
gcdla.b) 1 i “ 


lemte ay 一 2 + 3 #3 .77 .11 -13: » 173, 
证 明定 理 11. 8; 设 a,5,c 是 整数 ， 
Ci) 如 果 al5,5|c, 那 么 &|e. 
Gi) 如 果 a16, 那 么 对 于 任意 整数 ,a|bx. 
《ii 如 果 albyalc; 那 入 alt8 二 中 ya| CB 一 cc). 


273 *» 


274 。 
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《iv) 如 果 a15 且 5 关 0; 那 么 4 二 十 或 |a| 二 |6b1. 
Kv) 加 果 ai5,B|la, 那 么 'a| 二 |#| 即 a 二 士 6. 
(vi) 如果 al, 那么 a 一 士 1. 
证 旺 0 如果 alp,5le, 那 么 友 在 xz 和 yy 使得 ar 二 5,5y=c. 用 azx 民 苦 上 我 们 得 到 axy:-c, 因 此 
alc. 
《ii 如 县 a15, 硅 么 存在 一 个 整数 < 使 得 ac 一 ,在 此 式 两 边 同 莱 以 .+ 得 aczr 一 Br 因此 ca 
《ii 如果 aa,alc, 那 么 存在 r*,? 使 得 azr 一 Pay 一 c 将 两 式 相 加 ,得 到 

datay = 8 二 ce 十 3 一 上 十 
因此 ea| 6 十 c). 将 两 式 相 减 得 

qr —ay = be, ae yo be, 
因此 a| 一 
Civ) 如 果 alB, 那 么 存在 c 使 得 ac 一 5b 那么 

[1 一 [ee | 一 |ailcl， 
由 问题 11. 120b) |c| 一 1 或 lel<lalrcl=| 引 .如 果 1c|=1. 那 么 c 一 士 1; 即 es 一 十 六 所 以 得 证 . 
Lv) 如 果 al 上 58, 那 么 4 一 土 b 或 |a| 之 |5| ;如果 |ai 志 185,58 十 a; 因此 4 二 二 妈 
vi) 如 果 all, 那 和 玄 a 一 十 1 或 lel 和 111 一 1 由 问题 11. 12iay),|a| 计 1, 因此 a = 十] 
zZ 的 一 个 非 空子 集 了 称 为 一 个 理想 , 如果 .J 有 下 而 防 个 性 质 .: 
(012 如 果 < 所 了 那么 aeE 
《2) 如 果 a€J 且 nnE€2, 那 么 na&Jj， 
设 4 是 一 个 理想 J 天 10} 的 最 小 的 正 整 数 , 证 明 4 整除 上 中 每 一 个 元 素 ， 
证 4 和 ”由 于 J/ 关 人 0} ,存在 a€J 且 a 关 0, 那 么 一 4 一 (一 1)a€7, 头 此 J 含有 正 的 元 素 , 由 良 序 原 
理 , 含有 最 小 的 正 整 数 ,所 以 4 存在 , 现 设 bEJ ,5b 被 避 除 ,由 带 余 除法 存在 9 和 + 使 得 
p=amtr: ord. 
现 5,d&E J 是 一 理想 ,因此 58 十 (一 9)d= 二 7 也 属于 沾 由 4 的 最 小 性 ,我 们 得 r 一 0. 故 9Q|5 命 古 得 证 . 
证 明定 理 11. 12: 设 d 是 形 如 ax 十 by 的 最 小 正 整 数 ,那么 4 二 gcd(a,). 
证 EE ”考虑 集合 J 一 {ar 十 Wr:yExz! ,那么 
a= lo E Tb= O01 和 了 
叉 设 51tE 到 5 一 x1 8 十 B11 一 xag 十 yab ;那么 对 于 任意 整数 4E 工 ， 
5 二 t= Ca 十 za0a 十 Cy 十 ya 后 二 (rr)a ttn)d 
也 属 丁 J 因此 本 是 一 理想 ; 设 4d 是 汪 中 最 小 的 正 整数 ,我 们 说 d= 二 gcdta,5). 
由 问题 11. 28,4 整除 了 中 每 一 个 元 素 , 特 蜀 地 Ala,d|&. 现 设 五 既 整 除 a 又 整除 5, 则 对 于 任意 zz 和 
地 整除 -za 十 她: 也 就 是 说 产 整 除了 中 的 每 一 个 元 素 , 因 此 产 刺 除了 Ra, 故 了 一 gcdkay 人 ， 
证 明定 理 11. 16: 设 gcdta; 仿 二 1,a 和 上 都 整除 c ,那么 a5 整除 <. 
证 4 由 gcd(4a, 办 二 1 存在 zz 复合 得 ax 十 by 二 1. 因为 alclc 存 在 台 和 2 使 得 < 一 ma 和 c= 
np, 在 ar 十 by 二 1 上 莱 以 cc 得 
wz 二 ey 一 (或 atrp)xr 十 bma)y 一 上 或 apfnr 士 my 一 上 


因此 a8 整除 <. 
证 明 推论 11. 18: 设 素数 p 整除 积 a5 ,那么 pla 或 p15, 
证 设 思 不 蓝 除 4, 那 么 gcd(pa 一 1, 因 为 户 的 因子 仅 有 土 1 和 士 疡 故 存 在 整数 六 和 ?使 得 
1 二 mp-+na, 在 等 式 上 葬 以 5 得 5 二 mpb 十 nab, 由 假设 |a9, 车 设 a5 二 cp 则 
= mpb +mb = mpb i mp = pnp + me). 


因此 pi 六 ,命题 得 证 . 

证 明 ;(a) 设 plg,p 和 9 互 素 ,那么 pp 一 gq; (b) 设 六 jgigs…d 为 和 9 互 素 ,那么 一 定 
等 于 某 个 人 

证 Ca) 4 的 因子 仅 有 士 ] 和 士 9, 因 为 p>1,p 一 @ 

Cb) 如 果 r 一 1 ,那么 册 (ap 一 人 设 1 出 问题 11. 32( 推 论 11.18) .|g ;或 p(w…g,) ,如果 
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户 'g1 ,那么 由 (az 一 四 ,否则 61tgqs…9). 重复 上 述 证 明 , 妈 得 p 一 .或 | (Ce 多) ,最终 ( 战 由 归 
纳 法 ) 户 一 定 等 于 其 个 了 
证 明 算 术 基 本 定理 (定理 11. 19) :每 一 个 整数 za 人 1) 者 下 以 (未 考虑 顺序 ?惟一 地 分 解 
证 喇 ”我们 已 经 证 明了 定理 11. 10. 即 这 样 的 素数 积存 在 . 因此 只 需 证 明 这 一 分 解 的 扒 一 性 (不 考 
虑 顺序 ). 假设 


n= prpeanp = Eo, 
其 中 p. 和 g, 都 是 素数 . 由 上 式 知 pj"6), 故 由 间 题 11. 33,p, 一 定 等 于 某 个 二 .我 们 重 排 一 下 
使 得 1 A ,那么 


pipapi = iggy BE pap — Grd,. 
由 同 栏 的 证 明 . 可 以 重 排 使 得 ps 一 gr ,等 等 , 因此 * 可 以 惟 … 地 写成 素数 积 ( 不 考虑 顺序 ). 


判断 下 列 各 式 的 止 误 ， 

(a) 446=:278(mod 7)， (b) 793=682 (mod 9)， 
《c) 269=413(mod 12). (d) 473=369 (mod 26)， 
《e) 445=536 (mod 18). (D 383=126(mod 15)、 


解 帮 ” 回 原 4a==b(modm) 当 且 仅 当 ww 整除 a 一 
ta) 方法 1 求 益 146 一 278 一 168. 用 模 m=:7 除 差 168 余数 是 ,对 此 本 题 正 确 . 
方法 2 在 等 式 两 边 都 模 ? 化 简 . 用 7 除 446 余数 是 r 一 5, 用 7 除 278 人 余数 也 是 一 5, 因此 446 二 278 
《rmnod7)。 
《by 用 模 mx 二 9 除 差 793 一 682 一 111 ,余数 不 是 人 0, 因此 本 题 错 误 ( 或 者 用 9 除 ?93 得 余数 r= 二 1, 伯 是 
3 除 682 得 余数 为 * 一 6)， 
《c) 正确 ,因为 12 整除 269 一 413 一 一 144. 
(dy 正确 ,因为 26 歼 除 472 一 329 -104， 
tLe) 错误 ,因为 18 不 能 整除 445 一 536 一 一 91. 
:PD 错误 .因为 15 不 能 整除 383 一 ]26 二 157. 
求 模 8 与 下 列 各 数 疝 余 的 节 小 非 负 整数 . 
Ka) 379;(b) 6951L0) 一 578;(d) 一 285( 该 整数 应 属于 集合 i0,1,2,…,7}),) 
解 fF (al 用 z=8 除 379 得 余数 3, 因此 
379 一 30mod 31. 


tb 用 mm 一 8 除 695 得 余数 ?, 国 此 
695 = 7tmod 81. 
ic) 用 mm 二 8 除 578 得 余数 2, 因 此 
— 53578 =— 2 Cmod 8), 
(我 们 通过 在 一 2 上 加 模 m= 一 8 得 到 6) 
(d) 用 mm 二 8 除 285 得 余数 5, 因 此 
285 三 一 5 = 3(mod 8), 
求 模 ? 分 别 与 下 列 各 数 同 余 的 绝对 值 最 小 的 整数 ， 
(a) 386; Cb) 257; (Cc) —102;td) — 465, 
(所 求 整数 应 在 集合 {一 3, 一 2, 一 1;0,1,2,3;!) 
解 二。 (Ca) 用 mm 二 7 除 386 余数 为 1: 因此 
386 = ] {mod 7). 
tb) 用 zm 一 ? 队 237 余数 为 5; 因 此 
257 SS 5 =— ?tmod 7). 
{由 在 5 上 总 去 模 m==?7 得 到 一 2) 
(c) 用 mm 二 7 除 192 余数 为 3; 因 此 


pp me 


一 192 至 一 36mod 7)， 
《d) 由 和 一 7 除 466 余数 为 4 因此 
一 466 二 一 4 去 3tmod 7)， 
《由 在 一 4 上 加 上 模 了 得 到 3) 
11.38 求 1 到 100 之 问 的 所 有 模 加 一 13 余 6 的 整数 . 也 就 说 求 所 有 的 xz,1sz 委 100 便 得 
T= Cmod 13)， 
解 二 ”依次 将 模 m=13 的 倍数 加 到 6 上 得 ， 
有 十 0 一 日， 6 二 13 二 19， 19 十 13 一 32. 32 十 ]3 二 45， 
生 5 一 1]3 一 3。 58 十 13 二 ?1]， 71 一 13 一 和 外 ， 中 十 13 一 97， 


也 就 是 
6, 19. 32, 45, 58, ?71]. 84, 97, 
11.39 求 一 50 与 50 之 间 的 所 有 模 12 余 21 的 幕 数 ,也 就 是 求 x ,一 50 志 x 之 50 昌 满 足 
T= 21(modl?)., 


在 21 上 加 减 模 12 的 倍数 得 : 


21 十 0 一 21， 21 一 12 一 33， 33 十 12 一 45， 21 一 12 一 9， 
9 一 12= 一 3， 一 3 一 12 一 一 15， 一 15 一 12 一 一 27， 一 27 一 12 一 一 39. 
也 就 是 说 


39， 一 27， 一 15， 一 3，9，21，33，45， 

11. 40 证 明定 理 11. 20: 设 请 是 一 正 整 数 ,那么 : 

(i 对 于 任 一 整数 a ,我 们 有 a 二 a (mod 1m). 

(i) 如 果 a 二 bp(mod ma) ,那么 patmod m), 

CiiD 如 果 as 并 mod 2) ,5 一 cCmod mm) ,那么 aceCmod my, 

证 上 晤 习 着 a a--0 被 力 整 除 , 因 此 4 三 almod 1mm). 

{说 如 果 a 二 5Cmod mm .那么 可 | (Ce 一 六 ,所 以 到 整除 一 (ce 一 太一 一 <- 因此 ,bssatmod my. 

【ii 由 题 设 得 ma 总 wi| 上 iD 一) 所 以 mm 整 队 和 [a 一 各 十 史 一 中 一 a 一 .因此 ,a 二 cmod mm). 
11.41 证 明定 理 11. 2] :说 zsr(meod p) ,DP 二 wmod 1m), 那 放 : 

(iD 4 十 B=c 赴 dmod m)., 

(1) a * Hee * d(mod p)., 

证 二 ”由 题 设 得 | (a 一 yl (6 一 和). 

(那么 矶 整除 和 ka 一 局 十 人 一 四 一 ta 十 玉 一 Co ,因此 

a | Hc 1 dtmodm). 
(i 那么 避 整 除 积 8Ca 一 c} =ab -zr 与 积 c tb 2 一 训 一 cq ,这 样 mm 就 整除 利 
twB—i) | (kw—aAd)= a — ed. 


二 此 a8 寺 cd (mod 1n), 

11. 42 ”证明 ;如 果 a 十 a 十 ctmod p07), 那么 上 ctmod p10 
(也 就 是 说 模 x 广 足 加 法 消 点 竺 
证 由 ”根据 恨 设 ,mm 整除 差 Ca 十 矿 一 Ca 十 疏 二 5 一 cy 所 以 B==c(mod mm) , 命 禹 得 证 . 

11.43 设 d=gcd(a, 四 ,证明 ara 种 Bid 五 率 . 
证 量 ”存在 x 和 yy 使 得 d=.xa 二 池 . 在 等 式 两 边 问 除 d, 得 1 二 ztai 中 十 yaa 因此 ard 和 Bd 互 
率 . 

1l. 和 4 证 明定 理 11. 23; 设 ab==ac(mod mm), 且 4d 二 gcd(aym); 姥 和 双 5=c(mod md}. 
证 蜂 ”由 假设 .rn 整除 a8 ac 一 at 一 上 上 败 存在 工 往 下 at5 一 c) -mx. 在 等 式 两 边 同 除 3 得 

(Card Bb —e) = (pda), 

因此 zd 整除 (oid tp 一 疏 . 因 pria 和 aiq 三 素 ,md 整除 5 一 c. 即 5c Cmod td) ,命题 得 证 ， 


tt 
er 
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铀 余 类 和 欧 拉 函数 应 


11. 4s 


分 别 写 出 下 列 模 mx 的 完全 剩余 系 , 一 个 由 最 小 的 非 负 整数 组 成 , 另 一 个 由 绝对 值 最 小 
的 整数 组 成 : 

(Ca) m0: Ch) m= 12. 
解 ”第 一 种 情况 中 取 10,1.2,… ym 一 1 , 田 一 种 情况 取 和 一 C1724 一 1,0,1,er (mm 一 17121 
或 1 一 (oz-2772 -1101 m2}. 


根据 zx 的 奇偶 性 ， 
《看 1 ,2345.6.7, 8 和 (一 4 一 3 一 2 一 20.123.41， 
【by ;10132325 073:910, 11) 和 1 一 3 一 4 一 3 一 2 一 1 0 2 3 5 


11.46 求 下 列 模 六 的 简化 剩余 系 和 多 (oa (a) mm 二 9; (Dm 二 12;(0) m= 二 13;(d) m= 二 16, 


11. 47 


11. 48 


11.49 


II, 50 


11. SI 


解 5” 选取 小 于 x 并 避 与 z* 互 素 的 正 整 数 ,这 些 数 的 个 数 是 名 (mm). 
Ca (1.214.5,718) 1 因此 名 (9 一 6. 
{by 11,5,7,11+: 因 此 新 (12) 一 4 
Ce) 11,2;3:4,5,6,7:8,9,10,11,12) ;因此 2 人 3) 一 12. 
Cd) (113,5,7,9.11,13,15}; 因 此 2(16) 一 $%. 

回顾 $5, 二 40:1,2,… 1m 一 1} 是 一 个 异 zm 完全 剩余 系 , 证 明 : 

(a) 任意 x 个 连续 的 整数 都 是 一 个 模 六 完全 剩余 系 . 

(hb) 如 果 gcdtasp0) 一 1; 那 乏 aS, 一 10ya:2a,3a;… (Mm 一 1)a) 是 模 jr 的 一 个 完全 剩 
余 系 . 

证 晤  (a) 考 虑 任意 连续 的 着 个 整数 ,如 

fa 十 -十 2 十 (一 ] 

它们 中 任意 两 个 的 差 ;都 小 于 mm ,因此 和 不 能 整除 :, 故 这 些 整 数 模 六 不 阿 余 ,命题 得 证 ， 

th 设 az 一 ayfmodptm zy Sn 由 gcdta 一 及 修正 清 去 律 定 理 11. 23 知 + 三 y(moedm}, 因为 
2E Su ,得 z 一 站 即 aSv 是 模 六 的 一 个 完全 剩余 系 ， 

求 一 由 3 的 倍数 组 成 的 模 m= 二 8 的 完全 剩余 系 ， 

解 晤 ”由 问题 11.47(b}y,356 一 10,3,6,9.12,15,18,21} 是 模 8 的 一 个 完全 剩余 系 . 
证 明 : 如 果 疡 是 素数 ,那么 

BPYD= =p (po1). 
证 PP” 显然 ,gcd(a, 产 ) 关 1 当 且 仅 当 记 整除 ,这样 在 1 与 六 之 间 与 zr 不 孔 素 的 数 是 户 的 倍数 , 即 
p» 2p. 3p. we, pp" (py, 
一 共有 户 个 这 样 的 的 倍数. 其 他 的 所 有 1 到 gp” 间 的 数 都 与 p" 互 素 ,因此 
CPI pop! = pitpo1). 


得 证 . 
求 ;(a) BC8D O20), GD DBT , (3000). 
解 和 ”a) 由 问题 11. 49， 

CBD = BH) = 11 27(2} 一 天 

25) = 3) = 5°(35— 1) = 254) = 100， 

TY FT 1) = 6(75), 
tb) 由 定理 11, 24 知 必 是 可 乘 的 ， 

BOD 一 FY DB) 一 303 一 1) .22(2 一 1) = 24, 
CON BB) ODEN) 一 22 (5 一 1) = 400. 

证 明定 理 11. 4: 如果 a,5 百 素 , 那 么 以 (aD) 二 Ca) tp) 
证 设 a 和 45 是 互 案 的 正 整 数 , 设 $5 是 从 1 到 45 的 整数 的 集合 ,排列 如 图 11 - 9, 即 S 的 第 -- 排 
是 1 到 a, 第 二 排 是 4 十 1 到 24, 等 等 . 既然 a 与 5 互 素 ,任意 整数 x 与 a5 互 罕 当 且 仅 当 x 始 和 a 互 
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宸 你 与 豆 素 . 我 们 求 S 的 排列 中 这 样 的 整数 . 
网 为 了 RARCmed qa) .所 以 S 中 的 每 一 列 邦 届 于 模 a 的 园 -- 个 剩余 类 ,因此 S 中 任 一 些 数 xz 与 a 互 素 当 
且 仅 当 属于 以 有 开头 的 外 , 甘 志 和 4 互 素 , 因 此 由 于 第 一 行 是 模 s 的 剩余 类 , 故 有 好 () 个 这 样 的 天， 


1 2 3 ee 要 加 
a 十 1 au 二 2 a 十 3 … a 十 二 2 
ze 十 2 十 2 2aA3 a 
Cw— Datl (一 1]3a 十 2 全 一 1)e 十 和 (hatk 了 
图 11-9 
现在 我 们 考 虚 S 中 由 下 列 数 构成 的 仁 一 个 列 
下 十 天， 2 十 有 3w 十 (5 一 1)a 十 下 (> 


我 们 说 ,这 些 忆 整数 来 自 模 ”的 一 个 剩余 系 ,也 就 是 说 ,这些 数 中 无 两 个 模 疡 同 余 , 设 
ma 十 志 二 wa 十 (tined wy 冯 ji 和 二 mod Bb)., 
但 a 和 已 互 素 . 由 修正 消去 律 


n= mod BY. 
但 x 和 ww 属于 10.1,2, 呈 ,5 一 1 , 故 nn=# 从 而 ( x) 是 模 5 的 一 个 完全 剩余 系 .因此 (+ ) 舍 有 了 中 (个 
与 问 耻 素 的 更 数 ， 
我 们 已 经 证 明了 SS 中 含有 客 () 列 与 ae 互 素 的 数 ,并 用 等 一 鹿 表 有 妇 人 个 与 问 开 素 的 数 . 于 是 有 克 
Ca 如 (四 个 整数 既 和 a 及 和 上 5 互 囊 , 即 和 a5 王 素 , 所 以 
Eap) = Ba DY, 


得 证 ， 
模 六 的 运算 和 工 ， 
11.52 写 出 Ca) 利 (b) 的 如 法 表 和 乘法 表 : (Ca) ;Cb) 7， 
解 8 fa 见 几 :1-10 {b) 见 图 11 11. 
十 必 1 2 { 1 2 3 
总 总 1 2 3 站 tL n [0 
1 | 2 3 n 上 1 2 3 
2 3 0 | 的 [0 加 0 了 
3 3 0 1 2 3 忆 2 2 1 
到 ]1- 0 
十 总 1 2 3 4 5 1 XX 已 1 2 总 1 5 6 
[MN 0 1 2 3 4 5 9 站 | 0 0 0 站 站 站 
1 1 中 3 4 避 B 六 ] a 1 2 总 1 5 6 
2 2 3 + 四 后 0 1 也 加 区 1 生 1 号 5 
3 3 4 3 B [0 1 2 3 总 3 马 2 5 1 1 
| 得 5 全 站 1 2 3 4 总 1 1 1 ° 
5 5 6B 所 1 2 3 44 3 各 吕 3 ] 四 1 2 
E 6 a 1 衬 了 生 5 在 了 0 4 汪 2 1 


图 11-11 


11.53 症 吉 中 , 求 :(a} 一 2, 一 3, 一 5， 8,—9,— 10;(by 277,37,5/7 .8/7 10/7 .177. 
和 解 a 由 (一 9) 二 a 二 0 得 ,一 4 一 mr 一 4q. 国 此 ， 
2 一 11- 2—9, 5—11-5=8. 一 4 一 ]1-9 一 3， 
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有 下, S4 


11. 55 


11.56 


11.S7 


一 3 一 1 一 3 二 8， 一 8 一 1 一 8 一 3 一 10 一 1 一 40 一 |. 
《by 由 a 光 的 定义 . 即 整 数 c, 合 得 一 a 成 立 . 几 于 我 们 要 除 ?, 故 写 出 7 的 滋 法 表 , 即 

x 1 2 3 4 5 8 7 8 9 10 

7 0 7 3 10 6 9 9 1 8 4 
我 们 率 求 表 中 的 烙 , 管 案 就 在 这 些 数 中 ,因此 

2/7=5, 3/17 一 2， 5/7 一 7， 8/7~9, 1077 一 3， 1/7—8&. 

(注意 7 “一 8 因为 ?8) 一 8 人 一 1 
设 bp 为 素数 ,在 和 中 证 明 ， 
a) 如 果 op 二 ac 区 天 0 那么 一 ce 
hb) 如 果 5 二 0. 那 么 a 二 0 或 #8=0. 
证 8 a) 如 此 在 名 中 a8 一 ac, 那 么 a=acimodp) ,由 a 了 0,gcd(pa) 二 1 及 定理 11.22, 可 以 消 
去 4 得 到 


bu cimodp). 
因此 在 Z, 中 ==c. 
fb)y 如果 在 Z 中 必 一 0; 那 入 ab 二 0Lmodp}; 因 此 p 整除 积 a8, 又 因为 是 素数 ,pia 或 p15; 即 
a 三 0lmod py 或 5 二 0(mod p). 


所 以 在 Z 中 a 一 站 或 5 二 0, 
设 gcd(tasm) 一 1, 证 明 &a 在 中 有 一 恢 法 逆 元 . 
证 8 和 ”因为 a 关 0 且 gedtasmm) 一 1, 故 存在 了 和 yy: 使 得 az 十 my 一 1 或 写成 ez 一 1 一 my 所 以 加 
整除 sz 一 1 即 axssltmodr ,将 模 和 化 简 成 :中 的 元 素 ,那么 a 一 1 在 妆 中. 
在 二 ,中 求 a ta) aa 一 37 mm 一 249;(b) ea 一 15 m= 二 234, 
解 4 (0a) 求 d 一 gcdt37,249) ,仿照 问题 11, 25, 因为 d 一 gcol37,249) 二 4, 所 以 a ! 存 在 . 求 整数 
了 和 ?使 得 37x 十 249y 二 i. 由 问题 11.25 知 
一 ?4(377 十 11(249) 一 1， 一 74(37) = 1{mod249). 


把 六 一 249 加 到 一 74 上 得 一 74 十 249==175; 国 此 
(C17537) =: mod2d9). 


因此 a-! 二 175 在 Zw 中 . 

tp) 求 4 二 gcdl13,234) 二 3, 由 于 4 了 关 1,15 在 产 :中 无 乘法 首 匹 ， 

考虑 下 列 Z: 上 的 多 项 式 : 
fn) = 6r 5x tr g(r) 一 5z 十 2r2 十 6zr 一 1， 
R(T) 一 3 一 27r 一 5 

求 :al frie(r); (Ch) Flr}h(r). 

证 8FP ” 先 在 整数 忆 上 进行 上 述 运算 ,然后 将 其 系数 模 7 化 简 . 

Ca) 我 们 有 


fi 一 5 十 2 一 和 
己 网 
5 十 2 十 6 一] 或 435 或 4 十 4 十 十 和 


lr’ 一 382 十 8 一 吕 


tb 我 们 有 
G71 一 St 二 27 一 生 
3r2 2r—5 
1853 - 137 -+ Gr — lor 
— 1l2rx’' + 107: 47 +8r 
一 30r1 二 257: 一 10z+ 20 


18 — 27x! » 1dr 9 一 2 十 20 
或 1 一 6 十 222 一 2 十 全 
或 1 十 二 二 2X 十 5X 一 台 
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同 余 方 程 


11.58 解 同 余 方 程 f (x) 一 47 一 3 十 27x? 十 5x 一 4 二 0(mod 6). 
解 EF ”由 于 这 个 方程 是 非 线 性 的 ,由 一 一 检验 模 5 的 完全 剩余 系 中 的 数 的 方法 求解 . 模 6 的 一 -个 
完全 油 余 系 如 下 


{0,112.3,4,5) 
我 们 有 
100) 一 一 4 秋 0tmod 人， 
FD 一 4 一 3 十 2 十 5 一 4 一 4 天 Ormod 6)， 
2) 64 一 24 十 8 十 10 一 4 二 54 二 0(Cmod 6). 
Ff(3) 一 324 一 8 十 18 二 15 一 4 一 272 三 2 天 00mod6)， 
rd) 一 1024 一 192 十 32 十 20 一 4 一 880 关 4 天 0Cmod 6)， 
FE) 一 2500 一 375 十 50 十 好 一 4 一 2196 二 0(mod 人. 
因此 只 有 2 和 5 是 .FACz) 模 8 的 根 , 即 42,5} 是 一 个 完整 的 解 集合 . 
11.59 解 同 余 方程 


Fz) 一 26m 一 31za 十 46 — ?76r+57 OCmod 8). 


解 三 ”首先 ,我 们 模 8 化 简 fcx) 的 系数 ,得 到 等 价 的 同 余 方程 
gCT) = 27 — ?ri 二 67 4 二 1 二 0(mod 8), 
由 于 ?二 一 1{mod 8),6 志 一 2Cmod 8) ,可 以 进一步 简化 原 方程 得 同 余 方 程 
heir = 27 二 22 一 4r+ 1 二 Qimod 8), 
检验 模 8 的 一 个 完全 剩余 系 ,为 了 运算 方便 选择 下 面 一 个 完全 狂 余 系 
{— 3, 一 2, 一 1,0,1,2,3,4}, 
“ 即 选 择 绝对 值 最 小 的 组 数组 成 的 完全 剩余 系 ) 把 这 些 数 代入 hcz) 得 
h{—3) = 130 二 2(mod 8). kU) 一 一 2 三 60mocdg8)， 
A 2) = 25 志 1l{(mod 8)， ht2) ~ 23 = 1(mod 8)., 
hit—1) = 94=6mod 8)， ht4) = 160 = Omod 8), 
hiD) = 91 = 3(mod 人， ht4) =— 513 l(tmod 8)， 
因此 ,3 是 扩 z} (mod $8) 的 惟一 解 . 
11.60 解 下 列 线性 同 儿 方程 ; 
(a) 3T=2(mod 8) by rtmod 9) ; (ce) 476 (mod 10). 


解 KF ”由 于 模 相 对 较 小 ,由 一 一 党 试 的 方法 来 狗 , 回顾 ar 二 blmod mm) , 怡 好 有 4d 一 gedla.10) 个 
和 解 ,如 果 吕 能 整除 卢 
{a) 这 里 gcd(3,8) 一 1, 于 是 方程 有 惟一 解 ,检验 0,1,2……,7, 得 
3t6) 一 18=20mod 8). 
《b) 这 里 gcqx6:9) 一 3 但 3 不 整除 5, 于 是 方程 无 解 . 
tc) 这 里 gedf4,10) 一 2,2 整除 6, 寺 是 方程 有 两 个 解 ， 
方法 一 ”检验 0,1,2,3,…,9, 得 


4c4) = 16 二 6mod 10)， 
4(9) = 36 = 6tmod 10). 
因此 4 和 3 是 为 程 的 解 . 
方法 二 ”在 方程 两 边 和 模 上 间 除 以 gcdt4,10) 一 2, 得 问 余 方程 
27+ = 3trmod 5). 
此 方程 有 惟一 解 + 二 4, 即 为 原 方程 的 解 . 在 这 个 解 革 加 上 新 的 模 5, 得 
| 工 一 4 十 3 二 9 
是 不 方程 的 第 二 个 解 , 因 此 4 和 9 是 我 们 所 要 求 的 两 个 解 . 
11.61 解 同 余 方程 1092x 寺 213(mod ?2295), 


解 三 ”因为 模 m 二 2295 相对 较 大 ,所 以 不 宜 用 - -一 尝试 的 方法 , 首先 用 苷 余 除法 站 以 一 ged 
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{1092,2295) 一 3.213 被 4 二 3 从 ,得 余数 0. 好 3 整除 213, 因 此 方程 有 3 个 解 (不 同 余 ). 
模 和 和 方程 同 队 以 3, 得 同 余 方 灵 


364z = 71(mod 765)., Cx) 
由 于 被 d= 二 gedt1092,2293) 一 3 除 , 喜 364 和 765 互 素 ,所 以 方程 (* ) 模 765 有 惟一 解 . 先 求 (* *) 
的 解 , 再 求 《* ) 的 解 ， 

364x 三 (mod 765). (#%) 


它 的 解 可 以 通过 荡 s 和 + 使 364s 十 7651 一 1 求 得 , s 和 z: 的 求解 可 用 带 余 除法 (如 和 问题 11. 25). 
用 a=364 去 除 mr 一 765, 反 复 用 余数 去 除 除数 直到 余数 为 零 ,如 图 11 - 12. 得 到 下 面 四 个 等 式 : 
《1》37 一 765 一 2(354)， 

《2)》 31 一 364 一 9537). 

《3) 56=-37 一 1(31)， 

《4) 1 一 31 一 566)， 


也 乌 | 5 
A04]765 37]364 31]37 6J31 
了 8 333 4 0 
37 可 6 1 

图 11-12 


用 (C4) 和 {3) 将 1 写成 31 和 37 的 线性 组 合 

《5》 1=31—5[37—1(31)=6(31) —5(377, 

用 (5) 和 (2) 将 1 写成 364 和 37 的 线性 组 合 

(6) 1=6[364—9C37)]—3C37) = 60364)— S9037). 

用 (6) 和 和 (1) 将 1 写成 364 和 ?95 的 线性 组 合 

(7) TI 一 6(364) 一 59[765 一 2(364)] 一 124(362) 一 59(765》， 

因此 s=124,t 二 一 59. 

于 是 s=124 是 (* * ) 的 惟一 解 , 在 这 个 解 上 乘 ?1 ,并且 檬 ?765 化 简 ,得 
124(71) 一 8804 二 389(mod ?65)， 


这 就 是 (* ) 的 惟一 解 . 
最 后 ,在 解 x 一 389 上 连续 两 次 如 上 新 的 模 mm 一 765 ,分 别 得 到 下 面 的 两 个 解 
太一 389 十 765 一 1154， xz -1154 十 765 一 1919， 
换 各 话说 ,x1 二 389,x2 一 1154,x3 一 1919 组 成 了 方程 1092+ 二 213tmed 2295) 的 一 个 完整 的 解 集 , 
11,562 解 同 余 方 程 455x 寺 204(mod 469). 
和 解 ”首先 用 带 余 除 法 求 & 一 gcd6455,469) 一 ?, 用 = 了 7 了 除 204 余数 为 1, 也 就 是 说 ?不 能 整除 
204, 这 幸 方 程 无 解 . 
11.63 一 个 男孩 卖 水 果 , 芋 果 一 只 12 分 , 梨 一 只 7 分 ,假设 他 卖 得 3.21 元 . 问 ; 他 实 了 多 少 苹 
打 和 多 少 梨 ? 
解 晤 设 他 卖 了 = 挫 理 果 和 只 裂 . 由 题 意 得 不 定 方程 
12zr 十 7y = 321. (x) 
因为 和 > 疏 限 于 非 负 整数 ,所 以 此 方程 为 栗 定 方程 ;方程 (* ?等 价 于 同 余 方 程 
127 = 321tmod 7)， 


将 此 方程 模 7 化 简 得 等 价 方程 
Gz = tmod 7). 
检验 0,1,…,6 得 方程 惟一 解 
一 不 
将 模 说 =? 的 倍数 加 到 4 上 得 到 = 的 可 能 值 ,将 每 - :个 5 伐 人 方程 得 列 相 应 的 > 的 值 , 即 
一 4 一 39 7 一 1 一 27; 41+= 18,»= 15. 
国 为 12(25) 一 400 盖 321 , 故 + 宇 25 时 ,ys0. 所 以 - :共有 3 组 可 能 的 解 
4 个 芯 果 ,39 个 犁 ; 11 个 革 果 ,27 个 梨 : 8 个 苹果 ,15 个 腥 ; 


换 句 话说 ， 
一 4 十 Tt x 一 39 一 12 
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11.64 


11. 65 


11.66 


是 C* ?的 通 解 , 仅 当 ! 一 0,1.2 时 ,.? 的 值 才 非 负 . 
求 一 个 最 小 正 整数 使 得 它 除 3 余 2, 除 7 余 4, 除 1I0 时 余 6. 
解 旺 我 们 米 求 下 面 三 个 方程 的 最 小 的 正 的 公共 解 
ta} T= Smod 3); (hy 三 dmod ?TY; fc r= fCmod 10)， 

注意 到 模 3,? 和 10 两 两 二 素 . 中 中 国 剩余 定理 tCRTY11.28 知 ,方程 对 二 横流 二 347) C510) -210 有 
惟一 和 解 ,用 两 神 方 法 解 这 个 问题 
方法 1 首先 用 中 国 莘 余 定理 来 解 前 岗 个 方 娃 

(a) temod 3), Ch) ra dimod 7). 
我 们 知道 方程 组 模 Mf:-3. ?一 21 有 惟 -- 解 ,在 第 二 个 方程 (pb) 的 解 z=4 上 加 上 模 加 = 二? 的 倍数 ,我 
们 得 到 下 面 几 个 小 于 21 的 解 


4， 11， 18. 

将 这 些 解 代 人 方程 ta) 检验 ,得 11 是 两 个 方程 的 肉 一 解 . 
用 同样 的 过 程 来 解 下 面 两 个 方程 

te rmod 10), (Cd) x ll(mod 21). 
由 剩余 定理 得 方程 组 模 M 一 21 10 一 210 有 惟 - - 解 , 在 (Cd) 的 解 了 一 11 上 术 上 模 区 二 21 的 倍数 ,得 
到 1 个 小 于 210 的 (Cd 的 解 

ll, 32, 53, 74, 93, 116, 137, 158, 179, 210., 
把 这 些 解 代入 Cc} 得 ,zx 一 116 是 方程 (6) 的 惟 . . 解 , 固 此 

rr 二 104 

是 满足 二 方 得 (ab) 和 (ec) 的 最 小 下 整数 解 . 
方法 2 运用 公式 11. 29 得 

M=3.7.10= 210, MM = 210/3 — 70, 

Mb = 21077 = 20. Ms — 210710 — 21, 
我 们 来 烧 下 剂 方 程 组 的 解 

?Or 二 ltmod 3), 30xz limed 7)， 21rx= 1tmod 10), 
将 7 模 3 代 简 .30 模 7 化 简 ,2] 模 10 化 简 得 等 价 方程 组 
了 = limod 3), 2 = fmod， 工 二 Ttnod 10)， 


这 三 个 方程 的 解 分 别 是 、 


5 一 115 二 4 51 — 1]. 


Te = Mar Ns rs Tr 
得 到 原 方程 组 的 解 


ela :2:1 6 一 746. 
用 模 M 一 210 除 这 个 解 ,得 余数 
tr 116, 

色 为 原 方 得 在 0 到 210 之 癌 的 惟一 解 . 
证 明定 理 11.25: 如 时 a 和 xm 互 素 ,那么 rt 二 1(mod mmr} 有 惟一 解 ;否则 无 解 . 
证 好 ” 设 x 是 一 个 解 ,那么 mw 整除 1 一 ar,. 因此 存在 ,使 得 mm 一 1 一 az 因此 

as my, 二 1 ‘1 
且 品 和 六 .下 素 . 友之 ,如 昧 a 和 万 互 素 , 刚 存在 和 和 向 满足 (1 在 此 情况 下 x 是 ax 二 10mod m) 
的 一 个 解 . 
现在 还 禹 证 z 是 方程 模 mm 的 惟一 解 , 设 z, 是 另 一 解 , 那 么 

arn = 1 = ertgrnod mm), 


由 于 aa, 知 互 素 , 修 正 消去 律 成 立 , 所 以 


2 TMmod mm). 
定理 得 让 . 
证 明定 理 11.26: 兴 < 和 癌 互 素 , 那 么 az=pmod 各 ) 有 惟一 解 , 进 而 ,如 果 是 ar 三 1] 
《mod pi 的 惟一 和 解 :那么 x 二 5s 是 arpmod ma 的 惟一 和解 . 
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11.67 


11. 68 


证 上 是 ”由 定理 11. 235( 在 问题 11. 65 中 证 明 ) ,ar Imod wry) 的 惟 - - 解 s 存在 , 因此 ,a; 二 1Cmod m)， 
所 以 


atts) = tap lp -hrmod my. 
也 就 是 说 ,z 一 bs 是 ar 二 58(mod tm) 的 一 个 解 . 假设 和 x 是 两 个 这 样 的 解 ,那么 
arv b= Aartmod m). 
由 于 二 和 六 与 吾 利 用 修正 消去 律 得 ra = fmed mr) ,也 就 是 谨 ,ar 二 pmod zm) 有 模 mm 惟 -- 解 . 
证 明定 理 11. 27: 首 虑 方程 


ar = plmod mm). CC*%) 
d 一 gcd(avm) ,ti)》 如果 a 不 能 整除 85, 那么 (x ) 无 解 . (ii) 如 果 整除 5 ,那么 (*) 有 4d 
个 解 , 且 它们 模 mm 都 与 下 面 这 一 方程 的 解 同 祭 

Ar 二 中 (mod Ad， 〔 关 天] 
各 一 47C， B=fd HM=m/d. 
证 上 中 设 zz 是 Cx) 的 -- 个 解 ,那么 4x 二 5(mod m0), 即 mr 整除 aro 一 ,这 样 就 存在 整数 yo 使 
得 zz 一 一 aa 或 myw 十 axo 二 不 但 d= 二 gcdiasr0) ,所 以 d 整除 zmyo 十 axeo. 也 就 是 说 直 整 除 5, 因 此 
车 a 不 整除 4, 则 方程 就 无 解 . 
Ci 设 xo 是 (# }) 药 解 ,那么 如 上 ， 


Hip 十 rr， 一 已 
将 方程 中 每 个 数 都 除 以 4 得 (x * ), 因 此 M 整 除 4re Ba 是 ( x *) 的 解 . 设 xi 是 (* x ) 的 解 ， 
那么 同样 存在 整数 y ,使 得 ， 

My 十 Ar. 一 此 
在 上 式 上 乘 以 得， 

dvi -dAr=dB 芭 my 二 aril = 二 办 

因此 mm 整 除 ax1 一 6, 即 zi 是 ( #) 的 解 , 故 (x * ) 有 同样 的 整数 解 , 设 zo 是 (* * ) 的 最 小 的 惟一 的 
整数 解 ,既然 77 一 4M 


Fo rTo 一 RAT zo + 2 rsd BM an Cd — lM 
就 是 方程 Cx * } 和 (x ) 的 介 于 0 与 x 之 间 的 解 , 因此 (*) 横 有 dt 个 解 ,并 且 模 民 与 zz) 同 余 . 
证 明 中 国 剩余 定理 (定理 11. 28); 设 方程 组 


rntmodm}), rEr(mod mT = rmod m,). Cl» 
其 中 mi 两 两 互 素 ,那么 该 方程 组 模 MM 一 paza2…*…wa 有 惟一 解 . 
证 wz 考察 整数 


ze = Marm hsrs -+ Mssr,. 

其 中 前 二 Mm ,s, 基 方 程 M.r 二 1(rnod mx, ) 的 推 一 解 . 对 于 给 定 的 7,; 芳 7, 有 mz | ,因此 

Msr, SS Omod x ), 
另 一 方面 ,Ms; 圭 1med mm ) ,于 是 

Mgr Sn mod rm ), 
所 以， 

rmod m,). 
换血 话说 ,xo 是 (1) 中 每 一 个 方程 的 解 ， 
现在 我 们 还 需 证 明 xz, 是 方程 组 (1)? 的 模 M 惟 -- 解 , 设 交 是 (1) 中 所 有 方程 的 另 一 解 ,那么 
Lz; ST CmMod Pi ,ae = nod pa Yrs Th TMOd 7)， 
国 此 襄 . | (zi 一 二 ,对 每 一 个 i 由 于 mw 两 两 互 素 ;M1cmtrn sre gt), 所 以 MiCro 一 x , 邯 
xo Sr tnod MD. 

定 埋 得 证 . 


pi iol mi = 1 von He a RP 
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补 充 题 
序 和 不 等 式 , 郊 对 值 
11.69 在 各 对 整数 间 填 人 恰当 的 符 续 ;二 , 疙 或 二 
(a)2_ -6, 《Db) 一 3 一 5，〔e)y 一 7 3. (Cd) 一 8 一 1 ， 
(ey 23 11， (站 23 一 9， 【8) —2 一 7?，《h) 4 一 9 
11.70 计算 :tay | 一 个 ,15 1015Cby 13 一 ?| | 一 3 十 ?| ,| 一 3 一 ?|， 
11.71 讨 算 :ta) 12 一 5 十 13 十 71 :11 一 4 一 |2 一 9 fb 1 一 4 七 |2 一 3 ,1 一 8 一 2| 一 12 一 61, 


11.72 求 每 对 整数 问 的 距 高 4 

《al 2 和 一 5 bl) 一 6 和 3;(c) 2 和 8;(d) 一 7 和 一 1;(e) 3 和 一 3:( 一 7 和 一 9. 

分 别 求 满足 下 列 两 式 的 整数 nn; (a) 3<2w 一 4<10; (bh) 1<6 一 3o<13. 

证 明 性 质 11. 1:(i) 对 于 任何 整数 ayasai(D 如 果 a<ppssa ,那么 oa= 玉 

证 明 性 质 11. 2: 对 于 任何 整数 as 和 5 ,一 定 满足 下 面 关系 中 的 一 种 :a<<p,a 一 妃 或 2 之 双 

证 明 , Ca) 2ab<da: Ptbyaptact tea 十 ci. 

特质 11.4:(i fa| 守 9 昌 ial 二 0 当量 仅 a=0. 0D 一 | 有 aa Gi [al 一 |81 | 所 |a 士 b|. 


证 明 :如 果 6Fz0 且 z= 一 laj5, 则 a 一 x8>0 


数学 归纳 法 , 良 序 原理 


1i1.7%3 
11.74 
11.75 
11.76 
11,77 
11.78 


11.79 


11. $0 


11. 81 
11.82 


11. 83 


11. 84 


11., 85 


11.86 


证 明 前 x 个 正 偶 数 的 和 是 w(x 十 1), 即 
Pts2 二 1 二 6 二 一 十 2 二 ntn1), 
证 明 前 = 个 正 整数 的 立方 和 等 于 前 个 数 和 的 平方 , 即 
PrD :1 十 于 十 昱 十 二 生 一 (十 2 十 和 二 站 2 
放 明 :] 一 4 十 ?十 十 {3n 一 2) 一 np{3n 一 1)/2, 
证 明 , {ay ara™ 二 gam" hb} (a "=a™ ;ey (Cab) =apr", 


| 1 1 1 如 
证 明 :T 了 T3338ty 41a A 
证 明寺 1 1 a 
:Tata. Sty.7 (nt G+t1 
、 1 2° 3 形 __ (3 二 1) 
证 明 :T5335ts. 31" on Intactiy 
证 明 : 


ay yr yt 
thy at 十 区 一 Ka 十 二 fa ea ba ap 1 + ). 


11.87 证 明 ; 1PCAD|==2?, 这 里 14| 二 n, (PLA) 是 合用 个 元 素 的 有 限 集 和 4 的 每 集 . ) 
带 余 除 法 
11.88 ”对 每 一 对 整数 a 和 5b, 求 整 数 g 和 + 使 得 ae 一 部 二- 且 0 和 rs 绚 |， 


li.90 


11.91 


11. 92 


(ay a—=395,58=14. 
(cy a=—278,5=12, 
证 明 下 列 命 古 : 

tay 任意 整数 2 都 可 写成 中 ,5 十 1,5 上 十 2,5k 十 3 和 5 十 4 的 形式 ， 
tby 每 5 个 连续 的 整数 必 有 一 个 是 5 的 倍数 ， 

证 明 下 列 命题 : 

ta) 任意 3 个 连续 整数 的 积 都 能 被 6 整除 . 

tb) 任意 4 个 连续 整数 的 积 必 被 24 整除 . 

证 明 下 列 数 不 是 有 理 数 : 

(a) 3; (hb) 站 . 

证 明 ,vp 不 有 是 有 理 数 , 其 中 p 是 任 一 素数 . 


《by 2 一 有 8 一 一 17. 
id) 可 一 一 417 ,一 一 总 
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整除 ,最 大 公 因 数 和 素数 
11.93 求 所 有 可 能 的 园子: (a) 24; (bY 19683 一 3: ; (cy 432 一 2 3°. 
11.94 写 出 100 到 150 之 间 的 所 有 素数 . 
11.95 将 下 列 各 数 写成 素数 积 : 
(a) 2940; 【by 1485; (ey 8712; 《d) 319410. 
11.96 对 于 每 对 整数 a,5, 求 4 二 gcdta. 丰 , 并 将 df 写成 a 的 线性 组 侣 . 
(a) e 一 48,5 一 356， (by au 一 165,5-= 1287， 
{0) a=2310,4=168, (d) ea 一 195,.5 一 968. 
11.97 求 ;(a) lemt5,7) ;Cb) lem(3 ,33) ;Ce) lem(12,28). 
11.98 设 a 一 5880 和 5 一 8316， 
(a) 将 4a 和 写成 素数 积 形 式 ， 
tby 求 gcdialDD 和 和 lemia,h). 
tc) 证 明 Jemta ,二 《|ab| 3 /gcd(a,b). 
11.99 证 明 ;{a) 如 果 a1B, 那 入 ai 一 2B 一 a 1p, 一 4| 一 5 (bh) 如 果 acibe, 那 么 a15. 
11,100 证 朋 : 
Ca) 如果 n>1) 是 合 数 ,那么 n 有 正 因 子 4 使 得 dvin. 
Cb) 如 果 n( 半 1) 不 能 被 任 一 率 数 p<<yn 整 除 ,那么 4 是 素数 . 
11,101 证 明 :fay 吉 果 am 十 的 一 1 那么 gcdte :站 一 1 5b) 如 果 &a 二 Bq 十 7 那么 gcdia, 臣 二 gedtb,r). 
11.102 证 明 : ta) gcdfava 二 有) 整除 有 人 by gcdta,a 一 2) 一 1 或 2. 
11,103 证 明 ; 
(a) 如果 a 盖 2 那么 人 六 一 1 是 合 数 ， 
《by 如 果 za0,2" 一 1 是 素数 ;那么 是 素数 . 
11.104 设 = 是 正 整 数 , 证 明 ， 
(a) 3 整除 当 且 公 当 ” 中 各 位 数字 之 和 能 被 3 整除 . 
人 b) 9 整除 当 且 仅 当 nn 中 各 位 数字 之 和 能 被 93 整除. 
《c) 8 整除 nn 当 且 仅 当 的 后 3 位 数 能 被 8 整除 . 
11.105 把 gcd 和 lem 的 定义 扩展 到 任意 有 限 整 数 集 上 , 即 对 于 整数 a az"…as ;定义 : 
{a) godlau rds) 【by lem(la az as ). 
11.106 证 明 , 如 果 吕 aas|2 yas | 那么 | 其 中 划一 emtal ak)， 
11.107 证 明 ; 素 数 间 的 距离 可以 任意 大; 也 就 是 说 对 于 任何 正 整 数 二 ,存在 个 连续 的 合 数 ( 非 案 数 ). 
同 余 
11, 108 下 列 各 式 哪些 是 正确 的 ? 
(a) 224 王 762(Cmod 8) ， (b) 582 三 263(mod 11). 
{c) 156== 一 369(tmod ?7)，〈d) —238=483(mod 13). 
11.109 求 与 下 列 各 数 模 9 同 余 的 最 小 非 负 整 数 : 
(a) 4574(by 1578;(¢) 一 366;(0d) 一 3288. 
【所 求 束 数 应 在 集合 10,1,2,…，7,8} 中 ) 
11,110 求 与 下 列 各 数 模 9 同 余 的 绝对 值 最 小 的 整数 ， 
(a) 511;{b) 1329ife) —625;(d) 一 2717. 
(所 求 整数 应 在 集合 {一 4, 一 3; 一 2, 一 1,0,],2,3,4} 中 )】 
11.1i1 求 1 到 100 之 间 , 模 mm 一 11 余 4 的 所 有 整数 . 
11.112 求 一 50 与 了 0 之 间 , 模 澡 =9 余 12 的 所 有 整数 . 
犁 余 类 和 欧 拉 西数 永 
11.113 对 于 每 一 个 模 m 写 出 它 的 两 个 完全 剩余 系 ,一 个 由 最 小 的 非 负 整数 组 成 , 另 一 个 由 绝对 值 最 小 的 整 


数组 成 , {a} m= 二 11;(Cb} m= 二 14, 
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11.114 
11. 115 


11.116 
11.117 
11. 118 
11. 119 


至 出 模 吉 的 简化 币 傈 系 并 求 反 Cn) ;ay mm 一 (by) 可 二 10fe3 mm 一 14;(0} mm 二 13. 
写 出 模 台 一 8 的 一 个 完全 剩余 系 , 由 下 列 数组 或 . 

(ay 5 的 倍数 ;Cb) 3 的 宕 . 

证 明生 ,2 ,27 ) 不 是 模 mr( 守 2) 的 -个 完全 剩余 系 . 

求 :ta) FCO Cb) GCI2Y (ec) (15), 

求 :Ka BCS YbY BD (C0) BD 75 3 ). 

求 小 于 3200 且 与 800 所 素 的 所 有 正 整数 的 个 数 s. 


模 闫 的 运算 ,Z， 


11. 120 
11. 121 
11. 122 
11. 123 
11, 124 


所 出 加 法 表 和 乘法 表 :(a) Za ;tb) Zz， 

在 训 中 于 ;ta) 一 2, 一 34 一 5; 一 9, 一 10, 一 11;(Cb) 229 449 .5779779879. 

在 2 中 求 :a 一 3, 一 51 一 6 一 一 13, 一 15, 一 ]6;(b) 3/8,5/8,7/8,13/8,15/8. 
在 中 求 a 人 (a) 2 二 15.m 一 127; tb} a 二 61 ,mm 二 124; (6) a 二 12,1m 一 111. 
在 五 上 求 积 fxrygtry :x 一 4 一 277 十 87 一 787) 于 一 一 和 


同 余 方程 


11, 125 


11, 126 


11. 127 


11. 128 


11. 129 


11. 130 


11, 131 


ll. 132 


11.69 


11. 70 
11.71 
11.72 
11.73 
11. 88 
11. 90 


11.93 
11.94 


解 下 列 同 余 方 程 : 

(a) Fi 一 2 一 下 十 3z 十 1ss0timod 51. 

【by gtr}=3rt—27 二 5 十 十 2 二 0 (mod 7), 

Ce) h{r) dSr 377 26r3120(mod 6). 

解 下 列 线 性 同 余 方 程 ; 

《ay Tr=3tmod 9);Cthy 47=6(mod 14) ;tc) z=4C(mod 9). 
解 下 列 线性 同 余 方程 : 

fa 53fmod 8) ;thy r=dmod 167; Ce) 97z=12mnod 21), 
解 下 列 线性 同 余 方程 : 

《a) 377 三 1frod 246); (by 195.c= 一 23Kmod 968). 

解 下 列 线 性 同 余 方 程 : 

(a) 132x==169(mod 735); tbh) 45=284(mod 356). 
一个 木偶 剧院 只 有 60 个 座位 ,门票 价格 是 成 人 2. 35 元, 小孩 1.00 无; 假设 总 收入 是 117. 25 元 : 问 
看 演出 的 成 人 和 小 孩 各 有 多 少 人 ? 

求 下 列 每 组 间 余 方程 组 的 最 小 正 整 数 解 : 

(a) ze2{tnod 3) ,z=3(mod 5) ,r=4(mod 11). 

《by zmoc 5), z=4(mod 7) ,r=(mod %. 

东 下 面 这 个 同 余 方程 组 的 最 小 正 整 数 解 : 

xX=5Cmod 45) ;X=6(moad 19) ;z=7 (mod 527, 


补充 题 答案 


(a) 2 —6; (hbh} —3 -5 {0 —?<3; (qd 一 8-<< 一 1 ， 

(el 01 (D291 (gE) —2>—7; {h}) 4 一 3 

(a) 6,5,0; Ch) 4,4,.10. 

(a 3 十 ]0 一 13:3 一 7 一 一 和民 [by 4 一 1 一 5,8 一 4 一 4 

《al 7 Cb) 95fc Cd) 6;0e) 63102) 3， 

《al 4.5.60¢by —2,—1:0,1, 

(a) g—=28,.7—=3:(h) oq=—13r=13(c) 9—=—24,7—= 10;(d) g—=03,r—7. 
(a) 一 个 被 2 整除 ,一 个 被 3 整除 . 

Lb) 一 个 被 4 整除 ,一 个 被 2 整除 , 另 一 个 被 3 整除 . 

fa 112,3,4,6,12,24; (by) 3" (n= 3 Oc) ZB (ro0.1,2,314.5=0,1,2,3). 
107 ,103,107,109,113,127,131,137,139,149. 
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1.95 《2940 一 2 3 Tb) 1485.- 3 5 liCc8712 一 2 ,3 。112， 

《dy 319410=2. 3 。5。7，132. 
11.96 ay d=4=5(356)—37(48); (by 了 一 33 一 8C165)》 171287); 

(Lc) d=42=14c168) —1(2310); 《d) a=1=—=139(195)—28(968). 
11.97 {a) 35:Cb) 33: (Cc) 84, 
11.98 {fa} a2 ，。3，5，72 ,一 22 。3 。7 。11. 

(by gedla 0)—=2: 32 7, em(tad) = 37 + 11— 1164240. 
11. 103 《ay 提示 ;a 一 1 二 i 一 (01 十 a 十 十 十 gt 

Cb) 提示 :如 果 mr 一 ab 那么 如 一 1 一 (2 六 一 ]， 
11.107 (二 十 蕊 1 十 2 (天 十 1 十 3 CR 十 1 十 4 十 11 十 合十 由 分 别 被 2,3,4,…'s 丰 十 1 整除， 
11.108 (a) 畏 误 ;(b) 正确 ;tc) 正确 :(d) 错误 . 
11.109 cay) 7:Ch) 2rfc) 31Cd) 6. 
11 110 《al —2;(b) 一 3;fcy —2;(d) 1. 
11, 111 4,15,26,37.48,.59,70,81,92. 
11.112 —42,—33;,—24; 一 15, 一 6,3,12,21,30,39,48, 
11.113 Cay {0,1,°*,10} 和 {5,415 10,1s dd,5; 

Cb} {0,113} 和 {一 6 ,一 B50, 一 1,0,1,6,7} 
11,114 ta) (1,3} Cb) (12 10 3 Ce) {1,3,5,9,11,13}: Cd) {1.2,4,7,8,11,13,14}. 
11.11s 《al 45,10,15,20,25,30,35,.40) Cb) {9.9,27,81,243,729,2187,6561}, 
11.116 mm 一 1 三 一 1(modm) ,因此 Cm 一 2) ?二 ( 一 1)?==1? (modm). 
17 (ay B10 =4;(b) B12 =4d;(c) (15) = 
.118 (Ca) B03)=2. 8b)y BCS)A Bye) TEL 7 Y=) G6 TI + 132). 
11.119 (8000)=O(2 :57) = 45=320, 因 此 ss 一 4(320) 二 1280. 
11.121 (a) 一 2 一 11， 3~10, .5—8,—9=4,—10==3, 一 11 二 2 

《by 提示 : 先 求 出 9 模 13 的 乘法 表 ) 

27/9 一 65， 4719 一 12。 5/9=2, 7/9=8, 8/9=11. 

11.122 (Ca) 一 3 一 14。 ~5:-12, 一 6--11， 8 一 9， 13 一 4 15 一 2 

fb) 3/8 一 11， 578 一 7， 7/8 一 3， ‘13/8—8, 1578 一 4， 
11.123 (ay a 一 17; (hh a-! 一 们 } (ec) ae-1 不 存 看 
11.424 Fir)gtr)=2r 十 2zr2 一 工 十 4. 
1]1.125 (a) 1, 3 4 (Cb) 2,—2; (ec) 02,3. 一 1 
11.126 (Cay 3; {by 5,12 《ec) 无 解 ， 
11.127 (a) 7; (人 b) 无 解 《ce) 6,13,20， 
11.128 (a) 175; {by 293. 
11.129 (ca) 无 解 ; (Cb) 43,132,22] ,310. 
11.130 12 个 成 人 和 47 个 小 芒 或 3 个 成 人 和 和 51 个 小 孩 ， 
11.131 {a) 158; Cb) 123, 
11.132 31415. 


HH 


第 十 二 齐 代数 系统 
12.1 引 育 


本 章 研究 数学 中 的 一 些 主要 的 代数 系统 ; 半 灼 , 群 , 环 和 城 . 还 要 给 出 同 态 和 商 结 构 的 定 
义 . 我 们 首先 给 出 运算 的 定义 ,讨论 各 种 美 型 的 运算 . 


12.2 运 算 
读者 很 熟悉 数 的 加 法 与 乘法 运算 ,集合 的 并 与 交 以 及 函数 的 复合 . 这 些 运算 定义 如 下 
a 二 =e: dap=ec, AUBS=C, ANMNBS@GC, sOfQ=h. 


在 短 一 种 情况 下 ,一 个 光 素 (ec,C 或 有 ;都 对 应 着 原来 的 一 对 元 素 . 换 句 话说 ,在 每 一 个 画 数 中 
都 将 已 知 的 一 对 元 素 对 应 着 一 个 惟一 的 元 素 , 我 们 给 出 明确 的 定义 . 

定义 ” 设 S 是 一 个 非 宝 集 合 ,集合 S$ 上 的 一 个 运算 是 SXxS 到 5S 的 一 个 函数 * ,通常 记 

Ax 或 wp， 

而 不 记 为 * (au; 站 .集合 S 和 S 上 的 一 个 运算 * 忆 为 CS, * ) 或 当 运 算 明 确 时 简 记 为 3， 

注 一 个 从 SxS 到 S$S 上 的 运算 * 有 时 称 为 二 元 运算 . 一 元 运算 是 从 S 到 S 的 函数 , 便 
如 ;整数 的 绝对 值 |x| 就 是 世上 的 一 个 一 元 运算 ,集合 A 的 补 A7 是 集合 XX 的 罕 集 P(X) 上 
的 一 个 一 元 运算 , 三 元 运算 是 从 Sx SxS 到 5S 的 一 个 函数 . 更 一 般 地 ,n 元 运算 是 从 SXSx 
“XS(n 个 ) 到 5 的 一 个 函数 . 除 特别 指明 ,运算 都 是 指 二 元 运算 ,并 且 候 设 所 论 基 础 集合 S 非 


mr 


全 


设 S 是 有 限 集 . 则 S$ 上 的 运算 * 可 以 通过 它 的 运算 (乘法 ) 表 给 出 , 若 行 标 为 ea, 列 标 为 王 ， 
则 对 应 的 数 为 a x 56. 
设 S 是 具有 运算 * 的 集合 , 且 令 4 是 S 的 子 集 . 如 果 对 于 集合 4 中 的 任意 元 素 a 和 4 有 
a xs 下 属于 4 , 则 称 A 关于 运算 * 封闭 . 
例 12.1 考虑 正 整数 集 N. 
(a) 加 法 5 二) 和 乘法 (X) 是 N 上 的 运算 ,但 是 减法 (一 ?和 除法 (7 不 是 N 上 的 运算 . 
因为 正 整数 的 差 或 商 不 一 定 是 正 整 数 , 比 如 2 一 9 和 7/3 都 不 是 正 整数 。 
hb) 设 入 ,B 分 别 表示 正 侦 数 和 正 奇 数 的 集合 、 则 由 于 任何 偶数 的 和 与 积 仍 为 偶数 ， 
大 4 关于 加 法 与 乘法 封闭 :但 是 吕 关 于 匀 法 封闭 而 关于 加 法 不 封闭 ,如 3 十 5 二 8 是 
偶数 ， 
例 12.2 (Ca) 设 S=={0,1. 一 1}. 那么 由 于 1 十 1 不 是 $S 中 的 元 素 , 加 法 (十 } 不 是 S$S 上 的 运算 ， 
但 乘法 (CX) 是 5S 上 的 运算 ， 
Cb) 设 S 表示 所 有 整数 的 2x2 矩阵 的 集合 


那么 矩阵 的 加 法 和 乘法 是 $ 上 的 运算 。 设 A 和 8B 分 别 为 3 的 子 集 , 形 式 如 下 
a 上 a bb 
| o] 和 Ls a 
则 委 关 于 矩阵 加 法 封闭 ,乘法 不 封闭 ,比如 
1 13rl 2 4 2 
| | |, ,| 加 ,| 
而 B 关于 先 阵 加 法 和 乘法 都 封 阿 . 
例 12.3 设 S==ia,b,cyd} ;图 12- 1 的 表 中 定义 了 S 上 的 运算 * 和 和 ，, 注 意 * 可 由 公式 
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定义 ;其 中 证 是 S 中 的 任意 元 素 . 
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运算 的 性 质 
下 面 列 出 运算 的 一 些 重要 性 质 . 


(1) 半 含 律 和 交换 律 
集合 S 上 的 运算 * 称 为 可 结合 的 或 满足 结合 律 , 如 果 对 于 S 中 任意 元 素 a ,5,cy 有 


{a Hh) co a (pe), 
一 般 地 ,如 果 一 个 运算 不 是 可 结合 的 , 则 可 有 许多 方法 构成 一 个 积 , 例 如 下 面 给 出 了 5 种 形成 
积 abed 的 方法 ， 
Capyod, (tabad), {albrod, al(be)ad}, alhbled)). 

如 果 一 个 运算 是 可 结合 的 , 则 有 下 面 的 定理 (在 问题 12,7 中 证 明 ). 

定理 12.1 设 * 是 集合 S 上 的 一 个 可 结合 的 运算 ,那么 任何 积 a x as * … = an 无 须 加 
括号 ,也 就 是 说 所 有 可 能 的 积 都 相等 . 

集合 S 上 的 运算 * 称 为 可 交 搁 的 或 满足 交接 律 ,如 果 对 5S 中 任意 元 素 a,b5 有 

a¥6= Oa, 
例 12.4 (a) 考虑 整数 集 z, 整 数 的 加 法 和 乘法 是 可 结合 的 和 可 交换 的 ,而 减法 是 不 可 结合 
的 ,比如 ， 


(8 一 4) -3 一 1 但 8 一 (4 一 3) 一 7 

另外 减 车 也 是 不 可 交换 的 ,比如 3 一 7 关 7 一 3. 
《b) 考虑 ? 阶 方 阵 集合 M 上 的 竹 阵 乘法 运算 ,可 以 证 明 ( 见 5.5 节 ) 和 矩阵 乘法 是 可 结 
合 的 , 但 矩阵 乘法 是 不 可 交换 的 ,例如 

1 21-5 6 5 2 5 631rl 2 23 34 

| 4 Lo | lis 10| 但 | | |, 1 一 | -| 
(c) 考虑 正 整 数 集 N 上 的 指数 运算 a * 8 一 必 ,这 个 运算 不 是 可 结合 的 ,例如 
(2x 2) yx 3 一 (22)3 一 43 一 64 但 2x(2x3) 一 2 一 28 一 256. 
另外 , * 也 不 是 可 交换 的 ,例如 ， 
2x3 一 2 一 8 但 3x2 一 3 一 9. 
(d) 考虑 由 图 12 - 1(b) 定 义 的 集合 5 二 {a,5,c,d} 上 的 运算 ,该 运算 不 是 可 结合 的 ， 
例如 ， 
(Brec=arc—ec 但 rerc)=ba=b, 

另外 ,此 运算 也 不 是 可 交换 的 ,例如 5， c=a 但 c :58==6, 


C2) 单位 元 和 北 元 
考虑 集合 S 上 的 运算 * ,S 中 的 元 素 e 称 为 * 的 单位 元 ,如 果 对 于 S 中 的 任意 元 素 a, 有 


更 一 般 地 ,对 于 'S 中 的 任意 元 素 a4 ,如 果 ex<a 一 a, 刚 e 称 为 左 单位 元 ;如 果 axe 一 4 则 e 称 为 右 
单位 元 . 我 们 有 下 面 的 定理 . 
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定理 12.2 诬 e 是 左 单位 元 ,了 足 石 单位 元 ,那么 e 二 大 
证 明 足 很 简单 的 . 由 于 e 是 左 羡 位 元 ,zf 二 了 ;但 又 因 了 是 石 单位 匹 : 故 er 一 <, 于 是 < 一 扩 
本 定理 特别 指出 单位 元 是 惟一 的 , 即 若 有 堵 于 一 个 左 单位 元 , 则 没有 右 单位 元 ;反之 亦 然 ， 
没 集合 S$ 上 的 运算 * 有 单位 元 e; 那 么 S 中 元 素 a 的 并 元 是 元 素 58 ,满足 
hm pu e, 
如 果 运 算是 可 结合 的 ,那么 a 的 道 元 , 若 存 在 则 惟一 (问题 12. 3). 显然 ; 则 上 果 上 5 是 a 的 道 元 , 那 
么 a 是 8 的 道 元 ,因此 北大 是 一 个 对 称 关 系 , 我 们 可 以 说 元 素 a 和 上 5 开道 . 
注 ”如果 S 上 的 运算 记 成 ae *5,aXba 四 或 6, 出 称 S 为 来 法 式 结 愧 ,S 由 元素 & 的 道 
记 为 a“. 有 时 ,; 当 S 可 交换 时 .运算 记 为 一 , 称 S 为 加 法 式 结构 ,在 这 种 情况 下 单位 元 通常 记 
为 0. 称 之 为 零 元 素 .& 的 道 元 沁 为 一 2, 且 称 为 vc 的 负 元 素 . 
例 12.5 (a) 考虑 有 理 数 集 QQ. 在 加 法 下 ,0 中 单位 天 , 卫 一 3 与 3 互 道 ,内 为 
{一 3) 十 3 二 3 一 {一 3) 二 上 0 


另外 ,在 生 法 下 .1 尾 单位 元 ,一 3 和 一 言 互 道 ,因为 


(一 3) 。 (一 二 )= (一 去 (一 3) 一 1 
注意 ,0 没有 乘法 式 结构 道 元 . 
(by 考虑 共有 如 图 12 - 1h) 定 义 运 算 的 集合 S 二 {a,5,c9) ;可 见 元 案 4 是 单位 元 ， 
而 且 由 we 一 az, 知 过 是 它 本 身 的 道 元 . 进一步 ,dc 二 cd 一 a, 所 以 c 和 和 a 也 互 逆 ,因此 4 
的 道 元 不 惟一 . (这 就 意味 着 此 运算 不 是 可 结合 . ) 
《3) 消去 津 
称 集 合 5S 上 的 运算 * 满足 去 消去 律 ,如 果 
axpbp 二 ax*xr 斑 合 一 


满足 右 消 去 律 ,好 采 
pxa 二 cc#a 圣人 辣 五 一 上 
整数 集 上 的 加 法 ,减法 和 履 法 既 满 足 左 消去 律 也 满 是 右 消 去 律 。 但 持 阵 的 葬 法 不 满足 消去 
律 , 例 如 ，, 设 
-1 1 1 11 , ro 一 3 fl 2 
4 一 1o 小 s=-[。 小 c= 上 s] Dl oj 


那么 AB 一 AC=D, 但 BC. 


12,3 半 群 
设 S 蚌 定义 了 一 个 运算 的 非 空 集合 , 若 该 运算 是 可 结合 的 好 人 称 5 为 半 群 ; 蔡 该 运算 还 有 
一 个 单位 元 , 则 称 3 为 名 半 群 . 


例 12.6 ta} 考虑 正 整 数 集 N, 那 么 由 于 N 上 的 加 法 各 乘法 是 可 结合 的 , 故 CN, 十) 和 (CN, X) 
是 半 群 . 特别 地 , (N, XX) 是 康 半 群 ,因为 有 单位 元 1, 而 (N, 二 ) 涉 是 绢 半 群 , 因 NN 中 
的 加 法 没有 和 零 元 . 
tb) 设 S 是 一 个 有 限 集 ,F(S) 为 所 有 是 数 f,S->5, 且 运算 为 函数 的 复合 , 因为 函数 的 复 
合 可 结合 ,FS) 是 半 群 . 事实 上 ,SS) 是 一 个 么 半 群 ,因为 恒 等 旺 数 是 FCS) 的 一 个 单位 
Th 
(c) 设 5 二 {a;b,c,Q). 图 12 -1 的 冬 法 表 定义 了 S 上 的 运算 * 和 ，…. 注意 到 # 可 以 
由 公式 x * yy 一 x 对 于 S 中 的 任意 z 和 定义 ,因此 
{六 


因此, * 是 可 结合 的 ,所 以 CS, * ) 是 一 个 半 群 . 另 一 方面 。 是 不 是 可 结合 的 ,例如 
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(sec 一 ac 一 ce 们 porfevce) 一 户 。a 一 下 
因此 5S，) 不 是 一 个 半 群 ， 


自由 半 群 ,自由 么 半 群 


设 筷 是 一 非 空 集合 ,A 入 上 的 一 个 字符 事 ( 简 称 早 )w 蚌 A 中 元 素 的 一 个 有 限 序列 . 例如 
x = ababbbb = abab!, v= baccadad 一 cad 
是 入 ==1asD,c? 上 的 出 . (我们 把 aa 写成 ea: ,aaa 写成 < ,等 等 ), 一 个 串 m 的 长 度 记 为 La , 即 
w 中 元 素 的 个 数 , 于 是 {Cw) 一 7 ,Lv) 一 8. 
集合 A 上 出 & 和 的 连接 , 记 为 ux 或 wv; 剧 将 v 接 在 后面 所 得 到 的 只 ,例如 |， 
ww =— apap Ybac a!') 一 abab’ acial. 

现 设 二 FA) 表示 A 上 所 有 字符 串 在 连接 运算 下 的 集合 . 显然 对 于 任意 串 x,w,rw, 串 
CD)tw 和 (we) 是 一 样 的 ;它们 都 是 由 如 ,ww 一 个 接 一 个 地 写成 的 ,因此 下 是 一 个 半 群 , 称 为 
六 上 的 自由 半 群 ,A 的 元 素 , 称 为 F 的 生成 元 . 

裤 序 列 记 为 4, 也 奢 做 刀 上 的 一 个 捉 . 但 我 们 不 能 认为 4 属于 白山 半 群 FF 二 FCA). A 上 所 
有 有 的 绅 包括 记 为 4A* .于 是 4 是 连接 下 的 一 个 么 丫 群 , 称 为 4 上 的 自由 各 十 群 . 

子 半 群 

设 A 是 半 群 S 的 一 个 非 空子 集 , 如 果 入 本 吴 对 于 3 上 的 运算 呈 一 个 丫 群 刚 称 A 为 S 的 
一 个 子 后 群 .因为 4 中 的 元 素 也 是 S 的 元 素 ,4 中 元 素 自 然 满 足 结 合 律 。 因 此 A 是 一 子 半 样 
当 且 仅 当 其 在 S$ 的 运算 下 封闭 . 

例 12.7 ta) 设 站 和 和 B 分 别 表示 正 育 数 集 和 正 个 数 集 , 因为 4 和 B 关于 乘法 封闭 ,所 以 
“A, XX 和 和 (CB, XX ) 是 (N, Xx) 的 子 半 群 . 另外 ,由 于 和 关于 加 法 封 团 ,所 以 (4 ,十 ?是 
<N, 十) 的 子 半 群 ,但 (B, 十 ) 不 是 CN ,十 ) 的 子 半 群 ,因为 B 对 如 法 不 封闭 . 
Cb) 考虑 集合 A 二 {a,65} 上 的 和 白 由 半 群 下 . 设 互 是 所 有 侦 绅 构成 的 集合 ,也 就 是 说 长 
度 为 偶数 的 哇 , 岗 个 这 样 的 早 的 连接 仍然 是 侦 串 , 这 样 五 就 是 FF 的 一 个 子 半 群 . 


同 余 关系 和 商 结 构 


设 S 是 一 个 半 群 ,一 是 $ 上 的 一 个 等 价 关系 , 回顾 等 价 关 系 可 以 把 集合 $ 分 成 等 价 类 , 且 
用 [a] 表示 含有 和 集合 S 中 元 素 a 的 等 价 类 ,等 价 类 的 集合 记 为 S/ 一 
假设 5 上 的 等 价 关 系 有 下 面 的 性 质 
好 果 a~a D6 ,于 人 adab" | 
那么 一 称 为 S 上 上 的 同 余 关 系 , 而 且 可 以 定义 等 价 类 上 的 -- 个 运算 
[aj*[#]=[axB] 或 aj [58]= as). 
并 且 这 个 S/~~ 上 的 运算 是 可 结合 的 ,内 此 S$/ 一 是 -个 半 群 . 此 结果 的 正式 投 述 如 下 : 
定理 12.3 设 ~ 是 半 群 S 上 的 一 个 同 余 关系 ,那么 一 的 等 价 类 SS/ 一 关于 运算 
[La] [6, 一 [ee 
构成 一 个 半 群 . 这 个 半 群 S/ 一 称 为 由 一 生成 的 商 群 . 
例 12.8 tia) 设 下 是 一 集合 A 上 的 自由 半 群 , 苦 z 与 二 长 度 相同 则 定义 2 于 是 一 是 下 
上 的 一 个 等 价 关 系 , 而 且 假 设 uu .vm EP. 
HD) = ln) = me lm) = tu) = 
那 公 iu) 一 fww 一 涡 十 RN 所 以 一 ze ,这样 一 慎 下 上 的 一 个 同 余 关 系 
Cb) 考虑 整数 集 Z 和 一 个 正 整数 m>1,nl 顾 (11.8 节 ),a 模 m 余 5, 记 作 
们 一 Ptmod m), 
如 果 天 整除 莽 & 一 户 定理 11. 20 指出 这 个 关系 居 天 上 的 一 个 等 价 天 系 进而 定理 
11. 21 指出 者 & 寺 (mod mm), 5 三 d (mod m), 则 
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a dimod m, ah A(mod m). 
换 句 话说 ,这 个 关系 是 和 上 同 余 关系 ， 


考虑 两 个 半 群 人 S, x ) 和 (S ，* ), 函数 f,S 一 S 称 为 夺 群 局 态 或 简称 为 同 态 , 如 果 
farb}) 二 aixerb 或 Flop) = flay fb), 
假说 子 是 1 一 1 的 , 映 上 的 , 则 f 称 为 S$ 与 S$ 之 间 的 一 个 同 构 ,S 和 S' 称 为 同 构 半 群 , 记 作 SxS 
例 12.9 (Ca) 设 下 是 A 上 的 自由 灶 群 , 令 世 表示 愉 有 加 法 的 整数 集 ,假设 
ff 下 一 灿 定 凡 为 (ww) 一 i(w)， 
那么 ,由 于 ww) 二 下 砍 十 玫 四 ,所 以 是 一 同 态 ,也 就 是 说 ,对 于 任何 册 wsv， 
fw) = uw) Oo i Oo fu + fo). 
注意 下 中 的 运算 写成 乘法 ,而 工 中 的 运算 则 为 如 法 . 
tb) 医 12-2(a) 给 出 了 Z 的 加 法 表 , 而 图 12~2tb) 给 出 了 Zw 中 S$S 二 {1,3,7,9) 的 
乘法 表 , (注意 9 是 模 10 的 简化 剩余 系 ) 设 f; 石 一 S 定义 为 
Fo 一 1， 太 1 = 3, f(2) 一 9，F3) 一 7. 
可 以 证 明 了 是 一 个 同 态 ,又 因为 上 是 1- 工 的 , 映 上 的 , 故 了 又 是 同 构 的 . 于 是 Z 和 
3S 是 问 构 半 群 . 


图 12-2 
(@ 设 M 是 2X2 整数 垂 阵 的 集合 ,任意 秆 阵 A 二 |” ”的 行列 式 定义 为 


det( 有 A) 二 |A『1 二 ad 一 bc. 线性 代数 中 书证 明 行 列 式 是 一 个 可 和 蔽 函数 ,也 就 是 说 ,对 于 
任何 方 阵 A 和 B， 
deltAB) = det(A) 。 det(B). 

因此 行列 式 函 数 是 矩阵 的 乘法 半 群 GM, x }) 的 一 个 同 态 ,另外 行列 式 函 数 不 是 可 加 
的 , 即 对 于 某 些 矩阵 ， 

detf 和 十 召 ) 关 detCA) 二 det(B) 
所 以 行列 式 困 数 丰 是 CAM ,十 ) 上 的 一 个 半 群 同 念 . 
Cd) 设 一 是 半 群 SS 上 的 一 同 余 关系 , 设 册 全 >S 一 是 从 人 到 商 半 群 Sy 一 的 一 个 自然 
映射 ,定义 为 


pCa) = [al. 
即 S$ 中 的 每 一 个 元 素 a 都 对 应 着 它 的 等 价 类 [aj. 那么 是 一 个 同 态 , 因 为 
Pia) = [Lap j=Tal [5]=$a) gy, 


半 群 同 态 基本 定理 


回顾 一 个 函数 FS-~S 的 像 记 为 1(S) 或 Im 表示 S 中 元 素 在 了 于 的 像 构 成 的 集合 , 即 
Imr 一 加 ES: 在 在 eaES 使 Fa) 一 全 
下 面 是 半 群 理论 的 一 个 基本 定理 (在 辣 题 12.8 中 证 明 ) 
定理 12,4 设 f;S>S' 是 一 个 半 群 同 态 , 如 果 Fa) 一 Ap)， 令 ea, 刚 
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(i) ~ 是 3S 上 的 同 余 关 系 , 
(ii S/ 一 同 构 于 产 S)， 
例 12. 10 (a) 设 五 是 和 一 {a 人 上 的 白 由 半 群 ,函数 FF-> 工 定义 为 
fm) = ty, 
是 一 同 态 ,注意 fC 让 一 N, 因 此 /一同 构 于 NN 
tb) 设 邮 是 2Xx2 整 数 矩 阵 的 集合 , 考 窒 行列 式 困 数 def; M>Z. 对 于 任何 整数 a， 


有 
sl oe 


因此 行列 式 的 像 是 名, 由 定理 12.4 M/ 一 问 构 于 芳 
半 群 的 积 
设 (S1,* |) 和 (5s ,#2:) 是 两 个 半 群 ,我 们 构造 一 个 新 半 群 5 一 5 ,的 5;, 称 为 5 和 Sz 的 
直 积 ,如 下 
{1) SS 中 的 元 素来 自 名 1 xX 5S, 加 引 SS 中 的 元 率 是 有 序 眉 6a5 aE Si :bE 5;, 
《2) S 中 运算 * 定 交 为 分 量 两 两 相 来 , 即 
(Cab) 《一 (axis 或 简 记 为 (afa 一 (aa bb’ ), 
容易 证 明 上 面 的 运算 是 可 结合 的 . 


12.4 群 


设 避 是 定义 了 一 元 运算 {用 并 置 表 示 ) 的 非 帘 集合 ; 则 G 称 为 群 ,如 果 满 足下 列 公理 : 
EGi] 竺 合 律 ”对 任何 元 素 abycEG, 有 CaB)c 二 albe)，, 
fG, ] 单位 元 “存在 元 素 e 各 如 ,使 得 对 于 中 每 一 个 元 素 a. 有 有 ae 一 ea 二 a. 
FG:] 着 元 ”对 每 一 个 元 素 aEG, 存 在 一 个 元 天 a!'EGta 的 道 元 ?使 得 
车 群 上 满足 交 挽 律 即 对 于 任意 的 a.5EG 有 ,ab 一 如, 则 称 女 为 二 贝尔 群 ( 或 交换 群 )， 
当 二 元 运算 如 上 并 置 定 义 时 , 称 殷 为 乘法 群 . 当心 是 阿 贝 尔 群 时 ,运算 记 为 十 , 称 扬 为 加 
法 群 , 此 时 单位 元 记 为 0, 称 为 零 元 素 , 道 元 记 为 一 a. 并 称 为 负 元 素 , 
群 G 中 元 素 的 个 数 记 为 |G|,; 称 为 G 的 阶 . 称 G 为 有 限 群 , 若 其 阶 是 有 限 的 . 如 果 人 六 和 号 
是 G 的 子 集 , 则 记 
AB— {aba EALEB} 或 A++B=iattb:aE AbEB. 
例 12. 11 (a) 整数 集 Z 在 加 法 下 是 一 个 阿 贝尔 群 .单位 元 是 0, 一 4 是 a 在 Z 中 的 加 法 道 元 ， 
(b) 非 零 有 理 数 集 QN\{0 在 乘法 下 构成 一 个 阿 贝尔 群 . 1 是 单位 元 ,qip 是 有 理 数 
p79 的 乘法 逆 元 ， 
(ce) 设 S 是 2X2 有 理 和 阵 集合 ,并 在 其 上 定义 了 和 矩阵 乘法 . 则 S 不 是 一 个 群 ,因为 
闭 元 有 时 不 存在 .但 是 . 设 台 是 行列 式 不 为 零 的 2x2 第 阵 的 集合 ,那么 G 在 乘法 
下 是 一 个 群 ,单位 元 是 


a oer -| 


dr/ Al| -14 
一 cf 有 | ar|Al 
这 不 是 一 个 阿 贝尔 群 ,因为 阜 阵 乘法 不 可 和 父 换 . 

(dd) 回 颐 世 , 指 模 xm 的 整数 ,ZZ 在 加 法 下 构成 群 ,但 在 乘 
法 下 不 构成 群 . 但 是 设 U。 是 模 六 的 一 组 简化 剩余 系 , 即 
向 与 mx 互 素 的 那些 数组 成 ,那么 U; 在 乘法 ( 模 加 1) 下 构成 
群 . 例如 ,图 12- 3 给 出 了 Us 一 11:5,7,11) 的 乘法 表 
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对 称 群 9。 
从 集合 11,2 ,2 到 自身 的 ]-]1 上 映射 5c 称 为 置换 , 记 为 
1] 2 7 
了 2 PE 
共 中 j. 二 oi) 


所 有 置换 的 集合 记 为 3 ,共有 nl 二 1* 2-…n 个 元素. S, 中 曾 换 的 复合 和 赣 均 在 5, 中 ,并 用 
单位 函数 e 也 在 5S, 中 ,这 样 5, 在 函数 复合 运算 下 构成 群 ,我 们 称 之 为 nn 阶 对 称 群 . 
对 称 群 $ 好 下 有 31 一 6 个 元 素 ， 


| [| | | 
所 一 4 tz 一 时 网 一 后 
123 321 231 


[23 12 3] 8 1 23 
| = 一 # 0 一 3 -一 » 
! L132 -213 ? [L312 


S: 的 乘法 表 见 图 12 -4. 


MAP(A),PERM(CA) 和 和 UT(A) 


设 轧 是 一 非 室 和 集合, 所 有 的 函数 (映射 )f :A 一 A 组 成 的 集合 MAP(A) 在 函数 的 复合 下 是 
举 群 ,但 它 不 是 群 ,因为 有 些 函 数 没 有 道 元 . 但 是 所 有 的 及 到 自身 的 1- 1 上 映射 ( 称 为 置换 ) 组 
成 的 MAP(4) 的 子 半 群 PERMCA) 在 函数 的 复合 下 构成 群 . 

进一步 , 设 A 含有 某 些 几 伍 和 代数 结构 ,例如 入 可 以 是 一 个 图 的 顶点 集合 ,或 4 是 有 序 
集 或 半 群 ,那么 所 有 A 到 自身 的 风 构 映射 ( 称 为 4 的 自 同 态 ) 所 组 成 的 集合 AUT(4) 在 函数 的 复 
合 下 也 构成 群 . 


12.5 子 群 ,正规 子 群 和 同 态 


设 互 是 群 G 的 一 个 子 集 ,那么 昌 称 为 G 的 子 群 ,如 果 在 避 的 运算 下 日 本 身 也 是 群 .下 面 
是 判断 子 群 的 几 条 简单 原则 . 

性 质 12.5 群 吕 的 子 集 日 是 6G 的 子 群 ,如 果 

《D 单位 元 eE 万 ; 

(ii) 在 扣 的 运算 下 五 封闭 , 即 如 果 ap 万 ,那么 a6E 万 ; 

(iii)y 于 对 道 元 封闭 , 即 如 果 zE 克 ,那么 e !E HH. 

每 一 个 群 G 都 以 {e} 和 GG 自身 为 其 子 群 ,G 的 其 他 子 群 都 称 为 非 乎 凡 子 群 . 


陪 集 


如 果 及 是 G 的 子 群 旦 ezEG, 那 么 集合 
Ha= {hea:h€E H} 
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称 为 五 的 磊 联 集 .( 类 似 地 ,ea 互 称 为 妞 的 志 陪 集 ). 有 下 而 的 结论 ! 见 问题 12. 17 和 12. 19 中 


的 证 明 )， 
定理 
定理 

陪 集 的 数 


12.6 设 玉 是 群 (的 于 群 ,那么 石 陪 集 Ha 构成 一 个 GG 的 划分 . 
12.7( 拉 格 朗 日 ) 设 互 是 有 限 群 6 的 手 群 . 则 互 的 阶 整 除 避 的 阶 , 
上 ,我 们 可 雇 证 明 避 中 瑟 的 右 陪 集 的 数 日 5( 称 为 五 在 G 中 的 指标 ?等 于 G 中 开 的 左 


日, 且 丙 者 都 等 于 |G1 除 以 'HH.. 


正规 子 群 


定义 
再 是 


GG 的 一 个 子 群 瑟 是 正规 子 群 . 如 果 对 于 任意 ac 有 a !Ha 守 .等 价 地 . 
正规 的 ,如 困 对 于 每 个 a€EG 有 a 日 = Ha 即 左 障 集 与 右 陪 集 相 等 ， 


注意 阿 贝尔 群 的 每 个 子 王 部 是 正 珊 的 . 
止 规 子 群 的 重要 性 体现 在 下 面 的 结论 中 (在 门 题 12. 24 中 证 明 》. 


定理 


12.8 设 已 是 群 如 的 一 个 正规 子 群 . 那么 五 的 陪 集 在 陪 集 乘 法 
(atl BH) = opt 


设 避 


中 的 运算 是 加 法 或 者 说 G 是 加 法 式 的 ,那么 如 的 子 群 只 的 陪 集 形 如 a 十 于 . 而 且 , 如 


果 开 是 如 的 正规 子 群 . 耶 么 号 的 陪 集 在 下 面 障 集 如 法 下 形 战 赂 . 


例 12. 12 


模 zn 


(a 二 日 十 十 H) = (a 十 从 十 晶 
(a) 考虑 前 面 讨 论 的 3 阶 置换 群 S:. 集合 太一!1e,0: 1 是 5; 的 一 个 子 群 . 其 右 陪 集 和 
左 陪 集 分 别 为 


右 陪 集 诺 陪 集 
H=it,n}, H= ‘ss }, 
H#, = {# ,os}. BH={$ ,0}, 
TI 一! 四 0s}， 吉 甩 一 {各 02}. 


易 见 右 陪 集 与 在 障 集 有 所 不 同 , 故 和 不 是 Ss 的 正规 子 群 . 
《b) 考虑 行列 式 不 为 0 的 2X2 有 理 知 阵 构 成 的 群 GC 风 和 例 12. 11Cc)). 
设 所 是 右上 上 角 无 束 为 0 的 给 阵 多 成 的 蘑 的 子 集 , 即 有 王 面 形式 
[ 
© dad 
那么 日 是 G 的 子 群 , 因为 儒 在 G 的 乘法 下 封闭 具有 道 元 而 且 上 GE 扣 . 但 是 吾 
不 是 一 个 正规 子 群 , 例 恕 
E | ri 01 [Tl 27 _ [一 
1 3 Ll 1 L1 3 L 1 号 
不 属 王 万. 


另外 , 设 关 是 由 行列 式 等 于 1 的 乞 阵 组 成 的 女 的 于 集 . 可 以 证 明 长 也 是 避 的 
子 群 ,并 日 对 于 任意 斥 阵 EG 和 AEK, 有 
det(X AX) = 1. 
因此 外 AXEK, 所 以 是 G 的 正规 子 群 . 


整数 


考虑 整数 集 在 加 法 下 构成 的 群 了 , 设 再 表示 5 的 倍数 的 集合 ,也 就 是 说 ， 


H={,— 10,—5,0,5,10,..). 


那么 晶 是 鱼 的 子 群 (正规 子 群 ),Z 中 瑟 的 陪 集 为 
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二 01T 3 3 1 可 
| " =—{ 一 二 二 1 一 CC— 5,0.5,1] ss 
515 5 3 3 0 十 下 一 下 : 1 2D DIO ey 
一 1 二 1 十 万 一 ta 一 一 全 
i 1 2 3 4 0 加 
2 一 2 十 下 一 一 有一 3 人 27,12. 
2|13 35 4 6 1 一 
站 _ _ _ 3 一 3 十 所 一 fr O13, 
号 | 站 上 1 2 一 ， 
加 本 本 _ _ _ 主 一 4 十 五 一 1 下 一直 4 4 
1 14” ”> 出 定理 12.8,Z: 百 =10,1,2,3,4} 在 陪 集 加 法 下 是 一 个 群 , 它 


图 12-5 的 吉 法 表 见 向 12 一 地 
这 个 商 群 zz 互 称 为 模 5 的 整数 通常 记 为 ,类 似 地 ,对 于 任意 正 整 数 ,存在 商 群 z 即 
模 # 的 整数 . 


循环 子 群 


设 上 是 任意 群 ,a 是 G 中 任 -- 元 素 . 通常 ,我 们 定义 二 e 和 a 1! 二 a*，a. 显然 ,对 于 任何 
整数 治 和 a 一 ont (a™m)? 二 a” ,a 的 所 有 沈 形 


一 3 一 一 上 2 3 
a dd edd 0 a 


形成 了 一 个 局 的 子 群 . 称 为 a 生成 的 匆 环 群 , 记 为 gpta). 对 于 & 的 不 同 次 释 , 即 a 二 a 且 六 > 
有 人 o = 一 er 一 人 ,满足 轩 一 e 的 最 小 正 整数 关 称 为 a 的 阶 , 记 为 |al. 如 果 la| 二 mr, 那 么 它 
的 循环 子 群 gpta2 有 m 个 元 素 
gp{la) = {eda sd se sl 
例如 对 于 对 称 群 5; 的 元 素 为 ,有 
月 一 下 于 二 下， 二 各 :各 一 &. 

因此 ;各 | 二 3,gp( 太 ) 二 1e, 入 ,入 ), 注意 i 册 | 整除 5; 的 阶 , 这 对 一 般 情况 也 成 立 , 即 对 于 样 如 中 
任何 元 素 < ,我 们 可 由 拉客 朗 日 定理 12.7 ,得 gpta) 的 阶 整 除 1G|. 如 果 群 如 中 存在 一 元 素 4 
使 得 CG=8gaka) ,那么 就 称 群 雪 为 插 环 群 . 

生成 集 和 生成 元 

考虑 群 G 的 任意 子 集 六. 设 gp(A) 表 示 避 中 所 有 匹 素 z 的 集合 ,其 中 x 是 集 谷 AUA7 
(A7 1 表示 A 中 所 有 元 素 的 逆 元 组 成 的 集合 ) 中 元 素 的 积 . 即 

EPFLAY = {rE Gr bbb td EAUA,. 
那么 gp( 及 ) 居 右 的 具有 生成 集 六 的 一 个 子 格 . 特别 地 .如果 5 二 gp 和 0; 即 GG 中 每 一 个 元 素 上 gg 
都 是 4UA7 1 中 元 素 的 积 , 则 称 A 生成 群 G. 恕 果 汕 有 元 素 更 少 的 集合 生成 上 , 则 称 A 是 GG 的 
最 小 生成 集 . 例如 ,置换 a 二 ol 和 = 加 构成 对 称 群 S: (图 12 - 4) 的 一 个 最 小 生成 集 , 因为 
Ead =a = a 

另外 ,S; 不 是 循环 群 ,因此 它 不 能 由 一 个 元 素 生 成 . 


从 群 G 到 上 的 一 个 映射 上 称 为 同 态 , 如 果 对 任意 的 aeEC, 在 
Fap 一 GD， 
蓝 果 了 是 1-1 的, 觅 上 的 ,那么 了 时 做 同 构 , 称 G 和 C 同 构 , 记 作 GCC， 
如 果 PFC- rG 十 一 同 态 :, 堵 么 了 了 的 核 记 为 Kerf ,和 是 指 避 中 像 为 G 中 的 单位 元 e 的 元 素 构 
成 的 集合 . 即 


i 


Ker = {aEG: fta)=e'). 
回顾 了 的 像 . 记 为 六 或 Im 广 凤 
Imf 二 人 坊 E GG :存在 a EG 使 得 fta) = 由 
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下 面 是 群 理 沦 的 一 个 基本 定理 (证 明 见 问题 12. 21). 
定理 12.9 设 了 6G 一 G 为 同 态 , 核 为 KK、 则 KK 是 6G 的 正规 子 群 , 且 商 群 GiK 同 构 于 
fCG). 
例 12.13 (a) 设 避 是 空 数 在 加 法 下 构成 的 群 ,G 站 正 实 数 在 乘法 下 构成 的 群 . 由 Fe) 一 2 定 
交 的 映射 1 ;:G 一 CG' 是 一 同 态 , 轩 为 
fat bb) = oe = Fa) fl). 
事实 上 ,了 也 是 1- 1 和 映 上 的 , 故 殷 与 合同 构 . 
tb) 设 避 是 非 堆 复数 在 乘法 下 构成 的 群 ,G' 旦 非 零 实数 充 冬 法 下 构成 的 群 . 由 
fz) 二 |z| 定 义 的 有 映射 /;:G 一 G 是 一 同 态 ,因为 
fz Ze) 一 | 全] 人 | 一 | 空 1 1 | za 1 = fz) ft za). 
了 的 核 K 由 单位 圆 |z| 二 1 上 的 复数 构成 ,因此 Gi/K 同 构 于 了 的 像 , 即 正 实数 在 乘 
法 下 构成 的 群 ， 
tc) 设 4 是 群 G 中 任意 元 素 , 由 fin) 一 a" 定义 的 函数 jz 一 是 同 态 的 ,因为 
fam na oa a = fm fin). 
的 像 是 由 a 生成 的 循环 子 群 gpCa}). 由 定理 12.9 知 
gpla) 一 时 /下 
KK 是 Ff 的 核 . 如 果 关 一 105 那 委 gp(w) 二 ZZ 另外 ,如 果 严 是 a 的 阶 ,那么 
二 {xm 的 倍数 上 ,因此 gga) 二 换 句 活 说 ,任何 循环 群 都 同 构 于 工 或 者 十,, 即 
模 mm 的 整数 的 如 法 群 ， 


12.6 环 , 整 环 和 域 


设 尺 是 定义 了 两 个 二 元 运算 的 非 空 集合 ,一 个 运算 是 加 法 5( 记 为 十 ), 另 一 个 运算 是 乘法 
( 记 为 * ) 那么 民 称 为 环 , 如 果 满 足下 面 的 公理 
ER ] 对 于 任意 ,5cER, 有 (a 二 十 c 二 a 十 (十 ec)， 
LR,] 存在 元 素 0ER, 称 为 零 元 ,使 得 对 十 每 - :个 a 民有 a 十 0 一 0 十 a 一 a. 
LR; ] 对 于 每 一 个 a€ 民 ,存在 元 素 一 4 毛 RR, 称 为 a 的 负 无 ,使 得 a 十 (一 a) 二 (一 4) 十 a 二 0, 
[RB] 对 于 asbER, 有 a+6 二 6 十 a. 
DR; 对 于 a,b,cER, 有 lab)c=albe), 
LR ] 对 于 任何 4;5,cER, 有 (Datb 二 0 一 ab 二 ac; (DD (Bc)a=batca, 

注意 公理 LRi1 到 [LR ] 可 以 简 说 成 开关 于 加 法 构成 阿 风 尔 群 . 

减法 是 通过 4 一 8 二 a 十 (一 站 来 定义 的 . 

可 以 证 明 ( 见 问题 12. 29) 对 于 任意 的 aER 有 4 * 0 一 0 * a 二 0, 

民 的 子 集 S 是 R 的 子 环 ,如 果 S 本 身 在 R 中 运算 下 是 环 . 注意 到 ,S 是 民 的 子 环 只 要 S 满 
是 (0€ Ss 对 任何 a,5ES, 有 a 一 hE SapGE 5. 


特殊 的 环 : 整 环 和 域 


这 部 分 内 容 定 义 了 一 些 不 同 的 环 ,包括 整 环 和 虞 . 

民 称 为 交 撞 环 ,如 果 对 于 每 一 个 4,5ER 民 ,有 ap 一 如 

民 称 汐 有 单位 元 1 的 环 ,如果 对 任何 元 素 4ER, 元 素 1 虑 有 性 质 :a* 1==1 + a= 二 &. 此 时 ， 
如 果 a 有 来 法 雍 元 , 即 存 在 a !ERR 使 得 aa 一 a la 二 1, 那么 a 称 为 一 个 单位 . 

玉 称 为 零 因 子 环 ,如 果 有 非 零 北 素 a,5ER 使 得 a5 一 0. 此 时 ,a 和 和 5 称 为 零 因子 . 

定义 ”变换 环 R 出 做 荃 环 ,如 果 民 没有 和 零 因子 ;好 如 果 et 一 0 出 必 有 a 一 0 或 5 一 0， 

定 欠 ”有 单位 元 1( 不 等 于 0) 的 交换 环 民 叫 刁 域 ,如 果 每 -- 个 非 寒 元 a《 捷 R) 是 一 个 单位 ， 
即 有 乘法 道 元 . | 

:个 域 一 定 是 整 环 ,因为 如 果 ab 一 0 旦 a 产 0, 那 么 
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离 散 数学 


p=1b=ao a -=a'0 1, 


需要 注意 的 是 域 也 可 看 做 -交换 环 ,其 非 零 元 在 羔 法 下 构成 群 . 


例 12. 14 


理想 


(a) 对 于 通常 的 如 荡 和 乘法 ,整数 集 了 是 整 环 (有 单位 元 ?的 一 个 盟 出 例子 . 工 中 的 
单位 从 有 1 和 一 1, 世 就 是 说 ,ZZ 小 没有 其 他 元 素 有 乘法 道 元 . 
(by 集 台 下 一 10, 1 2) 在 模 产 斩 法 和 乘法 下 十 - -个 环 , 它 称 为 模 m 整数 
环 . 如 果 mx 是 素数 , 则 志 , 是 域 , 另 - 方面, 如果 mm 不 是 素数 ,那么 , 有 零 因子 . 例 
如 ,在 环 Z; 中 ， 

23 一 0 但 2 0mad6), 3 过 Drmod6)， 
《c) 有 理 数 集 中 和 实数 集 民 各 自在 通常 的 加 法 和 乘法 下 珍 成 域 . 
(gd) 设 邮 胡 示 2X2 的 整数 矩阵 或 实惠 阵 的 集 侣 ,那么 MM 在 矩阵 加 法 和 乘法 下 构 
成 一 个 不 可 交换 的 堆 因 子 环 . iM 有 单位 元 , 即 单 位 秆 阵 . 
《ce 设 情 是 任意 环 ,那么 民 上 的 所 有 多 项 式 组 成 的 集合 REx 1 在 通常 的 多 项 式 加 法 
和 乘法 下 构成 环 . 而 且 如 果 民 是 整 环 ,那么 RELzj 也 十 整 环 . 


环 民 的 一 个 子 集 了 称 为 理想 ,处 果 满 足下 列 三 个 性 质 
(iD 0E 

《ii) 对 于 任意 a15E J ,有 a 一 BEJ. 

(i) 对 于 任意 rER 和 aEJ, 有 rasvarEJ. 


首先 注意 是 R 的 一 个 子 环 ,而 且 J 荐 加 法 群 R 的 一 个 子 群 (正规 子 样 ; 因 此 陪 集 的 集合 


1 二 和 R} 


构成 民 节 一 个 划分 . 
理想 的 重要 性 体现 在 下 面 的 定理 中 ,这 个 定理 英 似 于 对 于 正规 子 群 的 定理 12. 7. 
定理 12.10 设 j 是 环形 的 一 个 蚂 想 ,那么 陪 集 1aTT:aER} 在 陪 集运 算 下 形成 一 个 环 , 


《人 十 用 十 (一 站 站 十 五 二 了、( 十 六 人 二 月 一 号 十 寺 


此 环 记 为 RA , 称 为 商 环 . 

现 设 民 起 一 个 交换 坏 且 有 单位 元 1, 对 于 任何 aER, 集 合 ta) 二 {ra:rER} 二 aR 是 一 个 理 
想 , 它 称 为 和 生成 的 主 理想 . 如 果 民 的 每 个 理想 部 是 主 埋 起 ,那么 尺 称 为 -个 主 理想 环 . 特别 
地 ,如 果 只 又 是 一 个 整 环 ,那么 民 称 为 主 理想 上 耕 环 (PID)， 


例 12. 15 


ca) 考虑 整数 环 Z,Z 中 每 一 个 理想 了 荐 主 理 起 . 也 就 是 说 , 对 某 个 整数 xx 有 
了 一 4 一 7 有 因此 蕊 是 -- 个 主 理想 整 环 (PIT 商 群 忆 , 一 Zn 证 模 严整 环 . 尽管 
工 是 整 环 (无 零 内 子 ) , 商 坏 名, 却 可 能 有 零 因子 . 例如 2 和 3 荐 无 的 零 因子 . 

Ch) 设 屋 是 任 一 环 , 那 么 {01 和 民 是 理想 .特别 地 ,如 果 R 是 域 ,那么 0} 和民 是 其 
仅 有 的 主 理想 . 

(0) 设 关 是 一 个 万 :那么 玉 上 的 多 项 式 环 开 [中 是 一 个 PID( 主 理想 整 环 ), 男 一 方 
面 , 含 有 两 个 变量 的 多 项 式 环 久 Lryy 不 是 一 个 PID， 

(dj 设 好 是 3X2 整 数 矩 阵 环 , 说 了 为 形式 如 下 的 所 有 拖 阵 组 成 的 集合 


亚 


a 
| p22 
注意 (D0€ .CD 对 任何 a,8E 有 a 一 EJ, (iii) 对 任何 rEM 和 a 7. 有 
raE Jj; 即 民 fC 了/ 但 JRSEJ ,因此 不 是 一 个 硅 想 ( 称 之 为 左 理想 .) 


环 同 态 
从 环 尺 到 环 R 的 一 个 映射 称 为 -个 环 同 态 或 简称 同 坊 ,如 困 对 任意 的 4.5E€ RR, 有 


fat) = fa FO fap) = f(a? fhy, 
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另外 ;如果 了 是 1-1 种 映 上 的 , 则 称 /为 同 构 ,RR 和 RR' 称 为 同 构 , 记 为 RR 人 
如 果 产 民 一 及 是 一 同 态 , 那 么 了 的 核 记 为 Kerf .是 指 R 中 以 R' 的 零 元 素 为 像 的 元 素 的 集 


合 ; 即 ， 


Kerf = IrE R: fry = Oo, 
下 面 的 定理 {类似 于 样 的 定理 12. 3 是 环 理论 的 - :个 基本 定理 ， 
定理 12.11 设 广 R 一 及 是 一 个 核 为 民 的 环 同 态 ,那么 并 是 民 中 的 一 个 理想 , 商 群 R/K 
与 A(R} 同 构 ， 


整 环 上 的 整除 


现 设 是 一 英 环 ,说 65 整除 4, 如 果 对 于 某 个 cED 有 a 二 bc, 元 素 xE 呈 称 为 一 个 单位 ,如 
梁 上 整除 1, 即 如 果 ww 有 一 个 敢 法 道 .i. 元 素 5ED 称 瘀 a€D 的 伴 元 ,如 果 6 二 wa 对 于 某 个 单 
位 刀口. 一 个 非 单 位 pE DD 称 为 不 可 药 的 ,如 果 p==a5 推出 a 或 5 是 一 个 单位 , 
整 环 局 称 为 一 个 惟一 分 解 环 (UFD) ,如 果 每 个 非 单位 aED 可 以 惟一 地 写成 不 可 级 元 素 
的 积 ( 不 计 伴 元 和 顺序 ). 
例 12. 16 (a) 整数 环 工 是 惟一 分 解 环 的 -… 个 旧型 例子 . 工 的 单位 是 1 和 一 1. n&z 的 仅 有 伴 
元 是 n 和 一 n., Z 的 不 可 约 元 素 是 素数 . 
(b) 集合 D= ta- wT3:4;2 为 整数 } 中 一些 环 ,六 的 单位 是 土 1,18 士 513 和 一 18 土 
5v13, 元 素 2,3 一 /113 和 一 3 一 /13 是 也 中 的 不 可 约 元 素 , 注意 
4 一 2。2 一 (3 一 vv 13)( 一 3 一 13). 
六 此 万 不 起 惟一 分 解 环 ( 见 问 题 12. 99)， 


12.7 域 上 的 多 项 式 


本 节 主 要 研究 以 整 环 或 域 中 元 素 为 系数 的 多 贰 式 . 特别 地 ,我 们 将 证 明 域 KK 上 的 多 项 式 
有 许多 和 整数 一 样 的 性 质 . 


基本 的 定义 


设 K 是 一 个 整 环 或 域 ,严格 此 说 ,K 上 的 多 项 式 了 是 KK 中 元 素 的 元 限 序列 ,其 中 有 限 个 
元 素 不 为 零 , 即 


f= Oana) 或 Fi 一 Go 十 十 au， 
其 中 上 作为 一 个 不 定 元 .as 称 为 了 的 第 关 个 系数 ,满足 心 关 0 的 最 大 的 nt 称 为 儿 项 式 的 次 数 ， 
记 为 deg( 让 二 n. 我 们 也 称 a 是 了 的 首 项 系数 ,日 如 果 a 一 1, 称 了 是 一 标准 多 项 式 ; 男 一 方 
面 ,如 果 /前 每 个 系数 都 为 零 , 则 f 称 为 堆 多 项 式 ,iU 为 /==0, 零 多 项 式 的 次 数 没 有 定义 . 
设 KK[zj 是 KK 上 所 有 多 项 式 i) 的 集合 ,KK[ 可 中 可 法 和 和 柔 法 定义 如 下 , 设 
FD 一 Ga 十 一 ac 划一 和 二 十 机 
那么 和 fF 十 g 是 指 f 和 gg 中 相应 系数 枚 加 所 得 的 索 项 式 , 即 如 果 msa ,那么 
FiD TED = artr 十 (an 二 ba 十 一 十 (a 二) 十 [ao bo). 
了 和 g 的 积 是 党 项 式 
FDECD = (Cada + ay i ab) Ca be), 


即 
Dg 二 crpg 十 十 co 一 co， 其 中 
- 点 
Cx 一 了 cx 一 a Tab a 
i 一 让 


数量 集 于 可 看 做 是 天 [ 问 的 一 个 子 集 ,特别 二 将 数 基 ao EKK 与 多 项 式 
fa 或 a = 0 0.) 


"ND ， 


离 散 数 学 


视 为 等 同 . 加 法 运算 利生 法 运算 可 如 下 定义 

Ca m0) = da th Cd ra) CO) = Cd, auto), 
因此 和 由 入 Cas) 二 ac 定义 的 映射 更 :天 一 天 [可 是 将 天 拭 和 天 [站 的 一 个 同 构 映射 . 

定理 12. 12 设 玉 是 一 整 环 . 天 [在 多 项 式 加 法 和 乘法 下 是 一 有 单位 元 为 1 的 交换 环 . 

下 面 这 个 管 单 的 引 理 对 以 后 的 证 明 有 很 大 作用 . 

引 理 12.13 设 了 和 8g 是 整 环 K 上 的 多 项 式 , 那 么 

degt fg) = deg(t /degtg). 

证 明 可 由 多 项 式 积 的 定义 睛 接 得 到 . 即 设 关门 一 aa 一 人 十 ca 和 gt 一 Bt" 十 一 fn: 其 中 

pA 


DEC 一 cp 较 低 次 数 的 式 子 . 
又 因为 天 是 一 个 整 环 ,没有 零 因 于 ,a,b» 关 0 因此 ， 
degt fu) = m+n= degtf) 十 degfg)， 
引 理 得 证 . 
下 面 列 出 了 多 项 式 的 许多 性 质 { 回 瞩 ~- 个 多 项 忒 g 整除 了 ,如 果 存 在 多 项 式 , 使 得 
DD=EOA(D), 
性 质 12.14 设 玉 居 一 个 整 环 ,f 和 g 是 扩 上 的 多 项 式 . 
《iD KL 是 一 整 环 . 
C1) KLij 的 单位 是 的 单位 . 
CiD 如 果 g 整除 了 ,那么 deg{g) 寺 deg( 了 7. 
《iv) 如 果 g 整除 了 ,整除 g ;那么 ff 一 kgC8 ,其 中 让 区 的 一 个 单位 . 
Cv) 如 果 d 和 a 均 为 标准 多 项 式 ,是 使 得 4 整除 4 ,dd 整除 d ,那么 d= 二 d“. 


带 余 除法 和 多 项 式 的 艰 


“这 里 我 们 讨论 以 域 KK 中 江 素 为 系数 的 多 项 式 了 了 (2) 的 根 . 回顾 aEK 是 (2) 的 -一 个 根 ,如 
果 雇 a) 一 0. 首先 从 一 个 重要 的 定理 开始 . 它 类 似 于 整数 集 世 上 的 相应 定理 ， 
定理 12. 15{ 带 余 除 法 ) 设 广 门 和 8 六 是 域 发 上 的 多 项 式 旦 
g(t) 天 0 那么 存在 多 项 式 g(t) 和 六 使 得 
fe) = gC ge) 十 2 
其 中 rc 二 0 或 者 deglr) < deg(g) 
上 述 定理 (证 朋 见 问题 12, 39) 规 范 了 “长 除法 "的 过 程 , 多项式 qt 四 称 为 商 式 儿 项 式 r() 称 
推论 12. 1I6({ 剩 祭 定 理 ) 假设 f() 被 zg(f)==t 一 a 除 ,那么 余 式 是 fCa}. 
证 明 可 由 带 余 除 法 得 到 . 即 用 :一 a 除 f (站 得 到 
f= q(t a rn. 
其 中 deg{7)<deg({t 一 2) 二 1 因此 rt 二 rr 是 一 个 数量 ,用 t==a 代入 上 述 方程 得 
Fl) = gtadlta—a}+r = 9) 0+r=r, 


因 些 余数 是 (a), 
推论 12. 16 还 告诉 我 们 f(a) 二 0 当 且 仅 当 余 式 /二 x() 寺 0, 于 是 有 下 面 的 推论 . 
推论 12. 175 因 式 定理 ) 数量 aE€EK 是 /的 一 个 根 当 且 侈 当 1 一 a 是 了 (7) 的 一 个 因 式 ， 
下 面 的 定 惠 告诉 我 们 一 个 多 项 让 可 能 的 恨 的 数目 . 
定理 12.18 假设 /() 是 域 太 上 的 一 个 多 项 式 日 deg( 廊 = 中 那么 .AD 至 多 有 ”个 栈 ， 
下 面 的 定理 是 求 整 系数 才 项 式 有 理 根 的 一 个 主要 方法 . 
定理 12.19 假设 有 理 数 pq( 最 简 形 式 ) 是 多 项 式 
ff) = at 一 十 Qt 十 er 
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的 一 个 根 , 共 中 所 有 的 系数 a,…' yal sa 是 整数 . 那么 整除 常数 项 ao,g 整除 首 项 系数 a. 特 
别 地 ,明灯 c= 二 pg 呈 一 整数 , 奢 么 c 整除 常数 项 ev 
例 12.417 (Ca) 设 挛 间 一 大 十 大 一 到 十 4 假设 了 22 和 个 有 埋 根 , 求 册 fitz) 的 折 有 根 ， 
内 为 彰 项 系数 是 1, (2 的 有 理 根 必 在 十 1, 土 2; 二 4 中 ,C1) 半 0 日 
让 一 1)0, 用 综合 除法 ,或 用 1 一 2 除 , 得 到 
2 1 十 1 一 8 十 4 


2 二 6 一 4 


1 一 3 一 2 一 站 
因此 :==2 是 一 个 弛 ，A 站 一 和 他 一 2 下 十 3 一 2 对 站 一 3 一 2 二 0 用 求 根 公 式 ， 
我 们 得 到 六 六 的 下 列 根 
f 一 2 一 (一 3 十 7)2. 一 (一 3 一 “1T7772. 
《bi 说 下 (站 一 站 一 28 二 11z 一 10, 求 出 C0) 的 所 有 实 根 ,假设 其 中 有 两 个 整数 根 , 
整数 根 几 在 士 1, 士 2, 一 5, 士 10 之 中 ,由 综合 除法 {或 用 i 一 1 除 再 用 i 十 2 除 ) 


我 们 得 到 
1 11 一 2 一 0 十 ]1 ~10 
] 一 1 一 1 十 10 
2|1 一 1 一 ! 十 10 十 0 


1 一 3 十 3 一 性 


因此 t=1 和 :一 一 2 是 两 个 整数 根 ,AD 一 (一 1(t 十 2) 一 委 十 5). 由 求 根 公式 知 
十 3 十 5 一 0 无 实 根 , 因此 ,t=1 各 1 二 一 2 是 AD) 仅 有 的 实 根 ， 


KLtj] 作 为 PID 和 UFD 


定理 12.20 域 开 上 的 多 项 式 环 兵 [所 是 一 个 主 理 起 整 环 (PID). 如 果 J 本 是 KK[4j 中 的 一 个 
理想 ,那么 存在 惟一 的 标准 多 项 式 4 生成 了 ,也 就 足 说 了 中 每 一 个 才 项 式 部 是 了 的 倍数 

定理 12.21 设 上 和 & 是 开 [ 加 中 的 多 项 式 , 那 么 存在 一 个 惟一 的 标准 多 项 式 d 使 得 

(17 刀 既 整 除 广 又 整除 5 

(iji > 如 果 绽 整除 了 和 8 那么 绽 整 除 忆 . 

在 上 面 定 理 中 的 多 项 式 d 称 为 f 和 g 的 最 大 公 因 去 , 记 作 d 一 gcd(f,g), 如 果 d 二 1, 那 么 
了 和 8 称 为 互 素 . 

推论 12.22 设 24 是 了 上 和 8 的 最 大 公 因 式 ,那么 疗 在 多 项 式 m 相 n 使 得 4 二 mf 十 ng. 特别 
地 ,如 果 上 和 有 互 素 ,那么 存在 多 项 式 mr 科 nn 司 得 mf 十 ng 一 1. 

多 项 式 PE KL] 称 为 不 可 芍 的 ,如 果 p 不 是 数量 日 bp 二 fg 可 推出 了 上 或 所 是 一 个 数量 . 换 
侣 话说 ,p 不 可 约 . 如 果 它 的 所 有 因 式 都 是 它 的 伴 元 (数量 倍数 ). 

引 理 12.23 庶 户 各 天 [ 缮 是 不 可 欧 的 ,如 果 户 整除 天 [站 中 多 项 式 了 和 8 的 葬 积 fg ,那么 
整除 了 或 bp 整除 g, 更 一 般 地 ,如 果 p 整除 5 个 多 项 式 的 积 放 f2…f, 那 么 2 整除 它们 当中 
的 一 个 . ， 

下 面 的 定理 指出 一 个 域 上 的 多 项 式 形成 一 个 惟一 分 解 环 CUFD)， 

定理 12.24( 惟 一 分 解 定 理 ? 惕 了 是 天 [ 门 由 一 个 非 零 多 项 式 .那么 了 除 顺 序 外 可 惟一 所 
成 一 个 积 


fF = kp p,, 
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其 中 EK,p, 屁 开 [0 中 的 标准 不 可 约 多 项 式 . 
代数 基本 定理 


下 面 这 个 定理 的 证 明 超 出 了 本 书 的 范围 
代数 基本 定理 复数 域 C 上 的 任意 非 零 多 项 式 (都 有 一 个 复 根 , 因 此 (加 除 顺 序 外 可 
惟一 写成 积 


DD = RA rt Oe). 
其 中 站 和 六 是 复数 日 deg( 门 二 n. 
上 面 的 定理 在 实数 域 R 上 可 能 不 正确 . 例如 , (7) 一 十 1 是 实数 域 R 上 的 一 个 多 项 式 ， 
但 fi) 没有 实 根 . ， 
定理 12.25 设 产 世 是 实 数 域 及 上 的 一 个 多 项 式 , 并 且 假 设 复数 x 一 a 十 i,5 隆 0, 是 f(t) 
的 一 个 根 ,那么 复数 z 的 共 辊 z 二 a 让 也 是 1 的 一 个 根 , 因此 ， 


Ct = (2 


是 ft 的 一 个 因 式 . 
定理 12.26 没 了 (7) 是 实数 域 上 上 的 一 个 非 零 多 项 式 ,那么 /可 以 除 顺 庄 外 惟一 写成 
积 
Ft = Rp pott) pr tf). 
其 中 ER 且 pi 为 ] 次 或 2 次 的 实 标准 多 项 式 ， 
例 12.18 设 六 间 一 下 一 3 十 6 十 25t 一 39. 已 知 二 2 十 3 是 一 个 根 , 求 ft7) 的 所 有 根 . 
既然 2 十 3i 是 一 个 根 ,那么 2 一 备 也 是 一 个 根 ,ct2) 一 一 4 一 13 就 是 7(2) 的 一 
个 因 式 . f( 疏 被 z( 丰 除 得 
f= 1 二 :一 3). 
对 站 十 t 一 3 二 0 用 求 根 公式 得 f(7) 的 其 他 根 , 即 fC 站 的 四 个 根 为 
t=2 十 3i, 1 二 2 一 3iy ft 二 (一 1 /3)/2, 1 一 (一 1 一 /13)/2. 


问题 与 解答 
运算 和 半 烙 
12.1 考虑 正 整 数 集 N, 设 * 表示 N 上 求 最 小 公信 数 的 运算 em). 
(a) 求 4x6,3x*5,98x18 和 1x6. 
(Cb) (N, * ) 是 半 群 马 ? 可 交换 吗 ? 
(Cc) 求 * 的 单位 元 . 
(d) N 中 哪些 元 素 有 逆 元 ,是 什么 ? 
解 sw (a) 因为 x xy 是 指 x 和 > 的 最 小 公 倍数 ,在 : 
dx6 = 12, 3#5- 15, 9*18 -18, 1*x6—6. 
《by 在 数论 中 将 证 明 {a* 已 #c 二 a * (5B* 避 ), 旭 运算 km 是 可 结合 的 , au #58 一 5*+4a 妈 运算 lcm 是 市 交换 
的 ;因此 (N. * ) 是 --- 个 交换 半 群 . 
《c) 整数 1 是 单位 元 ,因为 对 于 任何 整数 a.icmflay 一 ae 即 对 于 任何 整 笋 aEN 有 1x*a=a* 1=a. 
《dy 因为 Icemta, 的 一 1 当 旦 仅 当 ae 一 1 和 5 二 1, 所 以 惟一 有 道 元 的 元 素 就 是 1, 它 的 道 元 就 是 它 本 身 . 
12.2 考虑 有 理 数 集 Q, 设 * 是 Q 上 的 运算 ,定义 为 
db = 二 了 一 避 ， 


(Ca) 求 3x4，,2x (一 5 和 7* 访 . 
《bi (Q@, * ) 是 半 群 吗 ” 可 交换 吗 ? 
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Cc) 求 * 的 单位 元 . 
《d) 旬 中 有 元 丸 有 逆 元 吗 ? 咏 作 么 ? 
解 本 (ay 3*4 一 3 十 1 一 3 (4) 二 314 一 -2 二 一 5， 


2¥11—5)=- 2 十 {一 5 一 2t 一 95) 二 2 一 3 十 10 一 7 
1 1 rl 
?7* 吉 ?Hr 4 


(tb) 有 
ta Hh) se tah) sr 
二 十 让 一 三 ) 十 一 ta 十 一 93Ye 
-a 二 a 二 ca 
= 二 二 Tc 一 we —& 二 a. 
各 美人 ) 一 六 一 
一 性) 一 十) 
一 如 十 许 十 一 申 一 二 一 在 十 二， 
因此 * 是 可 锯 合 的 日 (QQ.* ) 是 一 半 群 ,而 且 
Tw a ba. 


因此 CQ, * ) 是 一 交换 半 群 . 
Cc) 元 素 。 是 单位 元 ,如 果 对 于 每 -- 个 aaQ axena. 送 算 如 下 
de a de = ud eC—m = 0 el—a) moe=0. 
于 是 ,0 是 单位 元 . 
(d) 为 了 使 有 一 个 道 元 x 我 们 必 有 ax 一 0. 肉 为 由 (可 知 0 是 单位 元 ,运算 如 下 
十 Tar 一 站 在 一 一 如 站 一 了 一 1 一 光一 ])， 
因此 如 果 sa 和 1 ,那么 a 有 道 元 afa 一 1). 
12.3 设 S 是 一 半 群 ,单位 元 为 e. 惕 5 和 六 是 ea 的 道 元 ,证 明 5 一 , 即 道 元 如 果 存 在 就 惟一 . 
证 明 上 有 


Dntaxsbp) 一 下 一 上 (关上 一 ex 有 一 站， 
因为 S 是 可 结合 韵 ,( 可 ，# e+ 有 一 xfeA)i 故 了 一 请， 
12.4 检验 正 整数 集 NN 的 下 列 六 个 子 集 在 习 法 运算 下 是 否 封闭 : 

(a) A={(0,1}). Cb) B=1{1,2}. 
(0c) C= {zx :x 是 素数 }. td) 也 一 !2,4,6 小 一 1Lz: 工 是 偶数 } 
(e) 百 一 (1,3,5，} 一 人 ! 广 是 奇数 }， (人 一 (12 4.8 和 一 :7 一 2 六)， 
六 个 集合 中 哪些 在 加 法 运算 下 封闭 ? 
解 晤 (fa) 有: 

G0=O0r1 一 0 1D0D0 一 小 1 11 一 1 
因此 4 在 乘法 下 封闭 . 
《hb 因为 2*2 一 4 名 B ,所 以 集合 五 在 乘法 下 不 封闭 ， 
《ce) 注意 到 2 和 3 是 素数 ,而 2 .3-:6 不 是 素数 ,因此 在 习 法 下 不 封 奢 ， 
(cy 偶数 的 积 翅 是 但 数 ,因此 己 在 乘法 下 封闭 ， 
《e) 奇数 的 积 们 是 奇数 ,因此 三 在 磁 法 下 封闭 ， 
{) 国 为 2 -8 一 2 在 乘法 下 封闭 ， 

困 为 两 个 偶数 的 和 仍 是 偶数 .所 以 集合 口 在 加 法 下 封 阁 , 然而 ,其 他 任何 … 集 人 台 在 如 法 下 都 不 封 

闭 , 例 如 


1+1=2¢A, 315—8¢C. 2—4—6&F. 
1 十 2 二 3 蔡 BB, 1 一 3 一 4 学 王 ， 
12.5 设 S=NXN,* 是 S 上 的 运算 ,定义 为 (a:6) (ta 0) 一 (aa 656)， 
《al 证明 * 是 可 结合 的 (因此 SS 是 一 半 群 ). 
(b) 由 Fa, 世 一 a 少 来 定义 了 :0S,x J 一 (Q,x). 证 明基 一 同 态 映射 . 
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12.7 


《ce) 求 由 同 访 映射 决定 的 间 余 美 系 , 则 一 % ,如 果 (Cx) 二 fw)( 见 定理 12.4). 
《d) 描述 Sr 一 ,SS 一 有 单 你 元 吗 ” 有 逆 元 吗 ? 

解 晤 设 z 一 ta 本 yy 一 人 co) ，z 一 (ev 门 . 

《al 有 


Cave 门 一 faryeofary 门 ， 
Tim} Oo (ahd) re of) 一 ageevteer) 
因为 garb wd.e.f 必 下 整数 .tacye==atie), (Bd) f=bla 六 )， 
因此 Cry 一 zx) 是 可 结合 的 . 故 4S.* ) 是 一 半 群 . 
《by 有 


faaxy) = actdy. Coc (ta) Catrrd) = fn) fyy. 
因此 .7 是 一 同 态 上 映射 . 
ce) 假设 f(z) 一 了 (Cy) ,那么 

六 一 序 ， 因此 ae -= 站. 
的 此 就 通过 如 染 ad- 记 , 那 么 a. 站 一 Le,d) 定 交 了 9 上 的 同 余 关 系 . 
cd} 了 的 像 是 正 有 埋 数 集 Q ,由 定理 12.3, 知 5$:/ 一 同 构 于 昌 ' .因此 S/~ 有 单位 元 ,并 有 日 每 一 个 元 素 
都 有 逆 元 . 
设 S=NXN,* 蚌 5 上 的 运算 定义 为 
(ab) x (a by = (ata' biey. 

Cay 证 明 * 是 可 结合 的 (因此 S 是 一 半 群 )， 
th) 由 fay 站 一 a 一 定义 了 :(S, x*) 一 (本 十) 证 明了 吓 一 同 态 . 
《c) 求 由 同 访 映射 六 尖 定 的 同 余 关系 , 即 一 如果 六 训 二 二 32) ( 风 定 埋 12. 4). 
《qd) 摘 述 S7 一 ,5 一 有 单位 元 吗 ? 它 有 道 元 吗 ? 
解 # 二 ”假设 za y(cyd) eile, fy 
tay 有 


(2y)z = tatedtad ste) = La -e+e tht+d + /fl. 
Xv = tap x (eed a+ 二 二 fd 二 + 让]. 
由 村 abycsdve, 了 是正 整 数 ， 
ta 二 Ti 人 二 2 二 a 十 te 二 2 让 十 起 十 让 一 BD 了 十 td 十 站. 
因此 (zz 一 TCyz) ,* 是 可 结合 的 , 即 (S, * ) 蚌 --- 半 群 ， 
《by 有 


Foray) =fia tc-d) = {ato — t+ 
GY) 
因此 了 是 一 同 态 . 
C0 设 2) 二 Fy) ;那么 4 一 6 二 ec 一 d; 国 此 4d=68 十 tt 这样 /决定 的 5S 上 的 同 余 甘 系 定义 为 
《ay ~ cd) a d— Hc. 
《d) 上 的 像 是 了 的 华 部 . 因为 每 一 个 整数 是 两 个 正 整 数 的 差 . 因此 ,由 定理 ]2.3,S/~ 同 构 寺 世 . 因此 
Si 一 有 单位 元 , 且 每 -个 元 素 都 有 ( 圳 法 ) 首 元. 
证 明定 理 12, 1: 假 褒 * 是 集合 S 上 的 一 个 可 结合 的 运算 .那么 任何 积 ai x as… x* a4 可 
不 加 括号 , 邵 所 有 可 能 的 积 相 等 ， 
证 明 哮 ”对 # 用 归纳 法 .因为 是 可 结 人 台 的 ,定理 满足 "一 1.2 利 3. 假设 zz>4. 用 记 续 : 
feiaea aa Crtaaday)a 和 ratas…e 一 任何 积 
我 们 将 证 明了 [aaz…ean] 一 (oas…en)s 从 而 所 有 的 这 些 积 相等 . 因为 Letas …en 表示 某 个 积 , 存 在 > 
<24 使 得 [Laias es] 一 [Latas…arj[a ao .因此 ,由 归纳 法 得 ， 


[ee 一 Lanesear]Le en] 一 [aesar] fa ec》 


=[aar lita ard) = Carar fa sa .Da 
一 [Laoeer jar = ad 一 


因此 定理 得 计 . 
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证 明定 理 12.4: 设 f:S>S' 是 一 半 群 回 念 . 如 果 fa) 二 了 站 . 设 a~, 那 么 (i 一 是 一 个 
岗 余 关系 ,GD0S2 一 同 构 于 六 S). 

证 明 8 0 首先 我 们 证 明 一 是 一 等 价 关 系 . 由 二 天 的 一 Fa ,有 aa 如 果 ae 一 2 那么 f(a} 一 (加 成 
了 9) 二 fo) ,因此 有 ea- 最后. 旭 果 2 一 De 基 和 Fa 了 -ft 因此 a}-- fo) ,因此 
a~~c, 即 :~ 是 一 等 价 关 系 .假设 a 一 a .5 如 ,都 么 (0) 二 ta) 有 了 拉 二 1(5 ,因为 了 其 一 辕 态 . 

fap) -FOB fa yb) - flab'), 
所 雇 oa 一 aa 即 一 是 一 问 余 关系 ， 
fi) 定义 于 :S/ 一 一 S97, 于 (aj 二 fa), 只 要 证 明 :(1) 于 起 有 定 尖 的 , 即 守 (Laj]) 世 JCS) 日 如 果 
[aj 一 [6], 那 么 站 [a 二 556] (2) 业 基 一 个 癌 桔 . 即 亚 基 回 态 , 且 1-1 上 里 上 的 . 
《1 证 明 于 是 有 定 区 , 没 于 ([aj) 一 了 a). 因为 aES. 有 fia}yE As) 因此 秋 ([e)E ASY, 现 设 [a] 
二 [上]; 那么 a 一 5 日 ia) 二 了 妈 ,内 此 
亚 (La = Fa) - Fh) .= WELHI}. 


即 于 是 有 定居 的 . 
(2) 证 明 守 是 一 同 构 映 射 :内 为 是 一 同 态 ， 
Yael) = Wiabl= fd) — fa DD) = Pa LD]). 
因此 ,下 是 一 同 态 .假设 亚 ([a] 一 tL5]). 那 么 la} 二). 于 是 a~b, 这 样 Laj]= 二 [5 并且 亚 
是 1- 1 的 . 最 后 , 设 y€ (5) ,那么 对 于 某 个 4ES, 有 /ta) 一 y. 因此 重 ([La)} 一 站 a) 一 yy 所 以 于 是 映 
上 的 , 故 亚 是 同 构 映射 . 


考虑 对 称 群 S , 它 的 滋 法 表 见 图 12 - 4. 

Ca) 求 5 中 每 一 个 元 素 的 阶 和 生成 群 . 

Cb) 求 $5 的 所 有 子 群 的 个 数 . 

《ce) 设 上 由 一 1 90o1,B 二 {而 , 由 和 求 AB.A 和 Acs， 

(Cd 设 晶 二 gplo) ,天 一 gafo :证明 HK 不 是 $s 的 子 群 . 

Ce) 5 是 循环 群 码 ? 

解 三 ”tay 共有 6 个 元 素 ,(1)e,(23o (3)0e(4)g. (5) 角 .(6) 各 , 找 出 每 个 元 素 zz 的 窒 , 使 得 江 一 
es 那么 |21 一 mgBtz) 一 frr 注意 zx 一 故 当 rr 天 cs 时 ,只 需 从 nn 一 2 开始 . 

(1 se 因此 |e| 一 1，g6e) 一 181， 

《2) of =t; 因 此 | | 一 2 全 让 1 一 人 sa) 

《3) 咀 一 嫩 因 此 | 加 1 一 2.gpkm ) 一 io) 

《4) =; 因此 |o;1 ==2,gp(m) =!e.03). 

(51 开 二 各 ,并 二 高 各 一 e: 因此 | 页 1 一 3,g 员 ?一 es .下 

(6) 蜂 一 由 , 鹤 一 贞 吻 一 e; 因此 | 由 | 一 3 只 ?一 人. 风向) 

(bp 首先 , 末 一 1e) ,Hi 一 Ss 是 5S; 的 子 套 . S, 的 其 他 子 知 的 阶 攻 为 2 或 3, 因 为 它们 的 阶 一 定 整除 5 
一 人 .因为 2 和 3 是 素数 ,这 些 子 群 一 定 是 循环 的 ( 见 问 题 12,65), 因此 必定 出 现在 (a) 中 ,于 是 $s 其 他 
的 子 群 是 


用 一 te Hm lest}, HH; 一 1 He = {eh . 
所 以 5; 有 6 个 子 群 . 
(Cc) 用 B 中 每 一 个 元 素 去 怀 A 中 每 -个 元 素 


a 
因此 六 AB= {5 ,0: 05}. 
用 及 中 每 : -个 元 素 乘 zs 
or = 和 
因此 A 一 {和 
用 于 莱 和 A 中 每 一 个 元 素 
向 由 一 惫 20, 一 内 


因此 局 呈 二 (有 ;二 
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【dy 日 一 le ,下 一 4 有 于 公 HR :el #1 ,为 下 是 与 的 子 群 .因为 HK 有 4 个 元 率 . 
te) 因为 5; 中 汕 有 和 任何 一 个 元 素 能 生成 S ,所 以 S: 不 是 循环 群 ， 
12.10 考虑 在 异 7 乘法 下 的 群 如 一 !1,2.3,4,5,6)， 


《a) 求 忆 的 乘法 圾 ， 
fpby 求 2 1,3 56 1. 


Cc) 求 2 和 3 的 阶 及 由 它们 生成 的 子 群 . 


td) GG 是 循环 群 吗 ? 


解 5 Ca) 为 了 在 台中 求 e*6. 必 须 求 积 四 被 7 除 的 余数 . 例如 ,5。 6= 30 除 以 7 后 得 余数 为 2， 


因此 5* 6 一 2. 必 的 乘法 表 见 图 12- 6 


*|1 2 3 4 5 8 
1|1 2 3 4 5 8 
212 4 6 1 3 5 
3|13 6 2 5 1 4 
4|4 1 5 2 6 3 
3 5 号 ] 三 4 2 
616 5 4 3 2 3 
图 12-6 


(by 首先 1 是 已 的 单位 元 ;回顾 a ! 是 局 中 的 元 素 使 得 aa7 一 1， 


因此 2 1 一 4,37!1 一 5,671 一 6. 


to 我 们 有 2 一 2 和 一 4 但 2 一 1: 所 以 2| 一 3,8P(2) 一 11,2,4), 我 们 有 3: 一 3. 一 2,3 一 6,3! 一 


4.33 3,3 1,PL|3 一 各区 站 3 一 站. 
【9d) 避 蚌 和 铂 环 的 .因为 上 一 gp(3). 
设 避 是 模 15 的 一 个 简化 剩余 系 , 如 


全 一 {1,2,4,.7,.8,11,13,14} 


(在 1 与 15 之 间 的 与 15 互 素 的 数 的 集合 ) ,那么 台 在 模 15 乘法 下 是 一 个 群 . 


(a) 求 扣 的 乘法 表 . 
【by 求 2 1,7 !,1l i 


《ce 求 由 2,7 和 ]1 生成 的 子 群 和 它们 的 阶 . 


(d) 如是 循环 的 吗 ? 


解 晤 (a) 为 了 在 中 求 ax5, 必 须要 求 积 ab 除 15 的 余数 ,乘法 表 见 图 12 一 7. 
(by 整数 = 种 * 互 首 ,如果 r*s 二 1 因此 2 =8.7 ' 一 13,11™"! 二 11. 


fc 我 们 有 时 一 4 天 一 全 2 一 1 故 |21 一 4gp2) 一 1 2 4:8) -而 了 


和，73 


7 二 13,7" 


一 1, 所 有 |17?1! 一 4,gpf73 一 1414,7.13}1. 最 后 11: 一 1, 豆 |11| 二 ?2 gp i11)=={1,11}. 


《9) 因为 避 中 没有 元 这 生成 它 , 所 以 避 不 是 循环 群 . 
*| 1 2 4 7 8& 1il 13 14 
1j 1 2 4 7 80 13 1 
2 2 4 811 1 7 11 13 
4| 4 8 1 13 2 14 7 1 
7| 7 1413 411 2 1 8 
8 8 1 21 4 13 14 7 
ll1lj1ll 7 4 2 13 1 8 4 
1]3113 11 7 1 14 8 4 2 
14114 13 11 3 7 4 2 1 
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12.12 设 o 和 7 是 对 称 群 Se 的 两 个 元 素 , 且 
rl 2 3 4 3 6] rl 2 345 6] 
4 一 | i ， 
L3 1 5 4 6 25 5 3 1 6 2 4 


求 :movsoar, 呈 和 ea !. {因为 r 和 和 so 是 国 数 ,re 意志 是 先 运算 as, 然 后 计算 r. ) 
上 先 作 用 5, 然后 再 7 见 图 12 8a) ; 玫 


解 旺 在 1,2, 


12-8(b) ,在 1.2,.…6 上 连续 两 次 作用 = 见 图 12-8cc). 因此 
2 3455] ri23456 


本 一 
L152643 
我 们 将 = 的 最 后 一 行 与 第 一 行 互 换 , 然 后 重新 排序 得 


-633214 


3 1 5 4 6 2 -1 

| 5 21 
Ll 2 3 5 8 L 2 
] 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 
oy rr rT yr lr 
3 1 5 4 6 2 3 3 1 6 2 
Tr sy r+ 
1 3 儿 6 和 3 6 5 3 2 | 

ia) tbh} 
图 12-8 


12.13 设 S 是 平面 Ri 上 的 正方 形 , 如 图 12-9. 它 的 中 心 
在 原点 已 S 的 四 个 顶点 遵 时 针 标 上 ] 到 4 《ay 起 


多 伍 的 对 称 群 G. Cb) 列 出 G 的 元 素 .《c) 求 
最 小 生成 集 , 


C 的 


解 sP (a) S 的 一 个 对 称 变换 = 是 一 严格 的 S 与 它 本 身 
之 间 的 1-1 对应. (这 里 严格 意思 十 点 与 点 之 间 的 距 记 不 
变 ) ,S 的 对 称 群 GG 基 S 的 所 有 对 称 变换 在 上 映 射 的 复合 下 构 


成 的 群 . 


ib} 共有 站 个 对 称 变 换 , 对 于 ee 一 站 ,907 ,180 和 27 站. 设 
dla} 是 5S5 绕 中 心 旋转 a 度 所 得 的 对 称 变换 , 设 ray 即 号 闫 
于 y 轴 的 反射 绕 中 心 旋转 &g 度 所 得 , 任何 $ 的 对 秘 亚 换 = 
都 是 由 S 的 顶点 决定 ,因此 = 可 以 表示 为 34 的 一 个 置换 ,于 是 


I 


r] 2 


153 


2 一 


EP] 二 一 上 -一 -二 一 bw 


co < 呈 1 


E 1 ,2.6 于 先 作 用 =, 热 后 作 月 


上 一 二 


jz 见 图 


L 


| 


1 2 3 47 
zxo5 -| ) ,| rom= 
。 rl 2 3 47 _. 
ef 一 | : 4 1 2 » siro i 二 
r1 2 3 4- 
0) 一 |， AO) 一 
L2 1 4 3- 
,rl 2 3 4- , 
r(1807 — ,re270) -| 
[4 3 2 1- 


7 T7171 


2 


二 


1 


[ 呈 0 


m TD In 


a mm 


[人 


[c) 设 a 二 o(90715 一 x0 那么 a 和 上 就 形成 了 GG 的 生成 元 的 最 小 集 . 特别 地 ， 
TOY = at, ot90) = a, ol80) — ef, ol270°) — ai, 


0) = pb, rt90) = Ba, rl80) = hm’ , 7(270°) = ba’, 


如 不 是 循环 群 , 因 此 不 是 由 一 个 元 素 生 成 的 (可 以 证 明 a! =e, 太 二 e 和 4b 一 a 完整 地 刻 邓 术 GG.) 
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没 昌 和 K 是 群 ,ia) 定 交 瓦 和 兵 的 直 积 二 太 XK.(b) G== 态 XK 的 单 售 区 和 阶 是 
什 公 ?ce) 描述 并 炒 蝇 玫 上 G 二 ZX 加 的 滋 法 表 . 
解 8 a) 设 避 = 订 xKK. 


hk th) 一 《有 RY, 
那 必 如 是 个 群 [ 癌 题 12.73). 称 为 于 入 的 志和 要， 


12. 13 


12. 16 


12. 17 


12, 18 


《by 元 素 e 一 ten reg 是 如 的 单位 元 且 |G| 万 | |K.. 
cc) 由 于 不 有 两 个 元 素 , 胡 6G 有 四 个 元 素 , 设 
EE— ON, = Ed C0} c= (l,l. 
的 全 法 表 见 图 12 一 10, 注 意 避 是 阿山 尔 群 ,因为 这 个 表 大 对 称 的 .并 且 
图 12- 10 a 二 ee， 六 二 fr c=, 
二 是 避 不 是 往 环 群 . 因此 局 基 克 . 
设 G 是 一 个 群 ,A 为 一 非 空 集 合 ， 
Ca) 定 儿 “CG 作用 于 A” 
(hb) 定义 aA 的 稳定 因子 Ha. 
《co 证 明 Ta 是 C 的 -个 子 群 . 
解 晤 (al 设 PERMCA) 表 示 A 的 所 有 剖 换 构成 的 珍 . 设 重 :G*PERMA4) 是 任 一 回 涤 .那么 局 
称 交 作用 于 4, 其 中 避 中 每 一 个 元 崇 站 缉 定 区 了 -个 置换 4 一 和, 由 
Ela = Clg ta). 
(习惯 上 , 团 换 x:A4 一 上 直接 给 出 ,因此 同 态 亚 是 隐 出 的 定 闵 ). 
《b) 4E 从 的 稳定 因子 Ha 是 由 GG 中 所 有 作用 在 元 素 a 上 的 变换 构成 , 印 
Ta 一 和 个 :Ra 一 站 | 
Ke) 因为 eg 一 ea 我 们 得 拭 设 ggE Ha 那么 (gg ta) -ER 一 ga 一 中 因此 gg 全 uy 又 因为 
有 5 一 2 机 有 一 因此 8 ' 七 Ha; 人 这样, Ha 就 是 G 的 一 个 子 捍 . 
设 S 一 有 : 嘴 生 长 儿 准 标 平面 , 求 5 中 4 一 (1,90) 的 稳定 因子 , 设 作 用 在 S 上 的 群 G 为 ， 
(a) G=ZXZ ERG 作用 看 $S 上 
号 3 二 (fT 十 my 十 ;其 中 必 二 Gm,7). 
即 G 中 每 一 个 元 素 g 者 是 S 的 一 个 平移 ， 
Cb) G 二 CR, 十 ) 且 CG 作用 在 S$S 上 


ETIY) = Crcosg — ysing Sing + yeosg), 
即 G 的 每 一 个 元 素 g 都 哇 S 绕 原 点 旋转 角度 8 
解 8 (0 设 g 二 (mn) ,那么 


ga) = gO = Cli mn) = (1,0) =a, 

当 有 目 税 当 g8 一 0,0) ,因此 有 Fe 惕 为 G 的 单位 元 (0,0) 

cb) 在 任何 旋转 2x 的 情 数 的 变 摘 下 = 不 变 , 因 用 Ha 一 {2xr:r€E 2D, 
证 明定 理 12.6; 设 玉 是 群 G 的 一 个 子 群 ,那么 右 陪 集 Fa 构成 上 的 - :个 划分 . 

证 骨 输 因为 eE 及 ,所 以 a 一 ex Fe: 即 每 一 个 元 素 都 属于 一 个 税 集 - 事实 上 gE Ha. 现 设 Ha 和 
HE 相交 , 设 rE Ha 人 门 2 ,此 能 证 明 Ha 二 了 15. 则 | 证明 完 战 . 
由 于 rc 朋 属 于 Ha, 又 属于 昌 5, 我 们 有 cc 一 jasr 一 生 访 其 中 i: 所 JT 那么 hia 一 hz 训 上 邦 4a 一 

hitihsb, 设 了 人 EHa, 于 么 


T= ha hhr' Hab. 
其 中 :所 有 H, 因为 厅 基 一 子 群 ,hah7 hi 万 晶 ,所 以 xE Tb 因为 x 起 Ha 的 任意 元 率 , 我 们 就 有 Tia 
三 二 ,类 位 地 ,PE 所 以 [一动 ,定理 得 证 . 
设 五 是 的 一 个 有 限 子 拜 . 证 明 所 和 任何 陪 集 Ha 有 间 样 多 的 元 素 . 
证 明 旺 : 讲 看 一 二 ;hyos) 其 由 万 有 有 有 个 元 素 , 那 各 Ha 二 [haharwrvhoa). 但 是 a= 
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12. 19 


12.20 


12. 21 


12. 22 


12. 23 


12. 24 


12.258 


a 屠 含 和 一刀 .因此 Ha 中 列 出 的 5 个 元 素 是 不 同 的 , 放 要 和 Ha 有 相 半 数目 的 元 烷 . 

证 明定 理 12. 7( 拉 和 格 骨 日 定理 ) 设 寺 是 群 G 的 一 个 有 限 子 群 , 那 委 五 的 阶 整除 CG 
的 阶 , 

证 明 哑 ”很 训 刀 有 > 个 光 索 日 育 。 个 右 陪 朱 ,如 

HH sh. 

由 定理 12. 6, 陪 集 为 局 的 划分 和 问题 12. 18. 每 个 陪 集 都 有 7 个 元 素 , 因 此 G 有 rs 个 元 率 , 所 以 日 
的 阶 整 除 避 的 阶 ， 
设 G 是 一 阶 数 为 p 的 群 ,其 中 是 素数 , 冰 G 的 所 有 子 群 . 

证 明 sy ”由 拉 格 项 日 定 理 .G 的 子 群 昌 的 阶 整除 忆 的 阶 .上 放 | 玉 | 一 1 或 ,所 以 le} 和 本身 是 GG 
仅 有 的 子 群 . 
设 台 是 一 阶 数 为 的 有 限 冬 , 证 明 对 于 任何 元 素 aEG, 有 uw" 二 

证 上 明 晤 ”假设 m 是 a 的 阶 ,那么 2” “出 拧 樟 六 日 定理 普 整 除 六 不妨 设 4 一 mr 那么 


一 一作 


证 明 :循环 群 G 的 每 一 个 子 群 部 基 循 环 的 ， 

证 明 峙 于 如 大 循环 的 ,所 以 存在 a 个 ,使 得 如 =gpta), 和 进 百 是 已 的 一 个 子 群 . 如 果 本 一 
ta} ; 那 妈 号 一 gprtey, 赦 箱 环 , 和 百 则 .下 包 合 za 的 非 索 次 宕 ,出 于 万 是 :了 群 , 它 在 阁 元 下 一 定 封闭 ， 
敲 包 合 a 的 正 次 短 . 汕 x 是 使 得 a™"€ 日 的 最 小 次 短 , 我 们 说 5 一 a* 生成 了 互 . 设 为 五 中 的 任意 
其 他 元 束 , 由 于 xEG, 有 有 zz 一 ea* ,对 于 某 个 整数 .1 被 吉 除 得 商 g 和 余数 r+, 即 


nnn 十 r, 


其 中 bssrca ,那么 
a 二 a a a", 
碟 a 一 "a", 
但 a".&8E€E 昌 ;由 六 是 -- 子 群 .5 94"€ 看 ;这 就 意 昧 着 a HH. 但 是 mm 是 属于 的 最 小 正 整 数 次 
袜 , 因 此 r=0. 故 "二 梧 , 这 样 生 成 了 碑 , 玉 蚌 循环 的 . 
设 日 是 一 子 群 , 现 设 KK 是 群 G 的 正规 子 群 .证明 日 K 居 一 个 上 的 子 群 . 
证 朋 我 们 必须 证 明 。e& HK 和 HK 在 乘法 和 道 苑 下 封闭 央 为 日 入 十 子 群 ,e€ 互 ， 
e 王 天 . 故 e 一 ee*，e& HK, 假设 x.yE 有 KRK, 那 么 并 = 有 并 1y 二 he 起 其 中 ho 万 昭 , 训 ,2 EK, 那 双 
AYy 1 1 Dr 上 2 hathe :kl he ?二 =。 

因 尺 KK 是 正规 的 ,fi 站 本 捷 下 ,及 因为 五 和 兵 是 了 群 , 且 二 咎 万 Ri 三民 的 :这样 二 vE HK， 
故 HK 在 乘法 下 封闭 . 我们 还 大 

1 一 【1 
由 于 天 是 一 正规 子 群 请 让 RE 天 ,而 县 六 ' EH 因此 xz!1ENK,; 从 而 HK 在 逆 元 下 封闭 , 故 HK 
是 一 个 子 群 . 
证 明定 理 12.8: 设 互 是 群 G 的 一 个 正规 子 群 , 孝 么 避 中 的 陪 集 在 由 CaH) (6 五 ) 一 
ao 万 定 浆 的 陪 集 乘 法 下 形成 一 个 群 ， 
证 上 阴 呈 陪 集 的 滋 法 的 定义 是 有 意义 的 ,因为 

tataBHy = a HoH apH}yH = wo HI = whH., 
(这 里 我 们 用 到 了 吕 是 一 正规 子 群 ,5 一 pF 并 几 定 埋 2.61, 互 :万 一 后) 陪 集 的 乘法 结 会 律 可 由 
CC 满足 习 法 结合 律 得 到 . HH 是 G/ 硬 前 单位 元 .因为 
aH~atHH}Y af 用 HFNiaf}y= Ha}H = taH}yfH =alf. 

最 后 ,a ! 厅 是 a 日 的 道 元 ;因为 

ta 1HYtaH)Y ~a IafH — tH=H 上 昌 

【erfe TD aa :TT = elf = 
因此 6 五 在 陪 集 乘 法 下 构成 群 . 
假设 /G-~G' 是 一 个 群 同 态 .证 明 ;(a) Fo 一 (by f(a 二 f(a) -1 
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证 明星 ” (a) 由 于 e==ee Hj 足 问 态 . 有 
jiey Ney fieyfre). 
在 上 式 两 边 同 生 ftr) ”得 划 我 们 的 结论 . 
(by 由 5 部 分 和 aa ' 一 a a 一 e. 有 
oe fe fay fiay 日 
e = fie) =fta la) = Fa Nf), 
周 此 jia 是 a 的 道 元 ; 财 fla -fla) ，， 


12.26 证明 定理 12.9: 设 f,6 一 是 一 核 为 的 同 态 ;那么 KK 是 局 的 正规 子 群 ,HG'K 
同 梅 于 7 的 像 5 与 问题 12. 8 比较 , 半 柯 丰 类似 的 定理 . ) 
证 明 EF 证 明志 荐 正规 的 由 问题 12.19, fe) 一 ee; 因此 EK 现 设 a5EKK 且 gE 那么 
(二 =e 且 fi 耻 一 e .因此 
Np) = fadfth) = ee = ee, 
DFT 一 
fgag 一 Bay Be Ie 
因此 aira7! 和 gag 后 民 , 故 玫 呈正 规 子 料 . 
证 明 Gy 多 一 蝇 , 基 中 局 是 了 的 像 设 页 G 描 1 定义 为 
Ray -Fa)， 
我 们 证 明 外 的 定义 是 有 意 文 的 , 即 如 果 Ka 一 Kb 那么 Ke) 一 记 K5). 假设 Ka 二 Kb, 晓 么 a 1€€© 民 
(问题 22,61) ,那么 tap7) 一 e 因此 
FOF = fa FE oo FOB) = 6. 
因此 fa 二 让,H 并 Ka) 一 笋 Kn), 页 是 良好 定 祥 的 ,我 下 一 步 证 胃 旨 是 一 - 同 态 
$aKb) = HRaB) = jiap) — FAA) = KR KD). 
因此 是 一 同 态 ,下 一 步 证 明 名 是 1 的 ,假设 玉 Ka) 一 下 KR5), 那 么 
ra 一 天 站 或 Mayft5) =. 或 
Fayftp 1 二 ee 或 天 本 中 = ee， 
玻 a8 后 玫 ,县 由 问题 12.61 有 Ka 一 Kb, 这 理 $$ 是 1-1 的 . 以 下 证 明 划 是 早上 上 的 . 设 天 E 末 .由 于 玫 
基站 的 像 ,存在 aEGf 使 得 fa)-- 玉 这 样 站 Ka} 一 了 a) 一 岂 , 因 此 $ 是 上 映 上 的 , 所 以 后" 天 兰 五 .定理 
得 证 . 
42.27 设 忆 是 一 个 群 ,gEG. 定义 函数 :CG->G 为 (7) 二 gxg ;证明 疡 是 CG 到 G 的 同 构 ， 
即 证 明 ca & 是 一 同 态 ，(b) 是 1-1 的 ,lc) 8 是 岗 上 的 . 
证 明 8 (a) 我 人 有 8x) 一 gxryg 一 CE (gyg } 一 Bgty). 因 此 8g 是 一 辕 态 . 
[by 很 设 22) 二 B59): 那么 Sag 二 8y8 一 .由 消 云 律 ,x 一 yy 故居 1 一 1 的 . 
‘0 概 设 xEG, 那 么 gig 1zg) 二 gR zgg'， =z. 国 此 上 是 映 上 的 ， 
环 , 整 环 和 域 
12.28 考虑 模 10 整数 环 Zo 一 :0,1.2.*… ,9 


a) 求 Zw 的 单位 ， 
tb) 求 一 3, 一 8 和 37. 
CO 设 站 2) 一 27 十 47 十 4. 求 Zo 上 Cx} 的 棋 . 
解 ta) 由 问题 12.83 知 .那些 与 模 10 互 素 的 整数 证 友 ,, 中 的 单位 . 因此 单位 是 1.3,7.9， 
《by 在 环 民 中 定义 元 察 一 a; 即 为 使 得 a 十 ( -ay 一 [一 a) 十 x 8 的 元 素 , 因 此 由 Zt 3 十 ?7 一 ?十 3 二 
0 得 一 3 =7, 类 伏地 ,--8=:2. 在 环 小 我 们 定义 元 素 4 为 使得 4a，a "1 一 a '， "4 二 1 的 元 素 . 因 此 3 ， 
二 ?1 由 二 Bo 中 3+7 二 7 :3 二 1. 
te) 将 :中 的 10 个 元 素 都 代入 六 xz 中 .看 哪些 结果 为 零 , 得 
DO — A FE OT = 2 FI6) — 0, ft(8) — 4. 
人 A=0, Fit3) = 4d, MD od, 7 oD, A = 2. 
根 就 为 1,2,6,7, {本 例 表 明光 多 项 式 在 一 个 环 上 可 以 右 针 Jn 个 的 根 . 但 在 域 上 不 成 站 . ) 
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证 明 在 环 ER 内; (i a，0 一 0: aa 一 0 fi) al 一 = 一 (Ca)b= ab; (Gi) (一 1)a 
二 一 a( 当 尺 有 单位 元 1 时 ). 
证 了 县 轿 (0 因为 0=0+4+0, 有 
RD a: 0 

在 上 式 两 边 加 上 一 (ta 0), 得 9a 0, 类 伺 地 -a 一 0. 
《ii 故 上 十 (一 他 二 (一 帮 十 8 二 0, 有 

Bat—phy -ath Dy=ar0=t 

一 起 十 咏 二 9 一 从 一 让 二 a*0=0. 
因此 ai 一 丰 是 a8 的 相反 数 , 即 af 一 站 一 一 ab, 类 似 地 (一 a)b-= 一 2b, 
(iiy 有 


a 二 一 a=iladtt-la= ltl)a=0"a=0, 
《一 1 十 一 (一 1 二 sa 人 一 1 十 Da 一 Da 一 0 
因此 {一 17a 是 a 的 负 元 , 即 { 一 15a 一 一 4 
在 整 环 DD 中, 证明; 如 果 ap 二 ac 日 a 尖 0, 那 么 =e 
证 骨 ”由 于 a8 二 ar; 有 


二 一 上 一 日 (一 站 一 站 
因为 a 隆 0; 我 们 得 5 一 c 二 0, 国 为 DD 没有 零 因子 .上 败 8==c. 
假设 入 是 环 及 的 理想 ,证 明了 作 K 足 民 的 一 个 理想 . 
证 表 # 雪 ”因为 和民 是 理想 ,0EJ 且 0EK, 央 此 0EJNK. 现 设 a,58EJNMNK 征 设 rER, 那 么 
apE 了 且 a.pE 天 .因为 了 和 其 是 理想 ， 
如 一 rr 和 且 a—bmar EK. 

町 此 ea 一 Prasar 和 JJ 门 六 , 故 JJ 门 基 是 一 个 理想 . 
设 了 是 单位 元 为 1 的 环 民 的 一 个 理想 , 证 明 : a) 如 果 1E 那么 J 一 Rb) 如 果 任 
何 单位 wsE 了 ,那么 了 一 民 . 

证 明 5 (a) 如 果 1E7 ,那么 对 于 任何 rER, 我 们 有 r*，1EJ 或 rEJ 了 ,因此 1=RR. 

《by 如 果 ，E 了 那么 waE 了 或 1E 了 因此 由 5) 得 了 一 已 
证 明 :(a) 有 限 的 整 环 DD 是 一 个 域 . 

tb) Zs 是 一 个 域 ,其 中 户 是 素数 . 

{c)( 费 马 定 理 ) 如 时 请 是 素数 ,那么 对 于 任意 整数 < 有 at? 硅 aCmodp)， 

证 朋 喇 (ai 假设 吕 有 7 个 元 素 , 不 妨 设 一 4m ,aryasr…yas): 设 a 是 DD 的 任 一 非 零 元 康 . 考 
谍 这 个 元 素 


CR rn 
因为 a 关 0, 有 aa, =aa 蕴含 a ,一 上 (问题 12. 30), 帮 上 面 4 个 元 率 是 不 向 的 ,它们 是 DP 中 元 娄 的 重 
排 . 其 中 的 一 个 不 妨 设 aa, 等 于 DD 的 单位 元 即 aas 二 1. 这样 a; 就 是 a 的 道 元 . 因为 是 DD 的 任 音 非 
零 元 ,故我 们 说 口 蚌 一 个 域 . 
(by 回 厦 ZZ 二 {90,1,2,-…s 思 一 1), 我 们 证 明 没有 零 因子 .假设 a*8 一 0 即 在 加 中 ab 二 90modp)， 
那么 户 整 除 &2, 因为 pp 基 一 个 素数 ,pp 整除 2 或 六 凤 4a 二 0Lmodp) 或 5=0Lmodp); 即 在 十 中 4 一 0 或 
#8 一 0 ,因此 Zs 没有 零 因 子 , 故 Zz 是 一 个 整 环 , 由 (人 a) 待 五 是 一 个 域 . 
Lc) 如果 思 整 纶 a ,那么 a 三 0trmodp), 敬 a! 三 a 三 0Cmodp). 假 没 志 不 整除 4, 那么 4 可 以 看 做 是 ZZ。 
的 一 个 非 零 元 . 由 于 瑟 是 一 个 域 , 它 的 非 零 元 在 乘法 下 形成 了 阶 为 p 一 1 的 群 . 由 问题 12.21,ae* 
一 1 在 五 中. 换 句 话说 ,ao :到 1(modtp), 在 两 边 同 乘 上 a 得 a!==atmodp) ,定理 得 证 . 


域 上 的 多 项 式 


12. 34 


刘 二 2 一 287 一 61 一 3, 已 知 f(t 有 一 整数 根 , 求 Fe 的 根 ， 
解 ”了 (的 整数 根 必 在 土 1; 士 3 中 ,注意 (一 0- 人 0. 用 综合 除法 或 被 :十 1 除 ,得 
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—]|l1—2—6—3 
一 1 十 3 十 3 
1 一 3 一 3 十 0 
因此 := 一 1 是 一 个 根 ,f(D 一 (十 D2 一 3: 一 3), 我 们 可 以 对 疡 一 3 一 3 用 求 根 公式 得 fC 的 三 个 根 
(一 一 1 t= (3+ 2D /2, t=(3— v2. 


假设 =28 一 38 一 61 一 2. 已 知 (有 一 有 理 根 , 求 fC 的 所 有 根 ， 


解 tp 。 /的 有 理 根 必 在 士 1, 士 2, 十 二 中 ,检验 每 “个 可 能 的 根 ,通过 综合 除法 (或 被 2 十 1 除 得 ， 


一 汉 2? 一 3 一 6 一 2 


2 
一 1 十 2 十 2 
2 一 4 一 4 站 


因此 := 一 证 是 一 个 根 , 且 


AD = (+t) TD 2 2). 
现在 对 总 一 如 一 2 用 求 根 公式 得 fC) 的 三 个 根 
(一 一 二 ,14V5， :1 一 /8 
设 站 一 # 一 38 十 38 十 3t 一 20,; 已 知 1 十 2 是 一 个 根 , 求 f(D 的 所 有 概 . 


解 昭 ”因为 1 十 引 是 一 个 根 , 故 1 一 站 也 是 一 个 根 , 生 cf) 一 fF 一 2 十 5 是 (CD 的 一 个 因 式 . it) 被 
ctz#) 际 得 


f= R24). 

对 台 一 一 4 用 求 根 公 式 得 出 f( 习 的 另外 两 个 根 . 即 (#8) 的 4 个 根 如 证 
t=1+2i, f=1~2i, t=(1 + vIn, t= (1— vn/Y. 
设 区 = 三 , 求 出 79 一 在 十 生 的 所 有 根 ， 
解 果 ”这 里 五 =(0,1;2……7) 将 看 中 每 一 个 元 素 都 代入 玉昌 得 
AD) = 0, f(2) = 0, f(4) = 0, 6) = 0. 

那么 放 必 有 4 个 粮 ,1 一 0,2,4,6. (因为 KK 不 是 域 , 故 定理 12.21 不 满足 . ) 
假设 f( 四 是 一 个 次 数 为 奇数 n 的 实 多 项 式 ， 
(a) 用 代数 方法 证 明 f(t? 有 一 个 实 根 . 
(b) 用 几何 方法 证 明 ft 有 一 个 实 根 . 
证 朋 是 (ay f(2} 的 复 根 总 是 成 对 出 疯 的 . 因为 /( 世 有 奇数 个 根 , 故 fC 四 必 至 少 有 一 个 实 机 
(Cb) 假设 /(#2 的 首 项 系数 是 正 的 L 否 则 ,将 (一 1) 莱 上 (1 因为 degi 记 二 nn, 其 中 是 奇数 ,有 

Jim f(D =+o0, lim f(D)= 0. 


因此 所 办 的 图 像 与 1 轴 至 少 有 一 个 交点 , 见 图 12 - 11. 


图 1211 
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12, 40 


12.41 


12. 42 


12. 43 


12. 44 


证 明定 理 12. 15¢ 带 余 除 法 ) 设 Ff 由 和 g(t) 是 域 久 上 的 多 项 式 自 gtf) 关 0, 那 么 存在 
对 项 式 g(2) 和 各 rt?) ,使 得 

FAD = gg rt. 
其 中 或 者 rr 人 i) 二 0 或 deg{l7)<deg(g)， 

证 明 3 如 上 举 了 (1 一 0 或 deg (1)<deg{g). 那 公有 要 求 的 表达 式 了 (二 0g() 十 fli). 现 设 
deg( 门 之 deg(g) ,不 妨 设 fa 十 十 to EL 一 甸 权 十 … 十 其 夺 机 :其 中 ar 和 天 0 及 nn 守 mm. 于 
是 有 多 项 式 

A = fOr gen. C1) 


‘这 是 “长 除法 ”的 第 一 步 , ) 那 么 degt ffi)<deg( 让 ,出 归纳 法 育 闪 多 项 式 呈 (和 x(2) ,使 得 0) 二 
gC228( 十 rf ,其 中 (二 0 或 deg 人 (7) 之 deg(g), 将 它 代 和信 (1) 得 


fF) 一 (a (1) + jg 人 十 站。 


这 就 是 所 要 求 的 表达 式 . 
证 明定 理 12. 18: 假 设 fj 是 域 KK 上 的 一 个 多 项 式 ,deg( 让 一 nn, 那么 乒 间 至 雪 有 了 个 
根 ， 

证 明星 对 着 用 归纳 法. 站 果 na 一 1, 那 各 f(y 一 at 十 9, f(t 有 惟一 的 根 1 一 一 ba, 假设 n 守 11, 如 

果 7(} 没 有 根 , 那 么 定理 是 正确 的 ,假设 aEK 是 i) 的 一 个 根 ,那么 

FF Ca gtt). (1) 
其 中 deg{g} 二 mn 一 4. 我们 说 所 如 的 任意 其 他 根 必 由 是 gt 的 -个 根 . 假设 za 是 f( 示 的 男 一 根 .将 
{二 B 代 人 (1) 得 0 二 了 (二 {一 wa) g(t 四 ,因为 上 没有 替 因 子 且 5 一 4 辽 0, 必 有 gt6) 二 0. 由 妇 纳 法 ,gC2) 
至 多 有 # 一 1 个 根 . 因此 谈 昌 至 多 有 2# 一 1 个 不 同 于 a 的 根 . 因此 六 让 至 多 有 1 个 根 . 
证 明定 理 12. 19: 假 设 一 个 有 理 数 p/gt 最 莘 浇 式 ) 是 多 项 式 

f(D = tT 十 tf 十 a 

的 一 个 根 , 其 中 所 有 的 系数 a,,….ai ,ao 是 整数 . 那么 pp 整除 uo ,gq 整除 首 项 系数 aa 
特别 地 如 果 c= 二 pi'g 是 一 整数 ,那么 < 整除 av. 

证 阴 ( 和 ”将 :pig 代入 站 一 0 得 atp8) 人 十 十 ati 十 an 二 0Q. 存 两 边 同 物品 得 

gap ap™ oi drape 0 {1) 
因 次 思 整 除 (1) 的 前 4 项 , 故 记 一定 整除 aog' ,已 知 户 和 g 瑟 素 , 放 上 整除 40 :类 做 地 :9 整除 C1) 的 后 
2 项 ,因此 4 整除 首 项 < 训 … 因为 上 和 和 g 芋 素 ,9 整除 av 
证 明定 理 12. 20: 域 K 上 的 多 项 式 环 [tj 尾 一 个 主 理想 整 环 (PID). 如 果 J 是 KT 中 
的 一 个 理想 , 导 么 惟一 标准 多 项 式 & 生 成 了 即 J 中 每 一 个 多 项 式 了 是 dt 的 倍数 ， 

证 明明 设 & 是 了 中 次 数 最 低 的 一 个 多 项 式 , 因为 我 们 可 以 在 9 上 乘 上 一 个 非 零 数 使 得 它 仍 在 
了 中 ,可 以 假设 32 是 一 个 标准 多 项 式 . 现 设 FE 了 ,由 带 余 除法 ,存在 4 和 + 使 得 了 一 ad 十 r, 其 中 或 者 
> 一 0 或 deg《7)<degtd). 现在 『d4EJ 草 含 着 ad EJ 了. 因此 =f 一 94E 上 但 是 4 是 7 中 次 数 最 小 的 
多 项 式 , 于 是 * 一 0, /一 ga 即 a 整除 六 还 须 证 明 吕 是 惟一 的 ,如 果 可 是 生成 了 的 另 一 个 标准 驳 项 
式 , 那 么 4 整 阶 4' 且 4 整除 dd, 这 就 准 出 2 一 ,因为 了 和 避 都 是 标准 形式 , 故 定 理 得 证 ， 

证 明定 理 12. 21: 设 f 和 g 是 久 [d 的 多 项 式 .那么 存在 性 一 的 标准 多 项 式 4 使 得 (i) a 
整除 和 g，QGD 如 果 整除 fF 和 g ,那么 4 整除 4d. 

证 明和 集合 JI={mfng:mm;nE KL[j]} 是 一 个 理想 . 设 4 是 生成 了 的 标准 多项式 . 六 gET 故 己 
整除 了 和 g. 现 设 df 整除 和 g.J 是 年 成 的 班 息 , 那 么 f ,gE€J 因此 IJ. 于 是 ,<E)1 故 过 整除 工 
还 需要 证 明 a 是 惟 一 的 . 如 果 a 是 男 -个 和 的 标准 的 最 大 公 因 式 , 那 么 4 整除 且 di 整除 
9. 这 就 意味 荐 4 二 ,因为 d 和 dl 是 标准 的 , 因此 定理 得 证 . 

证 明 挫 论 12,22; 设 dd 是 了 和 Eg 的 最 大 公园 式 ,那么 有 有 在 多 项 式 m 和 n 使 得 
d= 二 mf 十 ng. 特别 地 , 邵 果 上 和 有 开 素 ,那么 存在 多 项 式 关 和 7 使 得 闪 广 AgE 一 1 

证 月 镶 ”由 问题 12. 43 中 定理 12. 21 的 证 明 得 ,最 太公 大 式 4 生成 理想 [一 {tm 十 ng:mnEK 
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上]; ,因此 存在 儿 项 式 mw 和 使 得 d 一 mf 十 ng. 

证 明 引 理 12.23; 假 设 pK 不 可 约 . 如 果 户 整 除 多 项 式 的 积 上 g, ,gEKLt ,那么 pp 
整除 或 p 整除 gg, 更 一 般 地 ,如 果 p 整除 4 个 多 项 式 的 积 方 。， 户 … 广 ,那么 声 整 除 
它们 当中 的 一 个 . 

证 朋 好 。 假 洲 pp 整除 了 *&8, 但 不 整除. 因为 p 不 可 约 ,f 和 pp 必 互 素 .那么 存在 多 项 式 
玖 ,9 和 下 [可 ,使 得 rf 十 np 一 1. 在 方程 上 和 g. 我 们 得 到 mfg 十 npg 一 g. 介 整除 fg, 故 记 整除 
mfg' 且 上 整除 npg', 因 此 上 整除 和 8=mf8 十 npg. 

现 设 记 整除， 所 所 ,如果 户 整 除 刻 ,那么 命题 得 让 .如果 不 整除 九 , 那 么 由 上 面 的 结论 , 记 
整除 积 关 … 天 .对 nn 用 归纳 法 ,p 整除 多项式 f;…j, 中 的 一 个 . 所 以 引 理 得 证 . 
证 明定 理 12. 24‘( 惟 一 分 解 定 理 ) 设 /是 .i 中 一 非 零 包 项 式 ,那么 耻 除 叮 序 外 可 
惟一 写成 积 了 一 &p po…pp 的 形式 ,其 中 EK 日 p, 是 K[7 中 的 标准 不 可 约 多 项 式 ， 

证 及 中 首先 证 明 积 的 存在 性 , 如 果 了 不 可 约 或 EK, 那么 积 显 然 存 在 ,另外 ,假设 了 =g :上 ， 
其 中 8 和 五 不 是 数量 ,那么 8 和 的 次 数 小 上 下 的 次 数 , 由 归纳 法 得 ,g 一 Bg 二 和 有 he 
hh 其 中 而 . 嫩 EK 有 g, 入 是 标准 不 可 约 儿 项 式 .于 是 /二 C1) gg2e…8 让 1hz'**h, 是 我 们 要 证 的 
表达 式 . 

下 证 这 样 的 积 了 除 顺 亭 外 的 惟一 性 - 假设 

f= pi perps = gg 其 中 i EK 
且 Pp; 宙 ，… gm 是 标准 不 可 约 针 项 式 , 现在 p. 整除 外 gry* 因 为 加 是 不 可 约 的 . 由 引 理 
12. 23 它 必 须 整除 q 中 之 一 . 不 妨 设 户 整除 ,因为 p 和 gn 部 不 可 约 且 标 准 , 加 二 qn. 十 是 ,hpe** 
Dr 二 上 qe"…qm. 由 归纳 法 ,有 二 mm 量 p: 一 gp 一 gnt4, 经 过 重 排 ), 还 可 得 上 一 k'. 故 定理 得 证 . 
证 明定 理 12. 25:; 假 商人 让 是 实数 域 RR 上 的 - -个 多 项 式 , 晶 复数 = 一 < 十 下 (7 天 人) 是 AD 
的 一 个 根 , 那么 共 固 复数 z= 二 a 一 Bi 也 是 所 扩 的 一 个 根 , 办 此 
CU = ma 
是 7 所 的 一 个 因 式 ， 
证 明 4 ”因为 deg(e) 一 2, 故 存在 入 站 和 实数 MM 和 NN, 使 得 


Fn = eqn t+ N C12 


由 于 z= 二 a 十 抽 是 亲人 站 和 < 门 的 根 , 将 ta 十 页 代入 (1) 得 
A 二 cr--M2) 十 NN 或 DO0cgs 十 Me 二 AN 或 
Ma 十 的 十 NM 一 0 
因此 Ma 十 N=0 且 MB 一 0. 坷 海 50. 我 们 有 名 0. 那么 0 十 N00 或 N=0, 于 是 F(t) 一 clt)g(1) 且 
到 一 上 一 由 是 六 站 的 - -个 棋 ， 


补 充 是 
运算 和 半 群 
12, 和 设 * 为 实数 集 及 上 的 运算 , 定 文 为 ax 6 一 2 十 5 十 205 


12. 49 


12. 5 人 
12. $1 


12.52 


(a) 求 2x3,3#( 一 5) 和 7x (1/2), 

Cb) CR, * ) 是 半 群 吗 y 它 可 父 换 吗 ? 

《ce) 求 单位 元 . 

《d) 哪些 元 素 有 首 ,是 什么 ? 

证 和 是 由 4a*ub 一 & 沈 祥 的 运算 下 的 一 个 非 空 集 人 台 , 半 已 知 册 不 具有 一 个 元 素 .fal A 是 半 群 吗 ? 【by 
各 可 变换 吗 ? ic} 各 有 单位 元 吗 ? td) 如 果 有 ,哪些 元 案 有 道 元 ; 道 元 是 什么 5 

设 有 A 二 {a,b), 求 A 上 运算 的 个 数 ,并 且 宇 出 一 个 既 无 结合 律 义 无 交换 律 的 运算 . 

设 及 二 人 一 一 3,0,31619; 呈 上 即 3 的 信和 数 .A 在 Ca) 加 法 (hb) 乘法 fc 减法 (td; 除法 ( 除 0 
外 ) 下 封闭 吗 ? 

求 一 个 贪 三 个 元 素 的 集合 4 司 得 其 存 (a)y 乘法 (b) 如 法 下 封闭 ， 


mm 


12. 53 


12. 54 


12. SS 


12. 58 


12. 59 


12.60 


12. 61 


12, 62 


12,63 


12, 64 
12.65 
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设 S 是 一 无 限 集 ,A 是 S 的 有 限 子 集 的 集合 ,B 是 S 的 无 限 了 集 的 集合 . 
fa 总 在 CD 并 六 变 GiD 补 下 封闭 吗 ? 
by BB 在 0) 并 《2 奖 Gi 寂 下 封闭 吗 ? 
设 S 一 QXQ 是 定义 了 下 面 运算 * 的 有 序 有 理 数 偶 的 集合 
《一 ay Cb), 
(al 求 (314) x (1 ,2 和 (一 1,3) * (5,2), 
tb} 怠 是 半 群 吗 ? 可 交换 吗 ? 
el 求 S 的 单位 元 . 
qd) 如 果 有 ,哪些 元 素 有 赣 元 * 疗 元 是 什么 ? 
设 S 一 NXN 是 定义 了 下 面 运 算 * 的 有 序 正 整数 俑 的 集合 
Ca ed) — Cad + tld) 
(a) 求 (3,47 x C1, 和 (2,1) x (4,7), 
tb) 证 明 # 是 可 结合 的 (因此 S 是 一 个 半 群 》, 
ie) 定义 C9, 一 CQ, 十 ) 为 fia, 站 一 ayh. 证 明 /是 回 态 . 
(d) 求 S 中 由 同 态 /决定 的 同 余 关 系 ~. 
te) 描述 37 一 . 37 一 有 单位 元 吗 ? 它 有 闭 元 吗 ? 


考虑 在 模 20 加 法 于 的 互 o 一 10,1，……19) , 投 互 是 由 5 生成 的 : -1 的 子 群 . 

fa) 呈 晶 的 元 素 和 阶 . (b) 求 zs 中 五 的 喀 集 . 

考虑 在 模 18 苹 法 下 欧 GG={1,5,7,11,13.17}， 

ia) 建立 下 的 乘法 表 . 

(p) 求 5-1,7-: ,和 17-1， 

tc) 求 由 56 1 ) 5 (3t3 些 成 的 群 和 它们 的 阶 . 

(dy 局 是 循环 群 吗 ? 

考虑 在 模 12 加 法 下 的 C 一 11,5,7:11), (a) 求 每 个 元 素 葛 阶 . (by 如 是 循环 群 双 ?tec) 求 出 所 有 局 的 子 
群 . 

考虑 对 称 群 3 , 设 


(a) 或 o,f 和 ea! 

tb} 求 a,B 和 和 a8 的 阶 . 

证 明 群 GG 上 前 下 列 辣 论 . 

a) 单位 元 e 是 惟一 的 . 

《b) 女 中 每 一 个 元 素 都 有 道 元 a !， 

te) Ca 1 一 afag) 1! 二 5 Ia 更 一 般 地 ,alaa war) 1 二 gaff larlarl!, 

td ap 二 ac 可 排出 b= 二 c, 且 fa 二 ca 亦 可 排出 b= 二 <, 

te) 对 于 尾音 整数 x 和 s, 有 a'a’ 一 a"t’HHCan)’ 一 ga". 

{人 G 是 阿 由 尔 群 当 卫 权 当 对 于 所 有 的 a,bEG 有 ta)? 一 a 如 成 立 . 

设 瑟 是 G 的 一 个 子 群 ,证明 :ta) 玉 二 Ha 当 且 仪 当 a€ 石 .5b) Ha 一 Hb 当 且 谎 当 a6" 1 EH. (ec HH 
一 万 . 

证 明 命 题 12.5: 群 上 G 的 子 集 是 的 一 个 子 群 , 如 果 (ajeE 互 , 旦 1b) 对 于 所 有 的 a,8 人 部 及 ,有 apa ! 七 
H, 

设 避 是 一 群 . 

《al 证 明 避 的 任意 个 子 群 的 交集 是 G 的 一 个 子 群 . 

ib) 假设 妇 是 GG 的 一 个 子 集 .证明 pt4) 等 于 所 有 CG 中 包 依 各 的 子 群 的 交集 . 

cc) 证明 避 角 任 意 个 正规 子 群 的 交集 是 G 的 -个 正规 子 拜 . 

假设 避 是 一 阿 风 尔 群 ,证 明 任 何 南 群 如 五 都 是 阿 贝 尔 群 . 

慨 设 |G|==p, 其 中 思 是 一 素数 .证明 ta} 除 {e} 和 全 外 如 无 其 他 子 群 . (byG 是 循环 群 上 且 每 一 个 元 素 a 产 


315 * 


316 。 


离散 数 学 


12. 
12. 
12. 


12, 


12. 


12. 


2 生成 上 0. 
证 明 如一 11 ,一 1,i, 一 修 是 乘法 下 的 一 个 群 .利用 同 构 胀 射 f:G 一 二 证 明 G 守 三. 
说 日 是 仪 有 两 个 右 障 集 的 群 吕 的 一 个 子 群 , 证明 互 是 正规 的 . 
设 S 是 一 正 # 边 形 ,G 是 $ 的 对 称 群 . (3) 求全 的 阶 . ib) 证 明 避 是 由 满足 a” es 扩 e 且 & ab 一 a 
的 症 元 素 a 和 生成 的 ,. (G 称 六 二 面体 群 ) 
假设 群 G 作用 在 集合 S$S 上 ,不 妨 设 通过 癌 态 于:G->PERMLS) 作 用 的 . 
Ca) 证 明 对 于 任意 的 sE S() ets)==s, G0) (gg D5) 一 gtg (ts)), 其 中 gg EG. 
< 和 任何 3E 5 的 畦 迹 G; 定义 为 G6, 二 {gC5) 1gEG! 证 明 轨 迹 形 上 成 5S 的 一 个 划分 . 
tc) 证明 |G | 一 LG; 是 台中 s 的 稳定 因子 万 : 的 陪 集 的 数目 ; (回顾 HH 一 1EE CS 一 5 ) 
设 扣 是 -个 阿 贝尔 群 旦 设 ” 是 一 正 整数 . 证 明 由 fa) 一 er 定义 的 函数 ;GG 是 一 个 同 态 . 
设 占 是 满 是 |z| 二 1 的 复数 < 形成 的 乘法 群 ,R 十 实数 加 法 群 . 证 明 GR 
很 设 互 和 N 是 G 的 子 群 日 N 是 正规 的 ,证 明 (a) HN 是 避 的 一 个 子 群 .(b) HNMN 是 开 的 一 个 正规 
子 群 . (cy HAHNMN) 二 HN/N. 
设 互 和 玫 是 群 , 设 G 是 在 下 列 运算 下 的 积 集合 HXK， 
(Chk Ch k= (hh ). 
《a) 证 明 避 是 一 个 群 ( 称 为 日 和 KK 的 直 积 ). 
{by 说 日 = 日 Xte}. 证 明 ;:( 1)H 实 H;(ii)H' 是 一 个 G 的 正规 子 群 , (2G/H 全 区 


考虑 整 煞 模 12 的 环 Zs 二 10,1 ,11}. 
(ay 求 加 :的 单位 . 
(by 求 在 7 上 并 一 宇 十 47 十 4 的 根 ， 
Cc) 求 的 陪伴 元 ， 
考虑 整数 模 30 的 环 Zo 一 (10，1 ,29}. 
(a) 求 一 2, 一 7 和 一 11. (b) 求 7-4.11 ! 和 26 1. 
证 明 环 及 中 : 
Ca (一 a 一 六 二 wb; Cb) {一 1)(--1) 二 1, 如果 尺 有 单位 元 1. 
假设 对 于 每 --- 个 aERR 有 a4!: 二 at 这 样 的 环 称 为 布尔 环 }, 证 明 尺 是 可 交换 的 ， 
设 民 十 有 单位 元 1 前 一 个 环 , 我 们 将 尺 转化 为 另 一 个 环 民 ' 定 义 
a+b8=a 二 8 二 ll ax8 二 9 十 a 二 上 
tay 证 明 R' 是 一 个 环 ，(b) 确定 R 的 0 元 率 和 1 元素. 
设 忆 是 任意 (加 法 } 阿 贝尔 群 , 定义 如 中 的 乘 活 , 对 于 每 - -个 a,bE 如 有 a* 5b 一 0. 证 明 这 样 将 使 成 为 
一 个 环 . 
设 J 和 兵 是 环 民 的 理想 .证 明 J 十 把 和 了 门 开 也 是 尺 的 理想 . 
设 民 是 一 个 有 单位 元 的 环 .证 明 (4) 二 {ra:rER} 是 包 售 4 的 最 小 理想 ， 
证 明 尺 和 {10; 是 任何 环 玉 的 理想 ， 
证 明 : (a) 环 愉 的 单位 在 乘法 下 形成 群 . 
(by Z, 中 的 单位 是 那些 和 x 互 素 的 整数 ， 
对 于 任意 蔓 数 m; 证 明 m2Z 二 irm:rE ZZ 是 一 个 坏 ,并 且 证 明 2Z 和 3Z 不 同 构 . 
证 明定 理 12. 10: 设 J 是 环 R 的 -- 个 理想 ,那么 陪 集 的 集合 fia 十 J1aE RR}. 在 下 面 的 运算 下 构成 环 
{e 十 六 十 (8 十 万 一 4 十 B 十 了， Cat (Bt)=adt J. 
证 明定 理 12.11: 设 产 民 -~ 民 旦 核 为 开 的 环 同 态 ,那么 氏 是 及 中 的 -个 理想 旦 商 群 尺 /K 同 构 于 
FR). 
设 了 是 环 民 的 一 个 理想 ,考虑 正则 映射 f;R 一 RA/J ,fay 二 a 十 J 了 证明: 
ta) 了 是 一 个 环 同 态 ，(b) 了 是 一 个 满 射 , 
假设 /是 环 玉 中 的 一 个 理想 ,证 并 ; 
Ca} 如 果 尺 可 交换, 那么 民 /J 也 可 变换 ， 
tb 如 果 民有 单位 元 昌 ] 尾 了 那么 1 十 RR 是 尺 /J 的 单位 元 . 
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整 环 和 域 


12. 89 
12. 90 


12. 91 


12, 
12, 


92 
93 


12. 94 


12, 


12, 


12, 
12. 


12. 


95 


96 


97 
98 


99 


证 明 整 环 喇 中, 如果 空 王 1 那么 了 一 0 或 工 一 |， 

设 卫 是 一 个 无 零 因 于 的 有 限 交 换 环 ,证 明 及 是 一 个 整 环 即 玉 有 单位 元 1. 

证 明 下 二 {a 十 by23;2,8 为 有 理 数 } 是 一 个 域 . 

证 明 == {a 十 byw212,4 为 整数 } 是 一 个 整 环 但 不 是 域 . 

一 个 复数 4 十 bi( 其 中 a,65 是 整数 ) 称 为 高 斯 整数 . 证 明 高 斯 整数 集 各 是 一 个 整 环 ,并 且 证 明 单位 为 
士 1 ,十 1 

没 民 是 一 个 整 环 并 且 了 是 RR 中 的 一 个 理想 . 证 明 商 环 R/J 是 一 个 整 环 当 且 仅 当 J 是 一 个 案 理 想 . 
{一 个 理想 J 称 为 素 理 想 . 如 果 wbE€J 可 以 推出 a€ 了 或 bE 了 

设 民 是 单位 元 为 1 的 变换 环 , 了 是 玉 中 的 一 个 理想 . 证 明 商 环 艰 /J 是 一 个 域 当 具 仅 当 了 是 一 个 极 大 
理想 (一 个 理想 了 称 为 极 大 理想 ,如 果 JJ 天 民 且 没有 理想 长 严格 介 于 了 和 亚 之 间 , 即 如 果 J 生 KR， 
那么 J 二 玉成 KK 二 RR)， 


设 D 是 形 如 |。 ”| 的 2X2 实 矩阵 形 的 环 ,证 明 吕 同 构 于 复数 域 C, 而 是 一 个 域 

证 明 域 KK 的 理想 只 能 为 10} 或 天 本身. 

设 f:K 一 KK' 是 域 KK 到 域 开 的 一 个 间 态 映射 .证 明了 十 嵌入 的 . 即 是 1- 1 的 (我 们 很 设 大 1 天 0)， 
考虑 整 环 DD={4a 十 8v3:a,b 是 整数 } 见 例 12. 16(b)], 如果 一 “十 13 ,我们 定义 No) 一 a? 一 
18F, 证明: 人 NCa 有 ) 二 NCe) NC 及; CiDa 是 一 个 单位 当 且 仅 当 No 二 圭 1; (Gi)D 的 单位 是 土 1， 
18 士 5 1I3 和 一 18 士 5 wT3;(N) 数 2,3 一 v13 和 一 3 一 v13 是 不 可 约 的 . 


域 上 的 多 项 式 


12. 
12. 
12. 
12, 
12. 


12. 
12. 


12. 
12. 
12. 


12. 
12. 
12, 
12, 


12. 


49 
s0 


号 上 
32 
53 
S54 


55 


求 FD 的 根 , 已 知 有 一 个 整数 根 , Ca) FD 一 2 一 产 一 111 一 10; (by 一 2 二 22 一 131 一 6. 
求 关门 的 根 , 已 知 Af 性 有 一 有 理 根 ; (a) f= 一 28 一 38 一 161 一 7; Cb 让 ==28 一 上 一 94 一 全 . 
求 FD ==# 十 3 十 8 一 171 一 13 的 根 ,已 知 上 一 2 十 3i 是 一 个 根 ， 

求 7 一 十 3 一 娠 一 下 一 10 的 根 , 已 知 二 1 一 1 是 一 个 根 . 

对 于 每 一 个 数量 a 所 到 ,定义 贬值 映射 于 :KLt*K 为 于 CFD 二 a). 

证 明 Ys 是 一 个 环 同 态 . 

证 明 命题 12. 14. 

证 明定 理 12. 26. 


补充 题 答案 


(a) 17, 一 32,29/2; (b) 是 ,是 ; (c) 零 ; (gd) 如 果 2 天 172 ,那么 和 有 道 元 一 27C1 十 20)》. 
Ca) 是 ;《b) 不 十 ; (ce) 不 是 : (d) 当 没有 单位 元 时 讨论 道 元 无 意义 . 
16, 因 为 对 于 a 加 的 磁 积 aa ,ab,Ba 和 好 都 有 两 种 选择 , 图 12 - 12 中 ap 天 如 ,而 且 ,(aa72 盖 名 一 a ,但 


atap) aa=. 


(ta) 是 ;by 是 ; (ce) 是 ; (d) 不 是 . 

(a) {一 1,1,0}; (by 没有 和 集合. 

(a) 是 ,是 ,不 是 ; (b) 是 ,不 是 ,不 是 . 

cay (310 一 5 (Cb) 是 ;不 是 ; (0) (41,07; (dy 如 果 a 关 0; 元 素 ta,5) 有 一 个 道 元 , 它 的 道 元 是 
Chia: — ba), 

Ca) (19,20),(18,7); (b) 是; (d) 如 果 aq 二 Be 则 fa, 人 一 (cai (te) Sj 一 在 加 法 下 间 构 于 正 有 理 数 


" 3]7 * 


318 。 


离 散 数学 


12. $6 


12. $7 


12. S83 


12. $9 


12. 66 
12, 74 
12.75 


12.77 


12, 78 


12,. 96 


12. 98 
12. 100 
12. 101 


12, 102 
12, 103 


集 . 故 S/~ 宙 有 单位 元 和 道 元 . 
(a) H—:0,5,10,15}, .HH|=3. 


{hy 百 ,1 十 再 一 41:6,.]11,16: .2 | FH={2.7,12.17} ,3 二 一 13,8113,18; ,4 十 日 二 {4,9,]4,19}. 


{a 风 图 12 一 13, 


(by 5 =11,7 =13.17 一 17， 

Ce {DD gpl GG, |5 —6; i) gpel3)=11,7,13},|13|=3, 

td) 是 ,因为 G=gp(5). 

《al |1| = 一 1:15| 王 2, 17| 一 2,|1 计 | 一 25 {b) 不 是 ; Cc) CE 7 (1,5},(1.11}. 


123 14 1 2 3 4 
Ca op -| )， 
ae 1 1 2 Rl ] 3 
1 2 3 4 1 2 3 4 
“一 3 ] 4 ,) 人 3 1 四 


{b) |al=4, |8:=3, |a8| =4, 

DD=0; f=1: fo—1)=2; f{(—i) =~. 

(al 1,537,11; (Cb) 4,10; (Ce) {2,10}, 

(a) —2=28, 一 7 一 23， 一 ]1 一 19. 

(by 7 一 13, 1 一 11, 因 为 26 不 是 一 个 单位 ,所 以 26-! 不 存在 . 
应 用 a 十 a 一 (a 十 a 六 证 一 a 一 4; 然后 应 用 ta 十 人 )? 一 a 十 8 证 a8 二 一 ba. 
《hb) 一 1 是 零 元 素 且 0 是 1 元素 . 


a -bb 
设 疡 DC 是 | ， - | 到 a 十 硬 的 映射 -证明 /是 一 同 构 . 


提示 :利用 问题 12. 97. 
{a) 一 2,(3 士 29)72; (hy) 3 一 5 二 17)72. 


{a) 一 广 ,1 填 2V2: ‘by 这 ,( 一 十 V 13)72. 


2 土 3i; (] W372. 
lti; (—1lt v21) 2, 


第 十 三 章 形式 语言 、 形 小 语法 和 自 秒 沁 
13.1 引 言 


大 们 可 以 把 一 个 数字 计算 机 看 成 一 种 机 器 M, 它 具有 如 下 特性 :在 计算 的 每 一 步 中 ,Mf 奸 
于 某 种 内 部 状态 , 订 读 进 输入 ,打印 出 输出 ,而 输 由 仅仅 依赖 于 MM 的 内 部 状态 和 输入 ,然后 ,可 
能 的 话 ,M 改变 它 的 内 部 状态 . 有 许多 方 法 来 定义 机 器 IM, 是 M 具有 一 定 的 结构 . 

大 们 通过 一 种 特 铁 的 机 器 WCGCTuring 机 ) 来 定义 可 计算 的 国 数 . 这 种 特殊 的 机 器 可 以 由 输 
人 的 非 负 整数 产生 出 一 非 负 整数 六 Cn) 输出 , 卡 负 整数 能 把 绝 大 多 数 的 数据 、 信 息 编 码 , 因 
而 这 种 机 器 好 可 以 处 理 绝 大 多 数 的 数据 . 伟 息 ， 

本 章 将 讨论 这 些 及 相关 问题 ， 
13.2 字母 家, 字符 串 ,自由 半 群 

考虑 一 非 空 符号 集合 A, 集 合 克 上 的 宇 符 事 避 忠和 中 元 素 的 有 限 序 列 . 例如 ， 

n= ababhp 和 w= acchaaa. 

这 些 序列 是 集合 A 二 1a,5,c} 上 的 字符 刺 . 当 我 们 讨论 A 中 字符 串 时 ,我 们 通常 称 A 为 字母 
表 , 它 的 元 素 称 为 字符 . 我 们 也 可 以 作 这 样 的 简写 :把 aa 福成 a? ,aaa 写成 a’, 等 等 , 因而 ,上 
面 的 字符 捉 也 可 以 写成 


a 一 ec 
屋 有 字符 的 序列 ,可 用 1 希腊 字母 ,5Imbda) 或 e( 和 希腊 字母 epsilon) 或 1 来 表示 ;也 可 以 看 
成 是 4 的 字符 串 , 呀 做空 串 , 4 中 所 有 字符 申 的 集合 记 为 A*. 
字符 串 妈 的 长 度 记 作 |4| 或 ita),; 它 表示 字符 中 中 字符 的 个 数 , 对 于 上 述 的 xy vw， 
i 一 5,7() 二 7 14) 一 0. 这 里 1 是 空 串 . 
注 ” 如 不 作 其 他 说 明 , 则 字母 表 A 是 有 限 的 , 符 寻 ,wv,w 将 用 来 表示 有 A 中 的 字符 串 ,A 
中 的 字符 用 a ,5,c 表示 . 


连接 
考虑 A 中 的 两 个 子 待遇 上 和 %. 连接 & 和 =” 记 作 ww, 它 表示 字符 串 v 紧 接着 写 在 字符 电 
之 后 . 以 上 面 的 ww 和 %% 为 例 


ww — ubabbacchaad = dbab’'ac ba’, 
我 们 定义 站 二 ty 共 二 ww 一 般 地 ,wi 一 ww" ,这 里 # 是 一 个 字符 中 . 
显然 ,对 于 任意 宁 符 串 wv sro Cuw)w 和 wuz) 是- 一样 的 . 它们 简单 地 以 字符 电 www 一 
个 接 一 个 地 组 合 在 一 起 . 而 且 , 字 符 串 x 之 前 或 之 后 连接 一 空 毕 并 不 改变 字符 串 *, 换 句 话说 ， 
定理 13.1 字母 表 4 中 的 学 符 带 的 连接 运算 满足 结合 律 , 空 趾 是 运算 中 的 单位 元 . 
{一般 来 说 ,运算 的 交换 律 不 成 立 , 例如 ,wv 天 vu) 


子囊 ,前 铬 


考虑 字母 表 中 任意 字符 串 & 一 iez… ar 任何 序列 TR 称 作 于 的 子 串 . 和 类别 地 ， 
子 串 mw 一 Gas…akt: 以 2 开始 的 字符 开头 , 称 作 z 的 前 疆 , 换 句 话说 ,如 果 z 一 mr , 则 也是 + 
的 子 串 , 且 如 果 二 ww; 则 ww 是 的 前 缀 . 注意 ,4 和 和 w 同时 是 zx 的 子 串 , 困 为 wu 二 Aw. 

考虑 字符 申 w 二 abca ,uw 的 子 早 和 前 统 如 下 : 

(1) 子 串 Ayapyeaby be ca,abe hca,abca, 

C2) 前 级 :Aaab,abe,abra,. 
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注意 , 子 串 忒 =a 在 & 中 出 现 症 晨 个 地 方 ; 字 符 串 ac 不 是 4 的 子音 ,尽管 它 所 有 的 字符 都 
属于 六 

自由 半 群 ,自由 必 半 群 

用 下 表示 字母 表 肪 中 所 有 非 空 字符 串 的 集合 ,并 且 含 有 连接 运算 . 如 前 文 所 述 , 连 接 运算 
满足 结合 律 , 因此 下 是 一 个 半 群 . 称 作息 的 自由 半 群 或 由 各 生成 的 自 击 半 群 .大 们 很 容易 证 明 
五 满足 左右 消去 律 .然而 , 当 A 中 有 多 于 一 个 元 素 时 ,下 不 满足 交换 律 . 

当 我 们 要 标明 集合 和 A 时 ,A 的 自由 半 群 记 作 下。. 

现 设 MM 二 A* 是 包括 空 串 在 内 的 4 中 所 有 字符 串 的 集合 . 由 于 4 是 连接 运算 的 单位 元 ， 
AT 是 会 么 半 群 ,我 们 称 好 为 4 上 的 自由 么 半 群 . 


13.3 形式 语言 


字母 表 4 上 的 形式 语言 上 是 4 中 字符 串 的 集合 . 回顾 4* 表示 A 中 所 有 字符 串 的 集合 . 
因此 ,形式 语言 工 是 4 ”的 一 个 子 集 ， 
例 13.1 设 和 A 二 {a,} ,下面 是 A 的 形式 语言 ; 
(a} Li=!laap abi}, 
Cb} Ls =—=ia"p md ,nO0}, 
《cy Ls = (amb™ ,m0!, 
dd) 工 一 (omaan ,m0, nO0), 
可 以 如 下 描述 这 些 形式 语言 ; 
(a2 工 ! 由 所 有 以 a 开头 且 由 0 个 或 9 个 以 上 个 5 跟随 的 字符 捉 椅 成 . 
《hb) Lz 由 所 有 以 1 个 或 1 个 以 上 个 4 开头 且 由 1 个 或 1 个 以 上 个 5 跟随 的 字符 串 
构成 . 
《c) Ls 出 所 有 以 1 个 或 1 个 以 上 个 a 开头 县 由 与 a 相同 数量 的 5 跟随 的 字符 申 构 
成 . 
Cd) Ls 由 所 有 只 含有 一 个 a 的 字符 串 构 成 . 


形式 语言 的 运算 
假设 工 和 M 是 A 的 形式 语言 ,那么 上 和 MM 的 “连接 ”, 记 为 LA, 是 4 上 的 一 种 形式 语 
言 ,其 定义 如 下 : 
LM 一 ar 人 工人 人 AT. 
即 LM 表示 上 中 的 字符 串 与 14 中 的 字符 串 经 过 连接 而 形成 的 字符 串 的 全 体 . 例如 ,假设 


那么 ， Li 一 {asp}, L; 一 (a: ep Ba -3 一 人 
于 1 了 一 ap 
Li: =i{al al ya sr ba Wat sb as ,-}, 


LL = {a ,ab ab }. 
明 电 地 ,形式 语言 的 连接 满足 结合 律 ,因为 字符 串 的 连接 满足 结合 律 . 
形式 语言 工 的 知 定 关 如 下 : 
I = AL SosL, LL =LL, LL ~— LL"L(im 1). 

一 元 运算 了” ( 读 作 “1 星 ”) 称 作 上 的 Kleene 闭 包 ,因为 Kleene 证 明了 定理 13.2, 并 定义 

了 如 下 的 并 集 
了 — 1 Lj Li LU 工 。 LU pn =UL 

1 "的 定义 与 六 一 致 , 凤 由 A 的 所 有 字符 串 构 成 . 一 些 教科 书 定义 L+ 为 L,I,… 的 并 集 , 也 
就 是 说 Lt 与 L* 一样, 但 二 -不 包括 空 串 和 
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13.4 正则 表达 ,正则 语言 


设 访 是 一 ( 非 空 ) 字 母 表 . 本 节 定 义 A 上 的 正则 表达 7 及 与 r 相关 的 正则 语言 LC7), 正则 
表达 r 和 和 它 对 应 的 正则 语言 L (7 归纳 定义 如 下 ，; 
定 尺 ”下 面 每 一 项 均 为 字母 表 A 中 的 正 测 表达 : 
(1) 符号 145 空 串 ?和 括号 ( )( 空 表达 ) 是 正则 表达 . 
(2) A 中 每 个 字母 a 是 正则 表达 ， 
《3) 如果 是 正则 表达 ,那么 (r* ) 是 正则 表达 . 
C4) 如 果 rl 和 rs 是 正则 表达 ,那么 (ry Yr;) 是 正则 表达 . 
《5) 如 果 ri 和 rs 是 正则 表达 ,那么 Crm) 是 正则 表达 ， 
所 有 正则 表达 以 上 面 的 五 种 形式 组 成 ， 
注意 :正则 表达 > 是 一 种 特殊 的 字符 串 , 它 用 4 中 字符 和 如 下 五 种 符 苇 ， 
人》 YY 4 : 
我 们 强调 ,没有 其 他 符号 用 于 正则 表达 . 
定义 ”A 上 的 形式 语言 上 (7) 由 正则 表达 7 定义 如 下 : 
1) 一 {A 和 上 (一 从 , 空 集 ， 
(2) Lta) 二 {fa}, 其 中 & 是 A 中 字符 . 
37) Lr 二 (LC7DD*” [LC7) 的 Kleene 闭 包 ] 
C4) Ln yr) 一 Llrm)ULlrs) (形式 语言 的 并 集 ) 
(5) Linra)=L(tr Ltr) 《形式 滞 言 的 连接 ) 
注 ”因为 形式 语言 的 连接 和 并 满足 结合 律 , 而且" * ”运算 优先 于 连接 ,连接 先 于 “YW”, 所 
以 许多 括 导 可 以 省 去 . 
定义 ” 设 工 为 义 上 的 形式 语言 . 若 存在 上 4 上 的 一 正 出 表达 > 使 得 LL 二 LC7), 则 上 称 为 及 
的 正则 语言 ， 
例 13.2 设 4 一 ta: 引 .下 面 是 表达 > 和 它 对 应 的 语言 L(7)， 
Ca) 7 一 2 ; 则 上 Lt 由 所 有 a 的 寡 组 成 , 即 = 组 成 的 所 有 字符 串 ( 包 括 空 串 力 , 
《by r 王 aa , 则 上 (由 所 有 a 的 知 组 成 , 即 a 组 成 的 除 空 串 外 的 所 有 字符 串 . 
C0 rr 一 zaY8', 则 LC(7) 由 a 或 5 的 后 组 成 ; 即 
Lr = {aAdsbb sn), 
(7 一 ta V6)* 由 La 一 {a} (6) 一 及 ,因此 L(r)=A* 是 A 中 所 有 字符 品 . 
Ce) r 一 (aeVb 00, 则 LG) 由 4 中 任意 字符 串 与 55 连结 所 形成 的 字符 串 组 成 . 
(Dr 二 aAb* .LO7) 不 存在 ,因为 7 不 是 正则 表达 . 《A 不 是 止 则 表达 的 符号 . ) 
例 13.3 考虑 如 下 形式 语言 ,其 中 A 一 {a,5). 
(ay Li={a"p’ m0.n >0}. 
(bh) La= {hab’ :m0,n 0), 
Ce) La— ia wd” m0}. 
找 出 A= (a, 如 中 的 正则 表达 +, 使 得 Li= 上 (7) Gi 一 1,2,3), 
《a) 上 Li 由 以 大 于 等 于 1 个 a 间 头 且 被 大 于 等 于 1 个 5 跟随 的 字符 串 组 成 , 因此 我 们 
可 以 写成 “一 aa 56* ,注意 :不 是 惟一 的 , 例如 ,r 一 aa 好" 就 是 另 一 种 解 . 
Cb) Ls 由 所 有 这 样 的 字符 种 组 成 :以 大 于 等 于 工 个 4 开头 , 紧 眼 一 个 a 再 跟 大 于 等 
于 1 个 忆 即 所 有 的 字符 溃 仅 有 一 个 a, 它 既 不 是 第 一 个 字母 ,也 不 是 最 后 一 个 . 因此 
7 一 部 "ac 天 "是 一 个 解 ， 
《c) 工 ; 由 所 有 这 样 的 宁 符 串 组 成 :以 大 于 等 于 1 个 的 a 开头 并 以 与 其 相同 数量 的 
跟随 , 不 存在 正则 表达 x, 使 得 1 二 LCr), 即 上 ; 不 是 正则 语言 . 这 个 事实 的 论证 兄 例 
13,.7., 
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13.5 有 限 自动 机 


有 限 自 动机 (FSA) ,或 者 简单 地 说 自动 机 季 , 由 下 述 五 部 分 组成 

《1) 一 个 有 限 的 输入 集合 4( 字 母 表 )， 

(2) 内 部 的 ) 一 个 有 限 状 态 集 合 5. 

3) S 的 一 个 了 于 集 YY 的 元 素 称 为 接受 状态 )， 

(4) S 中 的 初始 状态 9 

(5) S 中 的 状态 转 称 函 数 F.SxA—S. 

当 我 们 监 指明 它 的 五 部 分 时 ;自动 机 MM 被 记 为 MM 二 (A,S.Y ,so:F) 

在 有 的 书 中 ,状态 转移 函数 :SX A 一 S 定义 为 :对 每 一 个 aA, 定义 记 :SS; 虽 每 一 个 
输入 a 可 站 作 引起 自动 机 M 的 状态 改变 . 置 FCs,a) 二 f(s} 表明 两 个 定义 是 等 价 的 . 
例 13.4 下 面 是 用 两 个 输入 符号 和 三 个 状态 定义 的 自动 矶 MM 

(1) A 一 {4,5) ,输入 符 苇 . 

(2) 各 一 本 许配】 和光 } ? 内 部 状态 . 

《3 Y 一 150151) ;接受 状态 . 

(4) % 初始 状态 . 

(5) 状态 转移 国 数 F:SXx4 一 SS 定义 如 下 : 
Sa 一 Wo (13Q) = $0 Plssrad) = $s 
FlsorB?7 — 5 PSsb} — so, Plss 一 

这 种 状态 转移 函数 下 经 常 以 表格 的 形式 给 出 ,如 图 13-1 


自动 机 M 的 状态 图 


自动 机 通常 用 它 的 状态 图 品 = DCM) 来 定义 ,而 不 是 列 出 它 的 五 个 部 分 . 状态 图 
DD=D(MD 是 如 下 的 一 种 带 标记 的 有 向 图 . 

(1) DAD 的 结 点 是 S 的 状态 ,接受 状态 用 双 圈 表示 . 

(2) 在 DOD 中 , 竺 Fls a) 一 5 或 fs) 二 54; 则 用 一 个 标 有 输入 & 的 箭头 从 s, 指向 sx. 

(3) 初始 状态 % 是 通过 一 特殊 的 箭 号 表示 ,这 个 箭 号 终止 于 m. 但 是 没有 初始 结 点 . 

对 于 每 一 个 结 点 5 和 在 字母 表 A 中 每 个 字符 a ,都 有 一 个 标 有 a 的 箭头 从 3 出 发 ;因此 
每 个 结 点 出 发 的 度数 与 A 中 元 素 的 个 数 是 相等 的 . 为 简便 计 , 我 们 可 以 用 单独 的 一 个 箭头 标 
明 那 些 引起 相同 的 状态 变化 的 输入 ,而 不 是 一 个 输入 用 一 个 箭头 . 

例 13. 1 中 自动 机 凡 的 状态 图 可 表示 为 图 13 - 2. 注意 , 标 有 a 和 声 的 箭头 ,从 * 到 , 因 
为 下 (sa 一 号 且 下 (oa 蚊 一 汪 .同时 注意 结 点 的 出 发 度数 为 2 
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让 动机 朵 决定 的 形 坟 语言 Cn 


每 一 个 输入 宁 母 胡 和 44 的 白 动 机 六 定 浆 和 上 的 一 种 形式 语言 LOD 如 下 ， 
说 z 一 aaas…aw 为 和 中 的 一 字符 中 , 则 盖 博 定 一 状态 序列 : 
其 中 BO 为 初始 状态 且 Fils,_y ‘1) = stl). 抠 句 话说 ,w 确定 了 状态 图 DOAD 的 有 路 径 ， 
P= So 5 人] $1 9 全 2 人 
如 果 最 后 状态 wm 是 了 中 的 接受 状态 则 说 M 识别 字符 串 妇 . 
M 的 形式 语言 LCMD 为 A 中 被 MM 接受 的 所 有 宁 符 出 的 集合 . 
例 13.5 ta} 判定 图 13-2 中 的 自动 机 Mf 是 否 按 受 宁 符 岂 名 ; 
1) wo—apapba; C2) w—=baab: (3) 也 一 1 
1) 利用 图 13 - 2, 字 符 帅 we 二 abapba 获得 路 径 


二 目 各 
P=ws so i Ri TH 


最 后 状态 s 不 在 了 中 ,因此 M 不 接受 ww. 
《2) 字符 串 光一 baa8 确定 如 下 路 径 


吾 如 如 包 
P= Py] Si 各 |, 


最 后 状态 5 在 Y 中 ,因此 MM 接受 . 
《3) 因为 ze 是 空 串 ,所 以 最 后 状态 即 切 始 状 态 sx. 因为 sw 属于 Y, 所 以 M 接 受 X. 
《b) 根据 图 13 -2 措 述 自动 机 M 的 形式 语言 LND. 
LAD 由 A 中 所 有 没有 连续 两 个 5 的 宁 符 串 组 成 . 这 来 自 于 下 面 的 事实 . 
(1) 我 们 只 有 在 连续 的 两 个 5 之 后 进入 s; 状态 ， 
(2) 我 们 不 可 能 离开 s;， 
(3) 5z 状态 是 惟一 的 拒绝 (不 接受 ) 状 态 ， 
正则 语言 和 自动 机 之 间 最 基本 的 关系 包含 在 下 面 的 定理 中 .其 证 明 超 出 了 木 
书 的 范围 } 
定理 13.2 (Kleene) ” 宁 母 表 AA 上 的 形式 语 证 上 是 正则 的 当日 仅 当 存在 一 个 有 穷 自 动机 
MM 使 得 [二 LCMD. 
在 形式 语言 LL 上 的 * 运算 工 有 时 称 作 工 的 Klcenc 闭 包 , 因 为 人 leene 第 一 个 证 明了 上 面 
的 基本 结果 . 
例 13.6 设 甩 二 {a,b} ;构造 一 个 自动 机 M 训 使 之 恰好 接受 A 中 以 两 个 二 结尾 的 字符 串 . 
因为 所 被 接受 ,而 4 或 请 不 能 . 因此 震 要 -= 个 状态 :5 初始 状态 ),s 和 52 且 带 
有 标 有 5 的 从 so 到 s 和 从 5 到 sz 的 两 个 箭头 . 而 日 ;ss 是 一 个 接 爱 状态 且 癌 和 5 
不 是 . 这 在 图 13 ~ 3(a? 中 给 出 . 男 一 方向 ,如 果 有 一 个 4, 邦 么 我 们 就 要 加 到 so. 如 果 
我 们 在 s; 上 有 一 个 ,那么 我 们 就 要 停留 在 %, 这 些 附加 的 条 件 给 出 了 我 们 所 需要 
的 自动 机 M. 见 图 13 - 3(b). 
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Pumping 引 理 


假设 4 上 的 自动 机 M 有 天 个 状态 ,并 假设 让 一 alaz…a 是 被 M 接受 的 上 4 上 的 字符 囊 满 
足 | 芭 :一 的 > 下 设 
P= (ys sy) 
为 字符 申 tw 对 应 的 状态 序列 , 因为 ?> ,所 以 下 中 有 两 种 状态 应 是 相同 的 , 即 s, 二 5s， (i<7). 
设 一 aaaisy 二 4 2 三 Qt 中 Qs: 如 图 13-4 所 示 ,xy 以 5s, 三 s) 结尾 ,因此 zy” 也 以 
5! 结尾 . 因而 ,对 于 每 一 个 mr,ww 一 XYy"x 以 rz 结尾 ,ss 是 一 个 接受 状态 . 


以 上 的 讨论 证 明了 下 面 的 重要 结论 . 

定理 43,3 (Pumping 引 理 ) 很 设 以 是 A 上 的 自动 机 并 满足 : 

(0 MT 有 个 状态 . 

(ii) MM 接受 六 的 字符 串 思 ,这 里 | 取 | >> 开 

那么 凤 一 *yz, 这 里 对 每 一 个 正 整 数 r,ton = 二 Ty"zx 被 人 接受. 

下 一 个 例子 是 关于 Pumping 引 理 的 应 用 . 

例 133.7 证 明 形 式 语 育 工 一 (ao :0 是 不 正则 的 ， 
假设 工 蚌 正则 的 . 那么 ,根据 定理 13. 2, 存 在 有 限 白 动机 M 日 M 接受 上 .假设 

ME 有 是 个 状 奏 . 邻 四 一 as 中风 1 全 根据 Pumping 引 理 (定理 13. 3) ,zz 一 xyg, 其 
中 y 非 室 且 ms 一 zz 也 被 M 接受 ,如 果 y 仅 出 a 或 5 组 成 ,那么 wo 将 不 会 有 与 #5 
相同 数目 的 a. 如 果 3 同时 含有 a 和 5, 那么 res 将 依 有 = 跟随 上 在 两 种 情况 下 .rw 
都 不 属于 全 ,这 是 一 个 牙 盾 . 因此 工 不 是 正则 的 . 


13.6 形式 语法 


13 -5 所 示 的 是 一 个 句子 的 语法 结构 
《向 子 》 


-一 一、 


主语 》 “谓语 ; 


也 /A、\ 


‘形容 记 〉 {名词 ) 动词 宾语) 


| | | 


小 男孩 临 。 ‘和 名词) 


图 13-5 


(1) 各 种 蛮 元 , 例 好 ,句子 ) 《名词 短语 》:…# 
(2) 各 种 终结 符 , 例 如 ,男孩 ”，“ 华 果 ” 
(3) 起 始 变 元 {句子 》; 

《4) 各 种 产生 式 ,例如 
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‘甸子 ;一 (和 名词 短语 “动词 短语 ， 

‘宾语 短语 ;一 (名词 > 

“名词 ;一 苹果 

最 后 的 句子 仅 包 含 了 终结 符 , 尽 答 变 元 和 终结 符 二 者 都 通过 产生 式 出 现在 结构 中 , 这 种 直 
观 的 描述 是 为 了 定义 下 面 将 出 现 的 形式 语法 及 其 生成 的 形式 语序 ， 

一 个 短语 结构 形式 语法 ,简称 形式 语法 局 ,由 四 个 部 分 构成 

(1) 一 个 有 限 集 (词汇 )Y- 

C2) Y 的 一 个 子 集 T,T 的 元 素 称 为 终结 元 ;集合 NM 一 VANT 的 元 素 称 为 非 终结 元 或 变 元 . 

《3) 一 个 非 终 结 符 3 称 为 起 始 等. 

(4) 一 个 产生 式 的 有 限 集 P. 产生 式 是 一 个 有 序 个 (ae 记 , 通 常 记 作 e~B, 其 中 8 是 了 上 
的 字符 串 , P 中 每 个 产生 式 的 左 端 必须 至 少 包括 一 个 非 终结 元 . 

这 样 的 一 个 形式 语法 G, 记 作 G=GCV, 了 ,S$,P). 

除 特 别 说 明 或 暗示 外 ,形式 语法 用 下 面 的 记 法 :终结 元 用 斜体 小 写 拉 丁字 母 a,8;c，… 表 
示 ; 非 终结 元 用 斜体 大 写 拉 丁字 母 A,B,C,… 表 示 ; 起 始 符 用 S 表示 , 同时 ,V 中 的 字符 串 , 即 
终结 元 或 非 终 结 元 的 字符 串 用 希腊 字母 ,8,… 有 来 表示 . 此 外 ,我 们 将 

arB erp 人 作 :a (Bi 记忆) 

注 一 般 地 ,我 们 只 根据 给 出 的 产生 式 来 定义 一 个 形式 语法 G, 并 默认 S 是 初始 符 ,G 中 
的 终结 元 和 非 终结 元 只 在 产生 式 中 出 现 . 
例 13.8 形式 语法 GG 定义 如 下 : 


”一 {A,B,S,a.b!, 了 一 ‘sh}, 
P={S— i AB, AM, BB, A a, Brb. 


其 中 SS 是 初始 符 . 产生 式 可 缩写 成 
SAB, A->(Aa,a), B*(B6,D). 


形式 语法 扣 的 形式 语言 工 (G) 
假定 多 和 ww 是 形式 语法 G 的 词汇 集合 Y 上 的 字符 串 . 我 们 写成 


TF 
如 果 tw 能够 由 w 通过 使 用 一 个 产生 式 得 到 ; 即 , 如 果 存 在 字符 串 ww 和 使 ww 二 wav 且 ww' 一 
upBv, 并 且 有 一 个 产生 式 as- 及 我 们 写成 
TP 或 me 一 
如 果 z 能 够 由 世 通过 使 用 有 限 个 产生 式 得 到 ， 
设 6G 是 一 个 形式 语法 , 工 是 G 的 终结 元 集 . G 的 形式 语言 , 记 作 工人 (GD) ,由 初始 符 S 通过 以 
上 过 程 得 到 了 工 上 的 字符 串 组 成 . 即 ， 
LO ={(wET* ,sw)} 
例 13.9 考虑 例 13. 8 中 的 形式 请 法 G. 观察 到 ww 一 a: 所 可 由 初始 符 $ 通过 如 下 过 程 得 到 ， 
SAB—/A BaaB aaBb aa Bbb->aa Bbbb—>aabbbb 一 人 六. 
这 里 分 别 使 用 了 产生 式 1,2,4,3,3,3,5. 所 以 可 以 写成 S 二 >a:5*, 因此 w 一 a: 凡 属 
于 (OG). 更 一 般 地 ,产生 式 序 列 1,2Cr 次 ),4,36 次 ) ,5 能 生成 字符 串 ww 二 arab 泡 ， 
其 中 + 和 s 是 非 负 整数 , 另 一 方面 ,没有 一 个 产生 式 序列 能 生成 5 后 面 的 a. 从而， 
LG) = 二 {ebm 种 nn 是 止 整数 }. 
即 形式 语法 C 的 形式 语言 L(G) 由 所 有 这 样 的 字符 串 组 成 ;字符 串 以 一 个 或 几 个 a 
开 涉 ,a 后 跟 有 一 个 4 或 几 个 45， 
例 13, 10 找 出 由 带 有 刀 下 产生 式 的 形式 语法 局 形 成 的 {a,5,c} 上 的 形式 语言 LCG》, 
S— ap, a A, Ab — ce. 
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首先 使 用 第 一 个 产生 式 一 次 或 多 次 ,得 到 字符 串 志 二 eSB' ;其 中 xw 守 4, 为 了 消 
去 S, 必 须 使 用 第 下 个 庆生 式 ,得 到 字符 由 ww 一 a"Aab6” ,其 中 mm 一 n 一 1 宇 0. 现在 我 
们 只 能 用 第 二 个 产生 式 , 最 终 得 到 字符 电 "一 a"eb™ ,其 中 避 守 0. 因 此 
L000 一 4a"cp"™ eon 电 非 负 整 数 上 ， 
即 形 趟 请 肖 上 {由 所 有 这 样 的 竺 符 串 组 成 :人 宁 符 串 由 被 < 隔 开 的 相同 非 负 个 数 的 


a 和 5 构成 . 
形式 语法 的 类 型 
形式 语法 根据 所 允许 的 产 牛 式 的 种 类 来 分 类 , 下 而 是 Noam Chomsky 提出 的 形式 语法 分 


类 法 : 
一 个 0 型 形式 语法 在 产生 式 上 没有 限制 . 第 1,2,3 类 型 定 文 旭 下 : 
(1) 一 个 形式 语法 挟 是 第 一 类 规 , 旭 果 它 所 有 的 产 咎 式 玫 是 ae 一 六 其 中 |e| 委 18|) 形 式 或 


一 A 形式 . 
《22 一 个 形式 语法 G 是 第 二 类 型 ,如 果 它 所 有 的 庆生 式 都 症 A 一 8,( 即 其 中 左 端 是 一 个 非 
经 结 元 ) 形 式 ， 


《3) 一 个 形式 语法 是 第 三 类 型 ,如 果 它 所 有 的 产生 式 都 龙 这 样 的 形式 :A-ra 或 4 一 aB， 
‘ 即 左 疝 是 一 个 非 终结 元 . 石 端 是 - -个 终结 元 或 一 个 终结 元 后 跑 一 个 非 终结 元 ) ,或 S 一 4 形 
式 ， 

可 以 看 出 ,形式 语法 形成 一 个 阶 屋 组 织 ; 即 第 三 类 型 形式 语法 表 是 第 二 类 型 形式 语法 ,第 
二 类 型 形式 语法 都 是 第 一 类 型 形式 语法 ,第 一 类 型 诊 式 滞 法 都 是 0 类 型 形 虑 语法 ， 

形式 语法 也 可 以 分 类 成 下文 有 有 关 的 语法 、 上 十 下 文 无 关 的 语法 ,下 则 的 语法 ， 

(a) 一 个 形式 语法 侣 是 上 下 文 有 美的 ,机 虹 它 的 产生 趟 都 是 这 样 的 形式 

wa 一 aaa 

称 它 为 "二 下 文 有 关 的 ”是 内 为 只 有 当 变 元 4 在 a 与 a 之 间 时 ; 才 总 可 以 用 上 六 来 收 代 及 A. 

fb) 一 个 形式 语法 殷 是 上 下 文 无 关 的 ,如 时 它 的 产生 式 者 是 这 样 的 形式 

A 

称 它 为 "上 下 文 无 关 的 ”是 因为 天 论 宰 7 在 什么 位 置 ,我 们 总 可 以 用 8 来 取代 AA. 

《0) 一 个 形式 语法 是 正则 的 ,如 果 它 的 产生 式 是 这 样 的 形式 ， 

A=aAmaB, Sh 

a] 以 看 出 ,二 下文 无 关 的 形式 语法 与 第 二 类 型 形式 语法 是 等 价 的 ,正则 形式 语法 与 第 三 类 
型 形式 语法 是 等 价 的 

下 面 是 正则 形式 语法 与 有 限 白 动机 的 基本 关系 . 

定理 13.4 形式 语言 上 能 由 第 三 类 型 QF 则 形式 语法 右 生 成 ,当量 和 仅 当 存在 一 个 有 限 自 
动机 M 能 够 接受 工 ， 

国 此 ,一 个 形式 语音 工 是 正则 的 ,当量 仪 当 工 == 工 (7x) ,其 中 xr 是 正则 表达 ; 当 且 仅 当 工 == 
LD ,其 中 M 是 有 限 白 动机 ;当日 仪 当 1 一 (G2, 其 中 如 是 正则 形式 语法 . 
例 13. 11 考虑 形式 语言 1 二 (ab" ;n>0), 

《al 找 出 一 个 生成 上 的 上 下 文 元 关 的 形式 语法 GG, 办 然 , 带 有 如 下 产生 式 的 雌 式 语 
法 所 将 生成 了 


So, 一 0956， 
注意 :二 是 一 个 上 下 文 无 关 的 形式 语法 ,由 为 每 个 左 端 都 是 一 个 非 终 结 元 . 
《pb) 找 出 一 个 生成 工 的 正则 形式 证 法 伍 . 
根据 鲍 13.7, 上 不 是 正则 形式 语言 ,因此 上 不 能 由 正则 形式 语法 生成 . 
上 下 文 元 关 语 法 的 导出 树 


考虑 一 个 上 下 文 无 类 的 (第 2 型 ) 形 式 诸 法 GTLCG) 中 的 字符 引 za 的 导出 可 以 用 有 序 、 有 
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根 的 树 来 形象 地 描述 , 称 为 导出 树 , 例如 , 设 台 是 一 个 带 有 如 下 产生 式 的 上 下 文 无 闫 的 形式 
语法: 
SS- aAB, A—» Boa, B-»0B, Bi. 
字符 串 w 一 acbabc 可 由 S 这 样 得 到 ， 
SaiB ~ al Boa} BacbaB—>acha (bhB) > achatc. 

可 以 如 图 13 -6 来 画 导出 树 , 特别 地 ,我们 以 3 作为 根 , 然 后 根据 在 导出 w 时 所 用 到 的 产 
生 式 来 添加 枝条 . 这 样 得 到 的 完整 的 导出 村 如 图 13 - 6Cte} 所 示 . 工 中 从 左 到 右 的 叶 序 列 就 是 
导出 的 字符 串 元 . 而 荆 中 不 是 叶 的 是 变 元 ,如 A,A 的 直接 继 元 (孩子 们 ) 形 成 一 个 字符 串 e, 其 
中 太 a 是 在 ww 的 导出 中 用 过 的 6 的 产生 式 ， 


lay S—uAB 他 一 Epo tc) Be 
全 RY 
/I ~ I、 一 疏 
H | ~ 吾 电 B 由 可 b 五 
| | | 
c ce [oy 
[EH lo Be 
图 13-6 


Backus-Naur 形式 


在 描述 上 下 文 无 关 的 (第 2 类 型 ) 形 式 语 法 的 产生 式 时 ,有 了 时 也 用 另外 一 种 记 法 , 称 作 
Backus-Naur 形式 . 它 的 不 同 之 处 在 于 : 

(i) 不 用 一 而 用 : :一 . 

(11) 非 终 缚 元 要 用 ( ) 括 起 来 . 

(ii 所 有 左 端 有 相同 非 终 结 元 的 产生 式 要 合并 成 一 名 ,所 有 的 右 端 在 ; :一 的 右边 列 出 ， 
并 用 短 竖 隔 开 . 

例如 ,产生 式 A->aB,A>6b,A-*BC 合并 成 一 句 

{A}: =at B81BY CO). 


自动 机 与 形式 语法 

定理 13. 4 告诉 我 们 , 正则 形式 语法 对 应 的 有 限 状态 自动 机 (FSA). 还 有 其 他 比 FSA 功能 
更 强 的 自动 机 ,对 应 其 他 形式 语法 ， 

(a) Pushdown 自动 机 Pushdown 自动 机 PP 与 FSA 类 似 , 且 三 有 一 个 辅助 依存 器 能 为 
它 提供 无 限 大 容量 的 存储 空间 , 形式 语言 上 能 被 Pushdown 自动 机 识别 , 当 且 仅 当 工 是 上 下 
立 无 关 的 形式 语言 . 

《b) 线性 有 界 自 动机 ”线性 有 界 自动 机 B 比 Pushdown 自动 机 的 功能 更 强 , 这样 的 自动 
机 如 使 用 一 种 带子 ,这 种 带子 是 根据 输入 字符 串 w 的 字 长 而 线性 有 界 的 . 形式 语言 工 能 被 自 
动机 B 识别 当 且 仅 当 工 是 上 上下文 有 关 的 . 

Ke) Turing 自动 机 Turing 自动 机 斌 ,是 以 英 司 数学 家 Alan Turing 的 名 字 命 名 的 . 它 
使 用 的 是 一 种 无 限 长 的 带子 , 它 能 识别 由 任何 短语 结构 形式 语法 6G 后 成 的 所 有 形式 语言 . 事 
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实 上 ,Turing 自动 机 Mf 是 一 系列 定义 可 数 函 数 的 等 价 方法 中 的 一 种 . 
对 Pushdown 自动 机 与 线性 有 界 自动 机 的 讨论 已 超出 了 本 书 的 范围 . 我 们 将 在 13. 8 节 讨 
论 Turing 自动 机 . 


13.7 ”有限 状态 机 


有 限 状态 机 (FSM)? 与 有 限 状态 自动 机 CFSA) 类 似 , 只 是 FSM 输出 时 使 用 一 种 与 输入 字 
母 表 不 同 的 输出 字母 表 . 正式 定义 如 下 : 
有 限 状 态 机 (或 完全 序列 机 )M 由 六 个 部 分 组 成 
(1) 一 个 输入 符 的 有 限 集 A， 
(2) 一 个 内 部 状态 的 有 限 集 5. 
3) 一 个 输出 符 的 有 限 集 Z. 
《4) S 中 的 一 个 初始 状态 so. 
《5) 一 个 以 SXA 到 5 状态 转移 函数 . 
(6) 一 个 从 5XA 到 Z 的 输出 函数 g. 
这 样 的 一 个 机 器 Mf 被 记 作 MMCA,S,Z ,so 了 ,8) ;表示 它 的 六 个 部 分 . 
例 13. 12 下 面 定义 了 一 个 有 限 状 态 机 M, 有 两 个 输入 符 , 三 个 内 部 状态 .及 三 个 输出 符 : 
(1) A= {a,D}. 
(2) 号 一 !oo $1 fy}. 
(3) Z—={r, Ye}, 
《4) 初始 状态 SO 
(5) 状态 转移 函数 f:Sx A 一 S$, 定 义 如 下 : 
fisorad) = ss fls190) 一 3 sosa) 一 5 
in 一 1) 一 
(6) 输出 函数 g:SxA-S, 定 义 如 下 : 


(so 好 7 一 全 区 人 《51 Ht} 二 7， ECs +1) 二 之 ， 


ES0 0 =y, gS .PT—r, flss ,0b)=y. 
有 限 状 态 机 的 状态 表 与 状态 图 


要 以 紧凑 的 形式 来 描述 一 个 有 限 状态 机 有 两 种 方法 . 一 种 是 用 表格 , 称 作 有 限 状态 机 M 
的 状态 表 , 另 一 种 是 用 有 标记 的 有 向 图 , 称 作 有 限 状 态 极 的 状态 图 ， 

状态 表 把 状态 转移 函数 了 与 输出 函数 & 放 在 同一 个 表格 内 ,这 个 表格 描述 了 由 F(s,aj) 
一 (ftsay)yg(s.00;)) 定 义 的 图 数 ,SxA>SxZ. 例如 , 例 13.12 中 有 限 状 态 自 动机 的 状态 
表 如 图 13 ~ 7(a) 所 示 . 从 初始 状态 开始 ,状态 列 在 表 的 左 方 , 输 和 人 符 列 在 表 的 上 方 . 表 中 的 元 
案 , 是 一 个 对 于 C5,z,) ,其 中 避 二 了 (ss;4) 是 下 一 状态 ;z. 二 gts,,4;) 是 输出 符 . 我 们 假设 除了 
出 现在 表 中 的 输出 符 之 外 没有 其 他 的 输出 符 . 


PF a 总 

SD #1 Soa 
51 S24 $1 
Sn So st Sl 


图 13 一 7 
有 限 状 态 机 MM 一 MCA ,S,Z,so0， 六 8g) 的 状态 图 DD 一 DCAD) 是 一 个 有 标记 的 有 向 图 . D 的 结 
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点 是 M 的 状态 . 此 外 ,如 果 

FE 一 《2 BH flssa} = syH giva) = %, 
那么 ,从 s; 到 sx 就 有 一 条 标 着 a, 和 xz, 的 血 蒜 . 我 们 通常 放 输 入 符 a; 靠近 第 尖 的 始 端 (靠近 
5.) ,输出 符 =” 靠近 箭头 的 中 心 . 我 们 还 通过 另外 夯 一 条 指向 m 的 箭头 来 标记 初始 状态 wo. 例 
如 , 例 13. 12 中 有 限 状 态 机 MM 的 状态 图 如 图 13 -71b) 所 示 . 


输入 与 输出 带 


上 面 对 于 有 限 自 动机 M 的 讨论 还 没有 显示 出 MM 的 动态 特征 , 假定 给 MM 一 个 输入 符 的 字 
符 申 ,如 


区 一 da dm. 
我 们 设想 这 些 符号 在 一 条 “输入 带 ” 上 ,机 融 邮 一 个 一 个 地 读 这 些 输 入 符 ,同时 进行 一 系 
列 的 状态 转换 
V = go8 S28m. 
其 中 m 是 初始 状态 ,并 且 把 输出 符 的 字符 串 
打印 在 一 条 “输出 带 " 上 . 准确 地 说 ,初始 状态 % 和 输入 字符 串 wx 通过 
5 一 Fa 和 和 总 一 且 Sai) 
来 决定 字符 串 立 和 忆 , 其 中 i 二 1,2,"… sm 
例 13. 13 ”考虑 图 13- 7 了 7 即 例 13. 12 中 有 限 状 态 机 . 假定 输入 一 个 字符 圳 # 二 abaab, 下 面 我 们 
从 状态 图 中 计算 状态 序列 vv 利 输出 字符 串 ww. 从 初始 状态 so 开始 ,我们 随 着 被 输 人 
符 标记 如 下 的 箭 闷 


站 ,x 全 + 卫 可， 下 By 
So SS So TS2, 


就 得 到 如 下 的 序列 v 和 输出 字符 串 忆 


vn 和 ry 


二 进 制 加 法 


这 里 介绍 能 做 二 进 制 加 法 的 有 限 状 态 机 . 通过 在 数据 的 首 端 补 0, 我们 可 以 认为 数据 有 相 
同 的 二 进 制 数位 . 如 果 给 机 器 输入 
1101011 
十 0111011 


那么 输出 的 和 应 是 二 进 制 数 
10100110. 
具体 地 说 输入 是 一 申 待 加 的 二 进 制 数 对 
11;11,00,11,01,11,10,6. 
其 中 已 表示 空格 ,那么 输出 应 是 一 串 
Ol lO00,1,C,1. 
我 们 还 希望 机 器 做 完 加 法 后 就 进入 “停止 ”状态 ,输入 符 是 
A= {00,01;,10,11,6}. 
输出 符 就 是 
Z= {0,1,65}. 
我 们 所 “建造 ”的 机 器 有 三 种 快 态 
S 一 {执行 (c2 ,初始 (tn), 停 I 上 上 (52}， 
这 里 是 初始 状态 ,机 器 如 图 13 - 8 所 示 . 
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为 了 说 明 这 种 机 器 的 局 限 性 ,我 们 有 如 下 定理 ; 

定理 13.5 ”没有 一 种 有 限 状态 机 能 做 二 进 制 雏 法 . 

如 果 我 们 限制 待 乘 数据 的 大 小 ,那么 这 样 的 机 器 是 存在 的 . 计算 机 是 能 做 数据 乘法 的 有 限 
桃 的 重要 例子 ,但 邓 数 据 大 小 有 限制 ， 


图 13 一 儿 


13.8 Gaidel 数 


回忆 11.5 节 , 一 个 正 整 数 p>1) 被 称 为 素数 ,当日 仅 当 它 的 正 因 数 只 有 1 和 p. 我 们 令 

Pi; pz ，"… 表 示 相 继 出 现 的 素数 , 那么 
pr=2, ps =3, p=5, p=7, p= 11,.. 

(根据 定理 11. 11,; 存 在 盛 限 个 素数 ) 钼 术 基 本 定理 (定理 11. 19) 说 明 :任何 正 整数 ”全 1) 都 能 
惟一 地 ( 除 于 顺序 外 ) 写 成 素数 的 乘积 . 德国 逻辑 学 家 Kurt Gadel 利用 这 个 结果 把 数字 的 有 限 
序列 进行 了 编码 ,也 犯 在 有 限 或 可 数 的 字母 表 A 上 的 字符 申 进 行 编码 . 每 个 序列 或 字符 串 按 
下 面 规 则 对 应 的 正 整数 ,叫做 G6del 数 . 

非 负 整数 序列 :一 (ama 本 ) 的 Godcl 数 是 正 整数 cf ,其 中 于 是 cs 的 素数 分 解 式 
中 p; 的 指数 . 即 


cf5) 一 ph pp. 
例如 ， 
c= {3,1,2,0,2) 
被 编码 成 
cts 2 11 = 72 800, 
字母 表 ias ,a1 Qz :a3 "…} 上 的 字符 申 忆 的 Godel 数 是 正 整 数 ctrwn) ,其 中 的 第 i 个 字 
母 的 下 标 是 c(ru) 的 素数 分 解 式 中 p, 的 指数 ,如 : 


TE 一 HU A ds 


被 编码 成 
cfr = 7 1 ~ 35 574 000, 
《可 以 看 出 两 种 编码 木质 上 是 一 样 的 ,因为 我 们 可 以 将 字符 串 ww 看 成 是 它 的 字母 的 下 标 
的 序列 》 
了 上述 编码 过 程 实际 上 证 明了 本 节 的 主要 结论 ; 
定理 13.6 ”如 果 字 母 表 和 是 可 数 的 ,那么 4A 上 的 所 有 形式 语言 工 都 是 可 数 的 ， 
证 明 Gadel 编码 是 1 -1 映射-:L~>N, 所 以 工 是 可 数 的 . 


13.9 Turing 机 


正式 定义 一 个 “可 数 " 肾 数 有 很 多 等 价 的 方法 . 我 们 用 Turing 机 来 定义 它 ,本 节 正 式 定义 
Turing 机 ,于 一 节 将 定义 可 数 函 数 . 
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我 们 对 Turing 机 的 定义 用 了 一 个 无 限 氏 的 带子 ,五 元 组 和 三 个 停止 状态 . 其 他 定义 用 的 
是 一 个 无 限 长 的 带 和 /或 四 元 组 和 一 个 停 正 状态 , 然而 ,所 有 的 定义 都 是 等 价 的 . 


基本 定义 


一 个 Turing 机 包括 三 个 不 交 的 非 空 集 : 
(1) 一 个 有 限 带 集合 


和 六 二 {1 te Com? UU 1B}. 


这 里 B=ao 是 “空格 * 符 . 
(2) 一 个 有 限 状 态 集 
六 一 481 #52 qs U so} UU (SH ?3 » SM), 
这 里 % 是 初始 状态 . 男 外 ,SHCHALT) 是 停止 状态 ,SYCYES) 是 接受 状态 ,SN(NO) 是 不 
接受 状态 ， 
(3) 一 个 有 向 集 


d= (LL,R,N}. 

这 里 工 表示“ 左 ”,R 表示 “ 右 ” ,NN 表示 “无 运动 "或 “静止 ” 

定义 13.1 一 个 表达 是 和 USUa 中 的 元 素 的 一 个 有 限 ( 可 能 空 ) 序 列 . 

换 句 话说 ,一 个 表达 就 是 一 个 字符 串 , 字 符 串 中 的 字母 ( 符 导 ) 来 自 于 集合 4.S 各 . 

定义 13.2 带 表 达 是 只 使 用 带 集 A 中 元 素 的 表达 . 

Turing 机 M 可 看 成 是 沿 着 一 个 无 限 长 的 带 前 后 移动 的 读 写 头 , 这 个 带 被 分 成 等 长 的 小 
方 格 , 每 个 小 方 格 可 以 是 空 的 或 容 有 一 个 带 符 号 , 每 一 步 Turing 机 M 处 在 某 个 内 部 状态 S;， 

.在 带子 上 扫 措 某 个 带 符号 . 我 们 假定 只 有 有 限 个 非 空 符号 出 现在 带子 上 . 

图 13 ~ 9ta) 是 一 个 Turing 机 的 示意 图 ,这 个 Turing 机 处 于 ss 状态 ,正在 扫描 带子 上 的 
第 二 个 符号 ,带子 上 印 有 a.a3Baial (再 一 次 注意 , B 是 空格 符 ), 这 个 图 形 可 用 表达 
4 二 a1s2asBaial 来 措 述 ,这 里 我 们 把 M 的 状态 ss 写 在 M 下 在 打 描 的 带 符号 a; 的 前 面 . 注意 到 
a 是 用 带 符号 和 状态 符 *: 表达 的 ,s 不 在 表达 的 最 后 ,因为 它 出 现在 带子 正在 扫描 的 带 符号 
aa 的 前 面 . 图 13 - 9 表明 两 个 另外 不 常规 的 格局 和 它们 相对 应 的 格局 表达 . 


[Liaol aa aelal [| salal | 


个 6 9 
d= sy Barai P= Bazar a Y—=aaiaisaB 
ta) {hy (Ce) 
图 13-9 
我 们 给 出 正式 的 定义 . 
定义 13.3 一 个 格局 a 是 这 样 一 个 形 长 的 表达 
aa 一 ae， 


此 处 的 忆 和 名 是 线 带 的 表达 (可 能 是 空 的 )， 

定义 13.4 设 a 一 PsaiQ 是 一 个 格局 . 我 们 说 Turing 机 M 处 于 s, 的 状态 ,而 5, 扫描 字 
母 a4, 在 线 带 上 的 表达 是 表达 PasQ ,也 就 是 没有 状态 符 导 s, 的 wx， 

如 上 所 述 , Turing 机 邮 每 一 步 都 及 时 地 处 于 某 个 状态 si, 同 时 扫描 线 带 符号 ae ,Turing 
机 M 能 够 同时 完成 下 面 三 件 事 : 

人 M 可 以 擦 去 已 输 入 的 符号 as 而 在 这 个 位 置 上 写 上 线 带 符号 a, (此 处 我 们 允许 a 一 


ae). 
《2 MM 将 它 的 内 部 状态 s; 转变 成 状态 5s;( 此 处 我 们 允许 5 二 5,2》， 
(iii) M 向 左 移动 一 方 格 , 向 右 移 动 一 方 格 ,或 者 根本 就 不 动 . 
上 述 M 作 的 行为 我 们 可 以 用 五 个 字母 来 胡 达 , 它 被 称 作为 一 个 五 元 组 . 我 们 对 它 定义 如 
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下 : 
定义 13.5 一 个 五 元 组 9 由 如 下 形式 的 五 个 字 尽 的 表达 


工 
二 (C8, rE rs . 
N 


也 就 是 说 ,g 的 第 一 个 字母 是 一 个 状态 符号 ,第 二 个 是 一 个 线 带 符号 ,第 三 个 也 是 一 个 线 
带 符号 ,第 四 个 是 一 个 状态 符号 ,最 后 一 个 是 方向 符号 L,R 或 N. 

下 面 我 们 给 出 Turing 机 的 一 个 正式 定义 . 

定义 13.6 Turing 机 是 有 限 的 五 元 组 集合 ,满足 ， 

《i) 没有 两 个 坪 元 组 以 相同 的 两 个 字 款 开始 . 

(ii) 没有 一 个 五 元 组 是 以 sp ,sy 或 sw 开始 . 

定义 中 的 条 件 吃 保证 了 M 在 任 一 给 定 的 步 豫 中 最 多 只 能 微 一 件 事 ,而 条 件 5iD 保 证 了 M 
机 在 状态 s,s 或 sw 下 停止 . 

下 面 是 另 一 个 等 价 的 定义 ， 

定义 13.6 Turing 机 财 是 一 个 部 分 函数 

NSHysrysw) XA AXSxXd. 

部 分 函数 ,简单 地 说 ,是 表示 M 的 定义 域 为 S\isn ;37 4sw} XA 的 子 集 , 

对 于 上 面 所 描述 的 Turing 机 的 行为 现在 可 正式 地 定义 

定义 13.7 设 a 和 8 是 两 个 格局 .我 们 写作 

Qn> 凡 

如 果 下 面 中 任何 一 个 成 立 . 此 处 a,B,c 是 线 带 字母 ,而 P 和 QQ 是 线 带 表达 (可 能 是 空 的 )， 

《1 a 二 PsiaQ@,P 一 PsbQ 和 AM 和 包含 着 五 元 组 g 一 sapsiy， 

《ii ce 一 PiiacQ ,6 一 PpsicG 和 MM 包 合 着 五 元 组 g==sabs,R. 

《ii a 二 PesiaQ ,B= PsicbQ 和 NM 包含 着 五 元 组 9 一 saps 江 ， 

《iv a 二 Psa ,PB 一 Pbs,B 和 BM 包含 着 五 元 组 g 二 5,.abs,R， 

(VD a 一 saQ@ 一 5;BbQ 和 MM 包含 着 五 施 组 9 一 sabsjL. 

注意 ,在 所 有 五 种 情况 中 ,M 用 5 在 线 带 中 代替 了 a (此 处 我 们 允许 5=a), 儿 改变 了 它 的 
状态 ,从 s, 到 s, (此 处 我 们 允许 5 一 5 ,还 有 ， 

《17 这 里 M 不 移动 ， 

《ji 这 里 闻 向 右 移动 . 

计 > 这 里 AM 向 左 移动 . 

《ijY)》 这 里 M 向 右 移动 , 但 是 ,因为 M 正 扫描 最 右面 的 字母 , 它 必 须 在 右边 加 上 空格 符 B， 

CY) 这 里 1M 向 左 移动 , 但 是 ,因为 M 正 扫描 最 左面 的 字母 , 它 必 须 在 左边 加 上 空格 符 吾 . 

定 光 13.8 格局 a 是 终止 的 ,如 果 没 有 格局 8 使 得 a 一 

特别 地 ,处 于 三 种 停止 状态 中 任何 一 种 的 格局 a 一定 是 终止 的 ,因为 没有 一 个 五 元 组 以 
ss 或 sw 开始 . 


用 Turing 机 计算 


上 面 是 对 Turing 机 M 的 一 种 静态 描述 (一 步 ). 现在 我 们 来 讨论 它 的 动态 . 

定 兴 13.9 Turng 机 的 一 个 计算 是 一 列 格 局 wm ,as ao 满足 2, 一 a (i 一 1, ,1m) 以 
及 mw 是 终止 的 格局 ， 

换 句 话说 ,一 个 计算 是 一 个 序列 
这 个 序列 不 能 再 延续 ,因为 w 是 终止 的 . 我 们 将 用 term(a) 来 表示 以 a 开始 的 计算 的 最 后 格 
局 . 因此 ,在 土 面 的 计算 中 ,termkao 一 am， 
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Turing 机 的 输入 


定义 13.10 Turing 机 的 一 个 输入 是 ~ 个 线 带 表达 环 . 输入 的 初始 格局 是 a (WD. 
此 处 aCWD) 二 二 

注意 ,输入 WW 的 最 初 格局 atW) 是 通过 在 输入 线 带 表达 W 前 放置 最 初 状态 so 而 获得 的 . 
换 句 话说 ,Turing 机 M 在 最 初 状态 yo 开始 ,同时 扫描 多 的 第 一 个 字母 ， 

定义 13.11 设计 M 是 一 个 Turing 机,W 是 一 个 输入 ,如 果 有 一 个 计算 以 初始 格局 aCW) 
开始 ,我 们 说 M 停止 于 研 处 . 

也 就 是 ,给 出 一 个 输入 殉 ,我 们 能 形成 初始 格局 wkW) 二 jwWW, 并 且 应 用 MM 去 获得 一 个 序 
列 : 


[| 
两 种 情况 可 能 发 生 ， 
(1) M 和 停止 在 WW 处 ,也 就 是 说 ,序列 在 终 目 格局 w 处 结束 ， 
C2) M 在 到 椒 没有 停止 ,也 就 是 说 ,序列 不 会 结束 ， 


形式 语法 和 Turing 机 


Turing 机 可 以 用 来 识别 语 育 , 具体 地 说 ,假设 M 是 具有 带 符 集合 六 的 Turing 机 , 设 工 是 
总 中 的 字符 申 多 的 集合 ,使 得 当 W 是 输入 时 ,M 停止 在 接受 状态 sy. 我 们 将 写 L=LCMD ,并 
且 我 们 说 好 识 草 形式 语言 工 .因此 如 果 性 不 停止 在 全 处 或 好 停止 在 多 处 但 不 在 接受 状态 
sy 处 ,那么 输入 殉 不 属于 工 (MD). 
下 面 的 定理 是 本 节 的 主要 结果 , 它 的 证 明 超 出 本 书 的 范围 . 
定理 13.7 ”形式 语言 工 能 被 Turing 机 M 识别 , 当 且 仅 当 工 是 一 个 类 型 0 的 形式 语言 . 
注 三 个 停止 状态 的 原因 是 sy 种 sw 被 用 来 识别 形式 语言 ,而 sn 被 用 作 计算 ,这 将 在 下 
一 节 中 讨论 . 
例 13. 14 假设 一 个 具有 带 符 集 A= {a.5,c} 的 Turing 机 MM 含有 下 面 4 个 五 元 组 : 
q1 一 saasoR, gs 一 sobsoR, gq3 — so BBsvyR, gq = soccsyN. 
(a) 很 设 久 二 WCa,58,c) 是 一 个 不 带 c 的 输 人 ， 
根据 五 元 组 gy 和 qs,M 处 于 状态 so, 然后 向 右 移 动 直 到 它 过 到 空白 符 B. 然后 将 它 
的 状态 改变 成 不 接受 状态 sw 并 且 停 直下 来 . 
(Cb) 假设 研 =W(a,5b,c) 是 一 个 至 少 带 有 一 个 c 符 号 的 输入 . 
根据 五 元 组 9 , 当 M 最 初 遇 到 W 中 第 一 个 c 时 , 它 会 将 它 的 状态 转变 成 sy 并 且 停 
止 下来, 因此 ,M 识别 由 a ,b,c 构成 并 至 少 含有 一 个 c 的 字符 串 WW 组 成 的 形式 语 
言 工 . 也 就 是 说 ,LL 二 LCMD， 


13. 10 ”可 计算 的 函数 


可 计算 的 函数 定义 于 非 负 整数 集合 上 . 有 些 教科 书 用 N 来 表示 这 一 集合 . 我 们 用 N 来 表 
示 正 整数 集合 ,因而 我 们 记 


No = {0,1,2,3,.*}., 

在 本 节 数 字 ,整数 和 非 负 整 数 是 同 义 的 . 

前 一 小 节 描 述 了 Turing 机 M 处 理 和 识别 字母 资料 的 方式 这 里 我 们 将 说 明 MM 是 怎样 使 
用 数字 信息 的 . 首先 ,我 们 需要 能 通过 带 符 集合 4 来 表示 ,数字 . 我 们 将 以 上 作为 带 符号 el ,并 
用 六 作为 111…1, 此 处 1 连续 出 现 n 次 ， 

定义 13.12 每 个 数字 nr 将 通过 带 表 村 人 n) 表 示 ; 此 处 (nm) 二 1". 这样 

‘4)=11111=1, ¢0)=1, (2)=111=1’, 
定义 13.13 设 玉 是 一 个 表达 , 那么 [五 ] 将 用 来 表示 在 互 中 1 出 现 的 次 数 , 因此 ， 
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LllBssaslllBa j=3, [arscBas j=0 和 [tn}]=n 十 1. 
定义 13.14 画 数 fm 一 IN 是 可 计算 的 ,如 果 存 在 一 个 Turing 机 MM 使 得 对 每 个 整数 4， 
并 停止 在 Ca? 并 且 


fln) = [term(a( (1)))), 
那 必 我 们 说 MM 计算 了 
也 就 是 说 ,给 一 个 函数 和 一 个 整数 ,我 们 输入 in) 和 使 用 ML 如 果 M 总 是 停止 在 (aa 处 
并 且 在 最 后 格局 里 1 的 个 数 等 于 Fn) ,那么 了 上 是 可 计算 的 函数 ,我 们 说 M 计算 了 
例 13.15 函数 ftm)=n 二 3 是 可 计算 的 .输入 是 玉 ==1"™!. 我 们 仅 需 在 输入 上 和 凋 加 两 个 1, 计 
算 的 Turing 机 如 下 
RAT 一 {okrozyds — {sollsoL, soBlsL, s1BlsuN)}. 


容易 看 出 . 
《1) 9 使 机 器 向 左 移动 ， 
《2) gs 在 空格 吕 上 写 下 1, 并 且 使 导向 诺 移动 . 
(3) gq 在 空格 BB 上 写 下 1, 并 自 使 MM 停 正 ， 
因此 ,对 正 整数 ”， 
1 一 30 有 1 —» 5 BI ~ sp 1， 
所 以 MM 计算 了 (= 二 n 十 3. 很 明显 ,对 任何 正 整数 下 , 男 数 产 四 一 2 二 是 可 计算 的 . 
定理 13.8 假设 fm 一 和 85: 一 No 是 可 计算 的 , 那么 复合 函数 = 二 gof 也 是 可 计算 
的 . 
我 们 给 出 这 个 定理 的 证 明 . 假设 My 和 Ms 是 Turing 机 ,它们 分 别 计算 和 g. 给 一 个 输 
人 0, 我们 应 用 My 到 (mn), 最 后 歼 得 有 [Ej] 二 (rm) 的 表达 EE, 然后 我 们 安排 上 一 so17", 接 下 来 
在 E 上 加 上 1, 获 得 已 一 ml114" 并 且 应 用 Ms 到 EE'. 这 将 得 到 所 需要 的 EF, 这 里 [LE] 一 
EBP) 


多 元 通 数 
本 段 中 将 定义 一 个 可 计算 的 元 函数 Cn ,ns，…' ,mm). 首先 我 们 血 要 用 字母 表 4 表示 目 


最 了 一 (yz ys 
定 13.15 每 一 个 天 个 整数 的 目录 六 一 (na , 到 2) 困 带 表 达 ( 和 ?表示 ,这 里 
《2》 一 《11 Bens ?BBin), 
因此 《(2:0,4)) 一 111B1B11111 一 13B11B15. 
定义 13. 16 ”一 个 站 元 函数 Fn :ra ,mi) 是 可 计算 的 ,如 果 存 在 一 个 Turing 机 M, 使 
得 对 每 一 个 目录 严 一 人 9 停止 在 (ma? 处 ,并 且 
Fay = Ltermlat Cm})}]. 


那么 我 们 说 M 可 计算 了 . 
本 定义 类 似 于 一 元 的 定义 13. 14. 
例 13.16 加 函数 fl(m,n) 二 mx 十 n 是 可 计算 的 .输入 是 镀 二 1"11Bl”', 因此 只 需要 去 掉 两 个 
1. 计算 了 的 Turing 机 M 如 下 
M= {qm G0) 一 (5185RR5 lBsnN ,5s BBs,, ss Bra) 

容易 看 出 
(1) 9 去 掉 第 1 个 1 并 且 将 M 向 右 移动 . 
C2) 如果 闫 天 0 ,那么 中 去 掉 第 二 个 1 ,并 且 使 M 停止. 
《3) 如 果 mw 关 0,gs 将 邮 向 右 移 动 经 过 空格 了 3 
(4) 94 去 掉 并 县 使 停止 . 
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因此 ,如 果 m 去 0; 我 们 有 
so Bl™ 一 > yy 1™B1"™)l ~» spyl™iBI!. 
但 是 ,着 束 一 0 并且 ms 十 n 二 nm, 我 们 有 
sn 1B 一 so Bl x spl! 一 


因此 上 计算 Gn,2 一 mm 十 nn 


问题 与 解答 
字符 囊 


13.1 考虑 字符 帅 一 a: ba 和 w=Ba. 找 出 :Cawv; (byvwus (Cc)vw, 
解 嘻 ” 写 下 第 一 个 字符 串 的 字母 并 将 第 一 个 字符 串 的 字母 紧 眼 其 后 . 
(Ca) 2 一 (22 本 一 人 
(b) wu= (hab (ar bat ) =—batf a bai ty, 
(0) = = (hab) (bab } = boat ag. 
13.2 设 刀 和 ww 是 问题 13. 1 中 的 字符 串 , 求 ll ,ol ,|av) ,Tewul, ||. 
胃 名 ” 数 每 个 字符 串 中 字母 个 数 得 到 
[x!l=8, Iz|=4, luv|=12, |vwl=12, |¥ |=8®. 
13.3 假设 =a 和 v=PaB. 求 ; (ajwvu; Ch)Aw, nd ,wv, 
解 呈 (a) 写 下 4 的 字母 ,然后 的 ,最 后 & 的 宇 攻 得 
wn = a baba:b, 
th) 因为 4 是 罕 字 和 罕 申 ,A 二 MA 二 # 二 Qa?b 和 wv 一 wv 二 a: ab. 
13.4 设 z 一 abpcd. (a) 求 刀 的 所 有 子 串 .〈b) 它们 中 的 哪些 是 前 组 ? 
解 7 (a) 子 捉 是 


Aab cd eb se yo rahe 一 
我 们 强调 vw 二 acd 不 是 和 的 子 上 串 ,即使 它 的 所 有 字母 都 属于 必 ， 
hy 前 绎 是 Ararav, abc ww—abcad. 


13.5 对 任何 字符 串 x 和 mt ,证明 :(a) [uvw| 二 |#| 十 |w|; (by) |xv|= |wal. 

证 明 ee (a) 假设 Iu|=+r 和 ia| 一 5 那么 ww 由 z 的 > 个 字母 后 面 跟着 * 的 * 个 字母 组 成 . 因此 ， 

| 本 1 一 > 十 5 一 | | 十 | v1. 

cb》 用 ta) 得 [uw| 二 |u| 十 [31 二 1v1 十 [4|== | vui. 
13.6 假设 12 一人 求 & 的 前 级 的 个 数 . 

解 同比 如 5 一 ataz…an, 那么 有 nn 十 1 个 前 缀 

一 ge ae 其 中 天 二 1,120, 和 及。 
13.7 字母 表 A 上 的 自由 半 群 和 自由 参半 群 的 区 别 是 什么 ? 

饰 te ”A 上 自由 半 群 是 在 连接 运算 下 所 有 非 空 字符 串 的 集合 , 它 不 包括 空 串 久 另 一 方面 ,A 上 自 
由 么 半 群 包括 空 囊 


形式 语言 
13.8 设 和 AA 二 {a,6}), 用 语言 描述 A 上 的 下 列 形 式 语言 (它们 是 A" 的 子 集 ).… 
(a) Di={{ab)™ ,mi>0}. 
th) Lo = {1a'ba'ba' :r,s,t 0). 
(ey Ls— {oatra’ :m0), 
解 (a) Li 由 字符 串 w 一 ababab"…ab 组 成 ,也 就 是 说 .以 a 开 法 与 5 交替 出 现 并 以 5 结尾 . 
(by Ls 由 所 有 怡 好 带 有 两 个 5 的 字符 剃 组 成 . 


dp iba lt 1 i 
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13.9 


13. 10 


13. 11 


13. 12 


tc) Ls 由 所 有 以 a: 升 头 ,2 结尾 ,中 国 是 一 个 或 多 个 如 的 字符 串 组 成 . 
设 民 王 1ayabas 利 工 一 ! 织 apa} 是 上 =1a ,关上 的 形式 语 理 , 求 :5al KL; (b) LL.. 

规 上 (al) 将 KK 上 的 字符 捉 与 上 上 的 字符 捉 连 接 , 得 

KL = fab? atta ab’ ,obaba ,ab alban}. 
tby 将 工 上 的 字符 串 与 TL 上 的 字符 目 连 接 , 得 
LL ibt ,aba, utab .ada ba}. 

考虑 六 一 1a,58,c} 上 的 形式 语言 上 二 ab yc) ; 求 (a) LL ; (by 了 ; (ec) LL, 

解 ”Ca) 根据 定义 4" 一 {4}. 

《by 用 上 中 的 字符 串 形 成 所 有 三 个 字符 尝 序 列 

LL’ = {ababab apapc apcap abc’ ,cabad cape vc eh ye). 

tc) 没有 定义 形式 语言 的 负 输 次 方 . 

设 A= (aic}. 求 工 - ,这 里 (a) 二 {}; (BY) 上 二 {aB}; fc 一 1ay5yc3)， 

解 t (a) L" 由 所 有 字符 串 久 梅 成 ,此 处 ”为 偶数 (包括 空 审 心 ， 

Cb) L* 由 所 有 az 构成 的 字符 串 组 成 . 

ce) 1.* 是 由 下 中 的 那些 字符 串 煌 成 ,这 些 字 符 串 中 完全 由 < 构成 的 最 大 子 申 的 长 度 是 3 的 倍数 . 
考虑 可 数 的 字符 集 A 王 1ei'ar 小 说 工 (为 4 上 的 那些 下 标 之 和 为 的 字符 串 w 所 
形成 的 形式 语言 . 例如 ,ww 一 42asasas i 守 Ls，(8) 求 工 ,; (b) 证 明 是 有 限 的 ; 《ce) 
证 明 A* 是 可 数 的 ; (9) 证 明太 上 的 任何 形式 语言 是 可 数 的 ， 

解 赂 〈a) Li 中 字符 ao 中 不 可 能 大 于 4,IL 中 字符 申 不 可 能 超过 4 个 字符 ,因此 我 们 有 下 面 的 
列举 


ARG A A 2Q1GL My Q3G14 ads+ Ate 
《by 中 只 全 有 有 限 个 字符 &1 ,az ax ze 中 字符 不 可 能 超过 站 个 , 即 L 是 有 限 的 . 
《ce) A* 是 可 数 个 有 限 集 工 的 并 ,因此 4 "也 是 可 数 的 ， 
《qd) 工 是 可 数 集 合 4 "的 子 集 , 国 此 工 也 是 可 数 的. 


正则 头 达 ,正则 语言 


13. 13 


13. 14 


13, 15 


13.16 


设 和 A 二 {4,86,c) ,对 下 面 的 每 一 个 正则 表达 7, 描述 语言 上 (7x)， 

(a) r=ab’'c’} (Cb) r=a’ Vb* Ye 

解 轨 ”Li 由 所 有 以 a,b,c 形式 出 琉 的 字符 囊 ww 组 成 使 得 

{a) ww 愉 舍 有 一 个 a 且 4a 在 开头 , 语 邮 wi 字 0 个 5, 再 跟 澡 ( 守 中 个 开 

fb) w 是 仅 以 a 或 仪 忆 上 或 慌 以 c 构成 的 字符 串 , 即 

Lir}=:Ayara sd se Cc er), 

设 访 =={a, 加 ,描述 语言 Lr), (a) r= 二 apbp* a; (b) 一 日 ap ; (ce) r=ab’ Aa'. 
解 (ay Ltr) 由 所 有 以 a 开头 ,以 a 结尾 且 中 间 包 会 一 个 或 多 个 &8 所 构成 的 字符 串 组 成 . 

(b) Ltr 由 所 有 怡 有 两 个 a 的 字符 串 组 成 . 

tc) 这 里 7 不 是 一 个 正则 品 达 ;因为 态 不 是 一 个 形成 正则 表达 的 符 导 . 

设 上 4 一 cgscr 和 也 = 一 ac 说 有 明 思 是 否 属 于 LC(r), 其 中 (a) rr 一 ap ci; 
Ch) 7 一 (28BWwc， 

解 滞 ”(a) 是 ,因为 w=aic 上 人 和 并 (本 ,cEL(e'), 

Lh) 香 . 注意 L(ta* 如 出 字符 串 se 中 组 成 ,因此 如 果 工 (中 洁 有 字母 as, 腿 随 a 的 只 能 是 a 或 8, 而 不 
能 是 . 

设 上 一 faac 和 了 一 azpc ,说明 双 是 否 属于 工人 Cr ,其 中 Ca) rr 一 a* V(bYe)*; {b) r= 
a (pVc)', 

解 时 a} 符 .Ltr) 由 那些 字符 串 枸 成 ,这 些 字 符 串 是 以 < 构成 的 或 以 Be 梅 成 的 . 


Cb} 是 . 因为 a€E Lla*) 且 EODY ee) '). 
13. 17 令 及 = 二 {a, 如 . 求 一 个 正则 表达 r+ 使 Lr) 由 所 有 字符 串 ww 组 成 ,其 中 (a) tw 以 a? 开头 

且 以 所 结尾 ; (b} w 包 分 侦 数 个 a. 

解 # 0 aay 

tb) 注意 ,s 一 6 ab" ab" 由 所 有 恰 有 两 个 a 的 字符 串 构成 ,因此 设 > 一 5 二 (8* ab* ab* )"*. 


有 限 自动 机 ,有 限 状 态 机 


13.18 设 M 是 有 下 面 输 和 人 集 和 ,状态 集 S 和 接受 集 Y 的 自动 机 . 
A= 1as6}, SS 二 {Sorsisse}s Y= {si}, 


假设 i 是 M 初始 状态 ,Mf 的 状态 转移 函数 由 图 13 - 10ta) 给 出 . 

(a) 通 出 MM 的 状态 图 也 二 DOND. 

Cb) 描述 计 接 受 的 形式 语言 二 LCMD. 

解 -PF (a) 口 的 状态 图 如 图 13-10(b) 所 示 . 中 的 结 点 是 状态 , 双 圈 家 示 接受 状态 . 如 果 FCs; ,zy 
一 ,就 有 5 到 5 的 标 有 输入 符 z 的 有 向 边 . 同样 ,有 一 个 特别 的 箭 号 指向 初始 状态 %。 

Cb) IXMD 由 所 有 什 一 个 5 的 字符 串 ww 组 成 . 具体 地 说 ,如 果 输 入 字符 名 杯 含 5, 则 在 5 铺 束 ;如 果 蕊 
会 两 个 或 两 个 以 上 就 在 ss 结束 . 否则 ww 在 仅 有 的 接受 状态 5 结束 . 


图 13-10 


13.19 设 和 丰 =={a,5}. 构造 一 个 能 恰好 接受 4 中 含有 偶数 个 a 的 字符 捉 的 自动 机 MM. 例如 ， 
aababbabyaasbbbyababaa 能 被 M 接受 ,但 ababa,aaa;bbabe 不 能 被 接受 . 
解 -3 只 需要 两 个 状态 ss 和 .假设 于 在 某 个 步骤 中 处 于 % 还 是 % 是 根据 a 出 现 的 个 次 数 还 
是 奇 次 数 决 定 的 .5 因此 5 是 接受 状态 ,而 5 是 拒绝 状态 . }) 只 有 a 将 改变 其 状态 .同样 ,so。 是 初始 状 
态 . M 状 态 图 如 图 13 - 11 所 示 ， 

13.20 设 4=(a, 引 ,构造 一 个 自动 机 民 使 其 能 接受 4 中 以 a 开头 , 且 在 a 后面 中 有 实 0 个 5 
的 字符 串 , 


解 时 见 图 13-12. 


图 13- 11 图 13-12 


13, 21 描述 图 13 - 13 所 示 被 自动 机 M 接受 的 形式 语言 上 的 字符 申 ww. 
解 石 。” 仅 当 zw 中 存在 一 个 8 跟随 着 时 系统 才能 到 达 接 受 状态 se. 

13.22 描述 图 13 -14 所 示 铁 自动 机 M 接受 的 形式 语言 工 的 字符 串 ww. 
解 鲍 。 ww 中 每 个 不 能 改变 系统 状态 ,而 z 中 的 每 个 能 从 状态 到 si(inod4). 因此 ,如 果 zw 
中 己 的 个 数 ” 模 4 余 3, 吧 被 邮 接 爱 , 即 这 里 a 一 3.7 ,11，… 


”337 * 
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13. 23 


13. 24 


13. 25 


13. 26 


图 13-13 图 13-14 


设 工 为 A 上 的 能 被 自动 机 A 训 二 {及 ,S,Y, so; 下 } 接 受 的 形式 语言 . 找 出 一 个 自动 机 NN 
能 接受 L:, 即 N 接受 不 属于 上 的 A 上 的 字符 串 ， 
解 EF 简单 互 换 邮 中 接受 状态 与 拒绝 状态 就 得 N. 因此 ,ww 被 N 接受 当日 仅 当 z 被 时 拒绝 . 正 
式 地 ,NN 一 <A,S,S\Y ,so ,下 ), 
设 M=CA,SY so 中 和 MM 一 <A,S ,5 ,FF 是 A 上 的 两 个 自动 机 ,它们 接受 的 形 
式 语言 分 别 为 LCMD 和 上 CNM). 构造 A 上 的 能 恰好 接受 LCMD 门 LCM) 的 自动 机 N. 
解 镶 设 SxS 为 六 的 状态 集合 . 没 (s,7 是 NN 的 接受 状态 当量 仅 当 ;为 必 的 接受 状态 和 5 为 
MM 的 接受 状态 ,ts ,5 ) 为 N 的 初始 状态 , NN 的 状态 转移 函数 GCSXS )XA=(SXS) ,定义 为 
GCCse ea) 一 CRCa] Cs GD 
那么 N 恰 好 接受 LCD 门 LO ) 中 的 字符 串 . 
重 述 问题 13, 24 ,现在 设 N 恰好 接受 工 CwD ULCOMT)， 
解 是。 再 设 SxS 作 为 扩 的 状态 集合 . 设 (@ ,5 ) 为 N 的 初始 状态 , 设 (SXY YUCYXS) 为 N 的 
接受 状态 集 ,状态 转 称 函数 局 定义 为 ; 
GCCss Ye) = (CFCaya) FCs sa)). 
那么 加 恰好 接 要 了 Cn UTCOAE 中 的 字符 囊 . 
设 邮 为 由 图 13 - 15(g9) 所 未 的 状态 表格 的 有 限 状态 机 . 
(a) 求 输 人 字符 集 4 ,状态 集 5, 和 输出 集 二 和 初始 状态 . 
(b) 画 出 MM 的 状态 图 DD 一 DOMD. 
Cc) 假设 ww 二 aababaatbbab 是 一 个 输 人 字符 串 : 求 对 应 的 输出 字符 串 六 
解 ”Ca) 表格 上 方 为 输入 符 , 左 边 为 状态 ,表格 中 为 输出 符 . 因此; 


六 = ab? SS—= {sgrss}j:s ZE— {ry.e). 
& 是 初始 状态 ,因为 它 是 表格 中 第 一 个 状态 . 
tb) 状态 图 P=- DC 如 图 13-15tb) 所 示 , 注 意 五 的 结 点 为 M 的 状态 . 
假设 


Fisya) 一 《Sr 即 flsya}) = 和 p(s yg) = 
那么 有 由 一 对 由 ,= 标记 的 从 到 ** 的 有 向 边 . 通常 地 ,输入 符 a, 放 在 靠 箭 拓 的 始 端 (靠近 5:) 而 输 
出 符 * 是 故 在 箭头 的 中 间 ， 
te) 在 初始 状态 开始 时 ,我 们 通过 被 输入 符 标记 的 第 涉 从 一 个 状态 到 男 一 状态 ,如 下 所 示 : 


Ee 好 如 如 他 
中 二 有 1 3 Se 本 二 81 Sn 


箭头 上 方 的 输出 符 产生 了 所 需 的 输出 字符 串 "一 zyrsxsyzxyTrrz。 


a a a mr 
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pb 


图 13-15 


形式 语法 


13.27 


13. 28 


13. 29 


13. 30 


13. 31 


定义 (a) 土 下 文 无 关 的 语法 ;(b) 正则 语法 ， 
解 二 ”(a) 上 下 文 无 闫 的 语法 与 型 2 的 语法 相同 , 即 每 个 产生 式 都 是 4- 有 的 形式 , 即 左边 是 单个 
的 变 元 ,右边 是 一 个 或 名 个 终结 元 或 变 元 构成 的 字符 串 . 
(by 正则 语法 与 型 3 语法 相同 , 即 每 个 产生 式 都 是 4 一 a 或 六 一 aB 的 形式 ,; 即 左边 是 单个 的 变 元 ,而 
右边 是 一 个 终结 元 或 一 个 终结 元 眼 … 个 变 元 . 
求 形式 语法 G 生成 的 形式 语言 LC4G), 这 里 形式 语法 毗 由 变 元 3S,4, 忆 ,终结 元 wo,6 
和 产生 式 SaB,B>b,B->6bA,A-xzaB 枸 成 的 . 
解 tP 。 观 察 到 第 一 个 产生 式 只 能 用 … -次 ,这 是 因为 起 始 符 在 其 他 地 方 不 出 更. 同样 ,我 们 只 能 通 
过 最 后 使 用 第 二 个 产生 式 得 到 终结 元 组 成 的 字符 串 . 否则 通过 第 三 ,第 四 个 产生 式 交 兰 增加 a 和 到 
换 铝 活 说 ， 
工人 CGI 一 TCD — ababab'ab:nte N}. 

设 工 是 所 有 由 a4 ;8 构成 的 且 a 的 个 数 为 偶数 的 字符 串 集 合 , 求 一 个 生成 工 的 形式 语 
法 局. 我 们 声称 带 有 以 下 产生 式 的 形式 语法 6G 将 生成 LL: 

S-raA, SbB, BbB, Bal, A-raB, A—>bA,A>a, Bh, 


解 蚂 ”观察 对 于 任何 字符 填 a, 当 产生 式 作用 时 ,a 的 个 数 与 六 的 个 数 的 和 保持 不 变 或 增加 2. 因 
此 任何 以 a,5 形 成 的 由 S 导 出 的 字符 串 吧 必 会 有 偶数 个 &a, 也 就 是 LLG}CL. 另 一 方面 ;哪些 产生 
式 应 该 用 于 工 中 的 字符 串 vw 就 非常 明显 了 : 即 根据 以 a 或 B 开 头 用 SaA 或 5 一 5B; 当 其 后 的 字 
二 是 一 个 a 时 用 4aB 或 BraA, 当 其 后 的 字母 是 个 8 时 ,用 AA->bA 或 B65B; 当 对 于 wv 的 最 后 一 
个 字母 用 Aa 或 Bh 因此 ==1.. 
拟定 由 下 面 产 生 式 构成 的 形式 语法 G 的 类 型 ， 
(a) SaA,A—aAB, Bh,A—a. 
(bh) S—aAB,AB—bB, Bb,A—aB. 
(Cc) SaAB,AB a,A—b, BAB., 
(d) S—aB,B—hA,B—»b,B>a,A—aB, A—a, 
解 暑 (a) 每 个 产生 式 都 是 形 如 A-*a, 即 左边 是 一 个 变 元 ;因此 避 是 上 下 文 无 关 的 或 第 2 型 形式 
语法 . 
Cb? 每 个 产生 式 左 边 的 长 度 不 超过 右边 ,所 以 G 基 第 ] 型 形式 语法 . 
(Cc) 产生 式 AB>a 意味 车 后 是 0 型 形式 语法 . 
(d) G 基 正 则 的 或 第 3 者 形式 语法 ,因为 每 个 产生 式 都 是 形 如 42 或 AaB. 
设 工 是 A 二 ta,b} 上 的 形式 语言 , 它 包含 所 有 含 一 个 5 的 字符 捉 了 w. 即 
L= bab ,ata :rT Os 0). 
ca) 求 一 个 正则 表达 ~, 使 得 工 二 工 (r， 
Cb) 求 一 个 产生 形式 语言 了 的 正则 语法 G， 
解 晓 (人 设 r=a ia" LL 


conn ae 1 oa 
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tb) 带 有 以 下 产生 式 的 正则 形式 语法 生成 L 

SS (bad), A (Had), B— (a,aB). 
即 在 任何 由 S 导 出 的 字符 串 中 ,字母 8 仅 出 现 一 次 ,局 是 正则 的 ,因为 它 有 所 需 的 形式 . 

13.32 设 工 是 4 三 (apxcy 上 的 形式 语言 ,由 所 有 形 如 rw= eax: 的 字符 串 构 成 ,这 里 ,se 
09. 即 a 启 面 跟 着 5,5 后 面 跟着 <， 
《a) 求 一 种 正则 表达 ~ 使 工 一 工人 (rm)， 
《b) 求 一 种 产生 形式 语言 工 的 正则 语法 G. 
解 睹 (aa 设 7=aat Bcc , 则 LL=L(7), 
(by 具有 下 面 产 生起 的 形式 语法 避 生 成 I 
SaA, A rtadbB), BbB,e OO), Cte,cO). 
13.33 考虑 带 有 下 列 产 生 式 的 正则 语法 G 


~ 
人 SaA, A—raB, BbB, Ba, 
pd as (a) 求 字符 串 tw 二 aaba 的 导出 寿 . 
pi ~ (by 描述 起 生成 的 形式 语言 工 中 的 所 有 字符 串 zx 
| 和 解 5 ”Ca) 首先 ,注意 到 5 导出 凤 如 下 
S->aA ataB) a (6B) 一 aala 
图 13-16 图 13 ~ 16 表示 了 对 应 的 导出 树 . 


th) 用 产生 式 1,2 和 ~ 次 3 式 , 再 利用 4 得 字符 串 Waaba, 
rzz0, 且 没有 其 他 的 任何 字符 车 能 由 S 导出 ， 
13.34 图 13-17 是 上 下 文 无 关 的 形式 语法 G 的 形式 庄 谋 上 中 的 字符 串 的 导出 树 . 


一 一 
~ ,IN 
~ !' ~ 


图 13-17 


(a) 求 w; (by 哪些 终结 元 、 案 元 和 产生 式 一 定 在 避 中 ? 
解 5 ”Ca) 从 左 到 右 叶 的 序列 产生 字符 串 ww 一 ababbbba. 
tb) 叶 显 示 了 2a 和 一定 是 终结 元 ,内 部 结 点 显示 S 和 A 为 变 元 且 S 为 起 始 元 . 每 个 变 元 的 下 代 显 
未 SAbS, A—a5， Sba、A 一 0 一定 是 产生 式 ， 
13.35 在 形式 语法 G 中 ,初始 符 S 导 出 的 字符 串 一 定 有 生成 树 吗 ? 
解 不 是 ,只 有 型 2 和 型 3 形式 语法 有 导出 树 , 即 上 下 文 无 关 的 和 正则 语法 . 
13.36 以 Backus-Naur 形式 重 写 13. 30 中 每 个 形式 语法 GG. 
解 5 Backus-Naur 形式 悦 适 用 于 上 下 文 匹 关 的 语法 ( 它 包 合 正 则 请 法 ), 因 此 仅 有 (a) 和 (由 能 以 
Backus-Naur 形式 表达 如 下 : 
(QD 用 : :一 代替 一 . 
Ci) 把 所 有 非 终 结 元 政信 ( 中 . 
tii 把 所 有 左边 相同 的 产生 式 由 一 个 表达 式 写 出 来 ,这 个 表达 式 的 右边 是 所 有 的 产生 式 的 右边 的 
内 容 , 中 和 间 用 | 隔 开 . 
因此 
(a Si a(A), AY :=atA) HB) |a,(B):!=h. 
dy Si —=atBY, cB) =pb tA | a :A =adtB} |a. 
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Turing 机 


13. 37 


13. 38 


13,39 


13, 40 


设 M 是 Turing 机 ,决定 上 面 情况 对 应 的 格局 a; 
(a》M 在 状态 s， 且 扫 描 带 表达 w 一 acbca 的 第 三 个 字母 
tb) 在 状态 s; 且 打 描 带 表达 ww 二 abera 的 最 后 一 个 字 抒 . 
《cy 输 和 人 是 带 表 过 ,rw=1*B1?， 
解 ”通过 放 状 态 符号 正在 扫描 的 带 字母 前 面 插 到 格局 a 起 始 ,M 在 状态 mw 上 且 正在 扫 撒 输入 的 
第 一 个 字母 . 因此 ， 
(a) o—=aass teas (hy ge=abcsra; (Ce) a= 1111B11. 
假设 二 aaszba 为 一 个 格局 ,日 Turing 机 有 下 面 的 五 元 组 g, 求 8 使 得 o> 
(tay gq— sabasiL; (hb) gq= sabbss R; (ec) gq sbass N; (td) 9 一 saazs 工 ， 
解 . 明 (ay 这 里 订 控 去, 写 上 a, 改变 状态 为 5, 且 向 左 移动 ,因此 Basiaaa. 
Cb) 这 里 困 不 改变 已 扫描 的 字母 ,改变 状态 到 % 瑟 向 三 移动 ,因此 P= 一 aabsia, 
Cc) 这 里 谣 擦 去 5, 写 上 4. 保持 它 的 状态 ss, 没有 殉 动 ,因此 8 aasaca. 
td) 这 里 9g 对 a 设 有 作用 ,因为 2 不 是 以 ss 开头 . 
设 4 一 ta, 太 江 三 (eaor0s20 即 工 由 所 有 一 个 或 多 个 a 开头 ,后 幅 一 个 或 多 个 
5 的 字符 申 忆 组 成 , 求 一 个 识 辨 工 的 Turing 机 M. 
解 入 ”策略 是 我 们 变 计 忆 ) 称 向 所 有 a 的 右边 ,(2) 移 向 这 个 总 的 右边 ,537 当 它 抽 到 空白 符 互 时 ， 
停 正 在 接受 状态 sy 处 . 这 由 下 述 五 元 组 完成 . 
Ll 一 sansiR, gr 一 saasiR, 二 sitbss Re, 9 一 sotpss Re, 全 一 3 BBsyR. 

具体 地 .ag 和 和 gz 做 (1 ,og; 和 中 栈 (27 ,gs 做 53)， 然而 ,我 们 也 要 MM 不 接受 输入 字符 圳 史 ， 当 ww 不 而 
于 工时. 因此 我 们 也 需要 下 面 的 五 元 组 

和 一 % BBsnR, a = 品名 swvRa = BBsysR, gq -- siaasnk, 
注意 , 当 输 入 WW 二 二 B 时 使 用 gs 空 字符 ; 当 输 人 到 是 以 8 开头 的 宕 达 时 使 用 9;; 当 输入 镀 只 包含 
a 时 使 用 gs; 当 仿 仅 包含 字母 ba 时 使 用 gs. 
求 一 个 Turing 机 M, 使 它 能 识 辩 形 式 语言 L 一 (a6)* 二 tab)" ;nn 这 0}， 
和 解 ”给 出 输入 镀 , 策 略 是 使 M 擦 去 开头 的 4a, 结尾 的 86, 开头 的 a, 结尾 的 5, 等 等 , 如 果 所 有 的 字 
母 均 被 所 去 ,那么 几 接 爱人 钱 , 因 为 全 属于 工 . 否则 ,我 们 要 M 不 接受 你 . 因此 ,AM 将 需要 下 面 7 个 五 
元 组 : 
(1 M 在 初始 状态 56 ,除去 首位 2 且 进 入 状 套 :或 者 如 果 镀 一 4 半 轩 接受 研 ,或 者 如 果 WW 以 如 于 
蒜 时 ,MM 拒绝 WW，; 


Gt 一 soaBs RR, ge = se BBsyR, gq = sobbsvk, 
(2) 村 在 状态 3: 通过 & 和 南 右 移 , 直 到 MM 吉 到 5 而 进入 状态 52 ,或 者 MM 拒绝 五 ,如 果 没 有 届 到 5: 

gh = Haas R, gs = sitbse R, qs = mBBssR. 
(3) 人 在 状态 sz 通过 上 5 向 右 移 , 直 到 MM 遇 到 B 然后 进入 状态 :; 向 左 移 , 或 者 M 遇 刻 a 时 拒绝 W: 

由 = stbseR, gr — w BBssL:, gy = seaaswR. 
(4) 邮 在 状态 * 除去 末尾 的 5 进入 状态 * 后 向 左 称 ， 

qu = sbBrl. 
(5) 在 状态 5 的 必 , 如 果 过 到 则 停 正 在 状态 sy :或 者 向 左 物 通 过 最 右边 的 5 进入 状态 5;; 
Gu — sa BRsyL, m2 — Stes 

《6) 在 状态 5 的 邮 通 过 如 向 左 移 直 到 M 遇 到 4 或 者 遇 到 日 而 拒绝 WW: 


G1 = SshssL, He 二 5 二 Br 


" 3d2 + 
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{7) 在 状态 ss 的 所 通过 a 向 左 移 且 遇 到 电 时 加 到 初始 状态 so 
qi =—=saassL, dO—s BBsoR. 


可 计算 的 函数 
13,41 求 4 如 果 :(a m 一 5; (b) m 二 (4,0,37; (Cc) m=(3, 一 2,5), 
解 ”回顾 


‘二 17 = 11" 
有 《aa 一 (zy 了 因此 
(ay tp =1*=11111l. 
(hb) cp) = 1 BI: BQ=11111B1B1111, 
(co Lm) 对 仙 整 数 没有 定义 ， 
13.42 根据 下 面 的 表达 FE, 求 LEl]: 
ta) E=alls; Bblll, 
【py E=—=aass bb. 
(ec) E 二 ‘my 其 中 一 (4，1,2)， 
(dj) 二 (42) 其 中 区 二 00 mr 
解 FP ”回顾 [Ej] 表示 瑟 中 1 的 个 数 .因此 ， 
ta) [EJ]=5. 
tby [CE]=0. 
‘cy [Ej] 二 10, 因为 E 一 1;B1’B1i, 
{dd) [到 二 入 十 Re 十 一 十 2 十 7 因为 产生 的 1 的 个 数 为 mm 十 1. 


13.43 设 了 为 函数 J 0, 证 明 ; 了 是 可 计算 的 . 


证 册 EF ”我 们 需要 找 出 一 个 Turing 机 M 来 计算 大 具体 地 说 , 当 a>0 时 ,我 们 要 开除 去 输入 
‘中 两 个 1, 当 mn 一 0 时 ,除去 1 个 1. 当 :>0 时, 下面 移 五 元 组 将 完成 这 个 任务 . 
全 一 mlsR, gs ~ vBBsnN, gq — illsnNy. 
这 里 的 @ 队 去 第 一 个 1, 使 半 向 右 移 , 如 果 仪 有 1 个 1,M 现 正 扫 描 一 个 空白 符 B. 且 gp 叫 计 算 机 个 
止 . 否则 ,g3 除去 第 2 个 1, 使 版 停 正 . 
13.44 设 了 是 消 数 zx,y) 二 y, 证 明了 是 可 计算 的 . 
解 我 们 需要 求 一 个 Turing 机 对 来 计算 ,具体 地 说 ,我 们 要 M 除去 4z)? 中 所 有 的 1 和 (y} 中 
一 个 1. 下面 的 五 元 组 将 完成 这 个 任务 . 
= wlBeoR, go = vo BBs Rd = srlBsnN. 
这 里 &. 除去 (zx; 中 所 有 的 1 当 IM 向 右 移 时 . 当 以 扫描 空格 BB 时 ,qs 使 导 状 态 从 so 到 5 且 使 训 向 
右 移 , 然后 qs 除去 ‘3y} 中 第 一 个 1, 且 使 MM 停止. 


补充 题 
字符 串 


13. 5 ”考虑 字符 由 8 一 aa 和 v 一 abarF, 求 
(ay wvws (by vas {ey wy dy) An; Ce) ww, 
13, 46 ”对 于 字符 串 一 co 本 和 w=aba: 节 , 求 
1a| ,al aw, [vul| 和 和 |i. 


13.47 设 吕 一 abede,ia) 找 出 所 有 忆 的 子 串 ;〈《b) 娜 些 为 前 续 ? 
13. 8 假设 waiea…ea, 且 mr 为 不 辐 的 . 求 上 的 所 有 子 串 的 数目 ”. 
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形式 语言 


13.49 


13. 50 
13. 51 
13.52 
13.53 


证 工 一 ta .abl ,KK 一 {ayab 太 }. 求 : 

ray LE; (bh) KL; (ce) LY RK; (DRYL.. 

设 工 一 12 a6! 或 ; (a) 工 : (by) J Ce) Ls, 

蛮 闪 一 人 :cy ,描述 工 " .车 (ay = 二 {fa}; (CB) La); Ce 了 一 下 

是 知 有 (并 ) 一 tL" )?? 如 果 没 有 ,那么 它们 有 何 种 关系 ? 

考虑 - -个 可 数 的 字母 表 4 一 ta :aa ，… 小 设 展 式 潘 言 L 是 4 1 由 字符 串 ww 组 成 的 ,这 些 字符 岂 忆 的 
字母 下 标的 和 等 于 &. ( 参 闫 问题 13. 12) 找 出 ; a) Ls; (b) 了 5 


正则 表达 ,正则 语言 


13. 54 


13.55 


13. 56 
13. 57 


设 太 = {a,68,c}. 对 于 面 的 正则 表达 描述 形式 语言 Ltr) 

‘ay r=ab’' ec; hb) r=—iaby ec) ; toy r—=abyr’. 

设 4= fa; 丰 , 措 出 一 个 正则 表达 r 使 得 L(r) 是 由 字符 串 w 所 构成 ， 

Ca) zw 怡 好 合 3 个 a. 

《by a 的 数目 能 被 3 整除 . 

Co) ww 以 5 开 基 并 以 5 结尾 . 是 Ba 不 十 ww 的 子 由 ;县 不 管 a 出 再 在 w 中 的 何 处 , 它 的 指数 不 小 于 2. 
设 六 二 {a8yc), ww 一 ar, 对 于 (9) r 一 a "hy 7 二 a ec Co 一 (we ,说 明 ww 是 否 属 于 Li). 

设 太 A 一 {4.85)， Ww 一 Gb, 设 (a) rr 一 a" oc) (by ra VODYO (0) gr Bbc Yo)* ,说 明和 区 是 否 
履 于 上 Lt}. 


有 限 自 动机 


13. $8 


13, 89 
13. 的 
13, 61 
13.62 


13. 63 


设 上 = ta, 可 ,构造 一 个 自动 机 JM 使 得 LMD 将 由 上 5 的 个 数 能 被 3 整除 的 字符 串 所 组 成 . 

提示 :需要 三 种 状态 

设 A 一 fa 是 .构造 一 个 自动 机 邮 恒 得 上 Ca 是 由 以 sa 开头 县 以 二 结尾 的 字符 串 芭 构成. 

设 4=fa,z, 构造 自动 机 MF 来 接受 形式 语言 LD 一 和 a5 :Pr0yrU} 

设 A 一 at .构造 自动 机 来 接受 形式 语言 LOMD= {bab :rr>0,32>0}. 

设 4 一 人 ea: 外, 构造 自动 机 必 使 得 L(AMD 是 由 a 的 个 数 被 2 整除 且 瑟 的 个 数 被 3 整除 的 字符 串 构 成 . 
《提示 :利用 问题 13. 9,13. 58 和 13. 24) 

求 形式 语言 LMD , 它 被 图 13 - 18 中 的 自动 机 M 接受 . 


有 限 状 态 机 


13. 64 


13, 克 


设 衣 是 具有 唤 13 -13 的 状态 表 的 有 限 状 态 机 . 

《al) 求 输入 集合 4, 状态 集合 5S, 输出 集会 Z 和 MM 的 初始 状态 . 

《by 画册 AM 的 状态 图 已 = 了 CA， 

(ce) 车 输入 是 字符 串 zw 一 时 呈 c 天 25, 求 给 出 字符 串 汉 

设 M 是 有 限 状态 机 ,具有 输入 集合 4 一 (ao ,输出 集合 Z 一 {z,y;x} 和 图 13- 20 中 的 状态 图 口 一 
DG .al 构造 MM 的 状态 表 ，(b) 若 输入 是 字符 证 呈 一 cai2acsaa, 求 输出 字符 串 m 
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F 此 吾 
5 Sa B11 
1 3 $s 
81 SE 4 8S1 ， 有 
53 5 9 全 So rk 
图 13-19 图 13-20 


对 图 13 ~ 21 中 的 每 个 自动 机 ,具有 输入 集合 4 一 fa, 引 ,输出 集合 Z 一 {7 ,y;z}, 求 输出 字符 串 v, 若 输 
入 是 字符 申 ww 一 aba: aa pba:, 


图 13-21 
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13.73 


13.74 


[23 


决定 形式 语法 避 的 类 型 ,GG 是 由 下 列 产 生 式 构成 的 : 

(a) SaAB}; SAB; A—a;: Bh. 

【b) SaB; BrAB; aA—h; A—a; Bh. 

(ce} S-—*aB; BpB; BrbhA; A-ra; Bb. 

求生 成 形式 语言 工 的 正则 语法 如 ,这 里 工 是 由 所 有 = 二 组 成 的 旦 狼 有 连续 的 两 个 ea 的 字符 绅 组 成 . 
求生 成 形式 语言 工 的 上 下 文 无 关 的 形式 语法 C, 这 里 工 是 由 所 有 的 2a 和 & 组 成 的 , 且 a 的 个 数 是 5 的 
亢 倍 的 字符 串 组 成 . 

求生 成 形式 语言 工 的 形式 语法 吕 , 这 里 工 是 由 所 有 了 形 同 arpa"(zz0) 的 字符 串 构成 的 . 

说 明 问 题 13. 70 中 的 形式 语法 各 不 是 正则 的 - 

(提示 :利用 Pumping 引 理 . ) 

描述 形式 语言 L 一 L(G) ,这 里 上 有 产生 式 : 

SaoA, A—=ibA, A=C. 

描述 形式 语言 上 二 上 (G0) ,这 里 如 有 产生 式 : 

Sasph, SohA, abA—C. 

亲 Backus-Naur 的 形式 写 出 问题 13. 67 中 的 每 个 形式 语法 局. 


5 13.75 设 忆 是 上 下 文 无 关 的 形式 语法 且 有 产生 式 S 一 
一 一 人 (aidAS) 和 A-=6S. 
8 


一 ~、 人 ， 人、 (ai 以 Backus-Naut 的 形式 写 出 局. 
a ~ 4 {b) 求 字符 申 二 abmabaa 的 好 出 树 . 
和 a 13.76 图 13~232 是 上 下 文 无 关 的 形式 语法 全 的 形式 语言 工 


图 1t3- 22 中 的 -~ 个 字符 串 ze 的 导出 树 . 
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《ay 求 w; (pb; 哪些 终结 元 、 变 元 .产生 式 一 定 属于 {7? 


Turing 机 


13.77 


13.78 


13,79 
13. $0 
13. 81 
13.82 
13. 83 


13. $4 


设 好 是 一 个 Turing 机 . 决定 下 列 每 种 情况 对 应 的 格局 a. 

5a) MM 在 状态 sz 中 ,正在 扫描 带 表 达 4 二 abBaa 中 的 第 三 个 字母 . 

(by MM 在 状 夺 ss 中 ,正在 扫 措 带 表达 记 一 aat 中 的 最 后 -一 个 字母 . 

tc) 输入 是 字符 串 全 = 

《d) 输入 是 带 胡 达 全 一 (3271 

假设 a 二 abszaa 是 一 个 格局 , 求 B, 使 得 eB 假设 Turing 机 邮 有 下 列 的 五 元 组 9， 

(Ca) 9=sabn R. 《by g= szaassL. Ce) gq—= sabsz NY, 

{dy gq— sabssL, Ce) gqg—= ssabss R. (fy) gqg=—= ss aasz N. 

对 于 档 局 a 二 saBap 重复 问题 13. 78. 

求 不 同 的 格局 < 和 有 8 和 Turing 机 M, 使 得 序列 a-rBra-*8>… 没有 终止， 

假设 a>h 和 a 应 ,是 否 一 定 有 请 二 局 ? 

假设 as 一 zfgW 对 基 个 输 人 现 , 并 假设 ca M 能 识 撩 玉 吗 ? 

设 妥 = 二 {91 四, 求 一 个 Turing 初 财 , 来 识 辩 形式 诸 言 工 一 {at :rm>0}, 即 工 由 前 有 以 一 个 a 开头 接 下 来 
是 一 个 或 多 个 总 的 字符 叫 克 术 或 . 

设 有 态 二 ta; , 求 一 个 Turing 机 朵 来 识 因 有 限 形式 语言 上 一 tae)} 即 了 是 由 a 的 非 鹤 次 午 的 前 两 个 
构成 . 


可 计算 的 函数 


13, 85 
13, 856 


13, 87 


13.88 


13. 4s 


13, 46 
13.47 


13. 43 
13, 49 


13. 3 人 


13, 51 


13. 52 
13, 53 


求 (4 车; {a) mm 二 6; Cb) mp 二 {5,0,3417y (0) m 二 [0,0,0); (dj) m 一 (2,3, 一 1), 
对 于 下 列表 过 求 LE]; (ta) E=1illsaalBlll; tby E=allbn Bb; Ce) E= (rm) m=(2,0,4). 
国 n—2.n 1, y 
设 是 孙 数 (nD) 一 ,说 明 是 可 计算 的 . 
0 一 0 或 2 一 1 


设 了 是 函数 f(z,y) 一 说 明 了 是 可 计算 的 . 
补充 题 答案 


【ay uo—aF a bolo; (Cb) ww—= aba aa} (er) we =abiafa’; (d} hv —u=ataly (ey) wy= = 
aba: taba’ BF, 

[a|=6; |v|=6; [uv|= |ww|=12; | =12. 

(Ca) Aab ederab cdrde abc bed cdeabed, bede ,wo—abcde. 

(Ch) Ayarab,abe, abcd, w—abede. 

车 #4, 那 乏 #=1 十 [rf 十 (7 一 1 十 十 2 十 1 二 1 十 rtr 一 1)W2， 着 4= 二 24, 那么 n= 二 1. 
(ta) LKR={a a pb, a db abaabab a }. 

《b) KL= {a a baba’ abab ba: ,Hab}. 

(oO LYEKE={a ,ab aabt}. 

Cd) 太 AL 没有 定义 . 

(ay 工 ?一 {4)， 

(hy 工 2 一 1at albatba: ,abab}. 

C0) Li={a ,ab ,a ba ya bab aba: ,aba bababa’ abubapb}. 

Ca) L* 二 10";n 是 偶数 }. 

《b) 所 有 出 a 和 上 5 的 偶数 短 构 成 的 字符 串 ， 

《cl arpic 构成 那些 字符 申 ,的 突 是 偶数 ,c 的 突 是 3 的 倍数 - 

否 . CL" 三 "2. 


a) A LG) 全 2 他 3 
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{hh} a a ud A RA Ga 1 11 20 1 A R21 RL AE RL $1 RL 4 1 R31 A 1 六 | 1 R23 sg a 1 1 4 1 Oa) 
Us 
13.54 (ay Lien = tac:ned. 
th) 所 有 由 工 和 < 构成 的 字符 串 , 这 里 z 一 4 
Ce) Ler)=abU le :0)， 
13.55 {a) 三 一 再” ab* ap’ ab* ; Ch r=tBh: ab’ ab’ ob ; (0) rib altay bab’ th, 
13.56 ia) 和 否 ; by 是 ; te) 否 . 
13. 57 (ay 是; (by 香 ; {rc) 否 ， 
13.58 网 图 13 - 23. 


13.59 疯 图 13 - 24. 


13. 的 见 图 13- 25, 


13,61 见 图 13- 站 ， 


图 13-26 
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13.62 见 图 13- 27， 


图 13-27 


13.63 LCMD 由 所 有 人 滞 有 aa 由 作为 子 串 的 字符 串 w 均 成 ， 

13.64 (Ca) 及 二 Cas 让 1S 一 {809 和 4 后 ， 生 }+t ZZ 二 {TyYy151; 5 是 初始 状态 . 
Ch) 网 图 13 ~ 28. 
《cy 一 EyErTT YE 

13.65 ia) 网 图 13 - 29. (Cb) v=xy re ryr, 


斤 13- 28 图 13- 29 


13.66 (Ca) v—ry2ry ey Ch) veyry er zry ry, 

13.67 (8a) 2 型 ; (by 0 型; Cc) 3 型， 

13.68 Siarwb,aB dA), A=thAdab ard), Beith,bA)., 

13.69 SCAAB,ABA, BAA), A—>(a BAAAAPAA. AABA, AAAB), 
B=(b,BBAA, BABA,aBAAB, ABAB ,AABB). 

13.70 SiaSa,. 

13.72 IL={abe :nD0}. 

13.73 了 一 Tarcapn :n>0}. 

13.74 (Cay 95) —atA}tH | ANB}, 7s =a, £8BY!: = 
4b) 对 0 型 形式 语言 没有 定义 . 
(全 =atBY, 1BY: t=0B}Y EAY, 4A}:: =alb. 

13.75 (Cay (37 一 aa 9 (A): 一 957; by 见 图 13 -30， 


图 13-30 


13.76 ca) waababa; Ch) SraAB, A-raB, Bha. 
13.77 (a) ao—abssbaa; (Cb) a=aabsby (0) a= sarabph; (dy) a=:s501111B11], 


rr i me 
-= 1 四 a i er i 


348 。 离散 数学 


13.78 a) P=abbaa; Cb) Hasbaay (Ce) 站 一 aaszpci (d) PB—assbbes (te) 9 对 &g 举 有 作用 ; 
(Cf B= =absraa. 
13. 79 (Cay PB—ba Bab; (bh) Fs BoBap (ec) B— sabBab; td) Ps BbBab; (e} g 对 4 没有 作用 ; 
tf} B=—0= saBab. 
13.80 ae 一 spai Bab, m= idabsN; P= Baso N. 
13.81 是， 
13.82 否 , 因 为 > 六 "re 有 ~… 没 有 止境 
13.83 a =sBBsyRIE) :pbbsyR(E); 
Os Rg = BBswR(E): 
9 = 5 aanR (EE) OO = bs R; og = 5 RLUE): 
负 二 aaswsR( 理 ) ;和 二 52 BBsrR( 是 ). 
13.84 gq =s0BBswR( 理 ) ;和 er 一 ;6bswR( 否 ); 
= saanR;g C=» BBsyR( 接 受 ); 
二 3wRU 和 ES}; 二 jaa RR 
一 se BBsrR( 是 ) ;4 一 seaaswR( 下 ); 
gr 二 8swyN (和 否 2). 
134.85 ca) (6) 二 17 ; (by)》 cm 一 11B1B1:Bl?; {cmy 一 1B1Bl1; dy 没有 定义 , 
13.86 ta) [El]=7; (by [EJ]=2; (ec) [EJ]=14. 
13.87 策略 ;去掉 前 三 个 1. 
=sml1BsR, gm =mn BBenN (个 止 ), =n lBsuR, 
二 5 BBsnNt 委 十) ,9s 52 1BsnN. 
13.88 策略 :去 掉 第 一 个 1 及 BB 后 面 的 所 有 1. 
= lB RR, go = llnR, q—n BBsR, 
jl1BsR, gs =51B5R, qs =5s3BBsyN ( 笨 止 }. 
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14.1 引 


顺序 和 先后 关系 经 常 在 数学 和 计算 机 科学 中 出 现 . 本 章 将 使 这 些 概 念 精确 化 . 在 此 ,我 们 
也 定义 一 种 格 , 它 是 一 种 特别 的 有 序 集 . 


14.2 有 序 集 


假设 民 是 集 人 台 8 呈 的 一 种 关系 , 它 满足 十 面 三 个 性 质 ， 
Lo, (5 反 身 性》 对 任何 aES, 有 cRa. 
[Os] (反对 称 性 ) 若 aRP 目 aRa, 则 < 一 户 
[Os] (传递 性 ) 车 aRb 且 5Rc, 则 aRe. 
则 称 民 为 一 个 偏 序 或 简称 一 个 序 关系 , 带 有 偏 序 关 系 及 的 集合 S 叫做 一 个 偏 序 全 ,或 简称 为 
有 序 集 . 当 我 们 要 标明 只 时 , 记 作 (S, 及 )， 

最 熟悉 的 序 关 系 叫 常 序 ,比如 ,或 更 广泛 地 ,在 实数 下 的 子 集 中 正 整 数 N 中 的 “所 ”关系 
‘ 读 作 小 于 等 于 ;>。 由 于 这 个 原因 ,一 个 偏 序 关系 通常 记 作坊 ; 即 


eh. 


3 


读 作 ”“a 先 于 6”, 类 似 地 ， 
a<b 意 为 Sb 且 a 关 5; 读 作 "“a 严格 先 于 &”. 
b 之 a 意 为 a 及 5; 读 作 吃 后 于 a”. 
b>a 意 为 a 环 b; 读 作 “5 严格 后 于 a”. 
荡 , 大 :, 沈 和 学 的 定义 是 自然 的 , 当 不 产生 混淆 时 ,常用 符 导 所 ,之 , 户 和 之 分 别人 代替 符 号 
筷 , 忆 ,> 和 和 过. 
例 14.1 (a) 设 S 为 任意 的 一 个 集 繁 ,集合 包含 关系 它 是 S 的 一 个 偏 序 关 系 . 特别 地 ,对 任意 
集 台 上 4 有 ASEA; 若 4ACB 且 BCA. 则 4=B; 若 AGEB 有 目 BCC, 则 4EC 
《b) 设 N 为 正 整数 集合 . a 整除 6, 记 作 “ea 2 刀 .例如 ,214,3|112,.7121, 等 等 . 这 种 整除 
英 系 是 N 上 的 一 个 偏 序 关 系 . 
《c) 整除 关系 “|” 不 是 整数 集 Z 上 的 偏 序 关系 . 特别 地 ,整除 在 上 的 关系 不 是 反对 
称 的 . 例如 ,2| 一 2 和 一 212, 但 2 尖 一 2， 
《d) 设 整 数 集合 世 . 定义 aR5, 当 且 仅 当 存 在 一 个 下 整数 7 使 得 5 二 a". 例如 ,2R8 因 
为 8 二 2 ,因此 民 是 ZZ 上 的 偏 序 关 系 . 


对 侦 序 


设 专 为 集合 S 的 任何 偏 序 . 关系 之 , 即 a 后 于 5. 也 是 S 的 依 序 ,叫做 对 司库 . 显然 a 坊 5 当 
且 权 当 5 过 a; 因此 对 个 序 芝 是 去 的 道 , 即 芝 二 态 . 


有 序 子 集 


设 4 为 有 序 集 S 的 一 个 子 集 , 假 设 a,58E A. 在 和 A 中 定义 a 二 5 当 且 仪 当 在 S 中 有 a 坊 6. AA 
的 这 个 偏 序 叫 态 上 的 诱导 序 , 带 有 诱导 序 的 子 集 4 被 称 为 S 的 有 序 子 集 . 除非 特殊 说 明 , 序 集 
S 的 任何 子 集 被 认为 是 S 的 有 序 子 集 . 


半 库 
假定 过 是 集合 S 上 的 一 种 关系 ,满足 下 面 两 个 性 质 : 


*，350 ， 
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5O,]( 非 反 身 性 》 对 任何 <EA ,有 < 六 ac 
[Qj] (传递 性 ) 若 a<6 且 5<o 则 a<c. 
那么 入 叫 作 3 的 半 序 . 

偏 序 和 半 序 有 着 紧密 联系 . 特别 地 ,如 果 志 是 集合 S 上 的 偏 序 , 则 ap 意 为 a 态 5 且 a 关 
5, 即 必 是 S 上 的 半 序 . 相反 地 ,如 果 忆 是 5 上 的 半 序 , 则 a 所 5 意 为 a 玉 b 或 4 一 5b; 即 所 是 S 上 
的 偏 序 . 这 就 允许 我 们 在 箭 序 和 与 其 相应 的 半 序 中 选 撞 较 方便 的 一 个 . 


可 比较 性 ,线性 序 集 
假设 a 和 5 是 偏 序 集 合 S 的 元 素 . 我 们 说 a 和 5 是 可 比较 的 ,如 果 有 
ub 或 ba. 


即 一 个 先 于 另 一 个 . 否则 a 和 5 是 不 可 比较 的 , 记 作 
证 | 8, 


即 既 没有 a 入 5 也 没有 5 入 a. 
“ 偏 "是 用 来 定义 偏 序 集 S, 因 为 S 的 某 些 元 素 是 不 需要 可 比较 的 . 换血 话说 ,假设 S 的 每 
一 对 元 素 都 是 可 比较 的 , 则 S 被 称 为 全 上 序 或 者 线性 序 , 且 S 被 叫做 一 条 链 , 尽管 序 集 5S 可 能 不 
是 线性 序 集 ,S 的 子 集 4 仍 有 可 能 是 线性 序 集 , 很 明显 ,线性 序 集 S 的 每 一 个 子 集 一 定 是 线性 
序 . 
例 14.2 (a) 考虑 正 整数 集合 N 在 整除 下 的 序 关 系 .21 和 7 可 比较 ,因为 7|21. 但 是 3 和 5 不 
可 比较 的 ,因为 既 没 有 315 也 没有 5|13. 因此 N 在 整除 下 的 序 关 系 不 是 线性 序 集 . A 
二 {2,6,12,36}) 是 N 的 一 个 线性 序 子 集 , 因 为 216,6|12 和 12|36. 
tb)》 带 有 常 序 专 的 正 整 数 集 N 是 线性 序 集 , 故 N 的 每 个 有 序 子 集 都 是 线性 序 集 ， 
Cc) 会 有 两 个 或 多 个 元 素 的 集合 4 的 宕 集 已 (4) 在 集合 包含 关系 下 不 是 线性 序 集 ， 
例如 ,假设 a 和 属于 4 ,那么 1a} 与 12 是 不 可 比较 的 . 观察 空 集 名,{a) 和 4 形成 
P(A 的 线性 有 序 子 和 集 ,因为 所 和 fa}CA. 类似 地 ,应 , 1)} 和 有 也 形成 Pa4) 的 线性 
有 序 子 集 ， 


积 集 和 积 序 


有 很 多 方法 定义 所 给 有 序 集 的 笛 卡 儿 积 上 的 序 关 系 . 下面 是 其 中 的 两 个 方法 ， 
(a) 积 序 设 S 和 本 是 有 序 集 ,那么 下 面 是 积 集 SxT | 上 的 一 种 序 关 系 , 称 为 积 序 
Ca 5) 如果 aSa 和 bp 所 5 
(b) 字 典 排序 说 S 和 了 是 线性 序 集 ,那么 下 面 是 积 集 $X 工 上 的 一 种 序 关 系 , 称 为 字典 排序 
或 字典 序 . 


(ta 人 二 (Ca ,2 ) ,如果 a<a 或 如 果 c 一 < 日 5<8. 
这 个 序 能 推广 到 S XSsX'" XS, 上: 
(ardsyd ayasoyea 0 若 对 于 ;1, 2 一 1. 
有 a 二 a 有 aah., 


注 “字典 排序 也 是 线性 的 . 
Kleene 闭 包 与 序 


设 4( 非 空 ) 是 一 个 线性 序 字母 表 . 回顾 A* , 称 作 AA 的 Kleene 闭 包 ,由 中 所 有 字符 串 zo 
构成 ,| 也 | 表示 w 的 长 度 . 因此 下 面 是 A* 上 的 两 个 序 关系 . 
a) 字母 排序 ” 污 者 肯定 熟悉 A* 的 字母 顺序 . 即 
(DA<z 是 空 字符 串 ,ro 是 任何 非 空 字符 串 . 
(ii) 设 w=au 和 = 一 如 是 不 同 的 非 空 字符 串 ,a,pE Au 1v EA ,那么 
ao: 如果 ae 或 期 果 a = 二 Pp 但 <vw 
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Cb) 长 度 -字母 序 这 里 4* 先 按 长 麻 排 ,再 按 字 伯 顺序 排 . 即 对 A* 中 任何 不 同 字符 串 w,wv， 
wv, 如果 |ai 达 10| 或 如 果 |4| 二 |w| 但 按 字 村 顺序 先 于 z, 
例如 ,to” 先 于 “and* 因 为 |to| 二 2 但 ijand, 二 3, 然 而 , “an" 先 于 “to” 因 为 它们 有 相同 的 长 
度 , 但 按 字 母 硕 序 "an" 先 于 “to”. 这 个 序 也 称 作 自 由 站 群 序 


14.3 偏 序 集 的 Hasse 图 


设 5S 是 一 个 偏 序 集 , 是 a,5 属 于 S. 我 们 说 & 是 4 的 一 个 直接 前 元 或 5 是 a 的 一 个 直接 继 
元 ,或 者 忌 盖 住 a, 记 作 


a 四 
如 果 a<b, 在 S 中 没有 元 素 介 于 a 与 6 之 问 , 即 不 存在 cE S, 使 得 a<ie<<6， 
假定 $ 是 有 限 偏 序 集 . S 中 的 序 将 完全 清楚 ,如 果 我 们 知道 S 中 所 有 a <6 的 元 素 对 a .6. 
则 知道 S$S 上 的 志 关 系 , 这 是 因为 x 之 y 当日 仅 当 xz< 攻 yy 或 在 S 中 存在 元 案 aj ,a,,…,aw 使 得 
XE da 
有 限 偏 序 集 S 的 Hasse 图 是 直接 图 解 , 它 的 顶点 是 5 的 元 素 , 从 a 到 5 有 一 个 有 向 边 , 当 
a<6 时 . (我 们 不 画 一 个 从 a 指向 b 的 箭头 ,而 是 将 置 于 高 于 a 的 地 方 ,然后 面 一 线 将 它们 过 
起 来 . 很 清楚 ,向 上 运动 引起 后 元 , ) 因 此 在 图 中 ,从 点 < 到 点 y 有 -一 有 向 路 , 当 且 仅 当 x<y, 同 
样 ,在 S$ 的 图 中 没有 环 ,因为 序 关 系 是 反对 称 的 . 
偏 序 集 S 的 Hasse 图 对 描述 $ 中 元 素 的 类 型 很 有 用 . 有 时 我 们 利用 给 出 其 Hasse 图 来 定 
义 一 个 偏 序 集 . 注意 偏 序 集 S 的 Hasse 图 不 需要 连通 . 
注 有 限 偏 序 集 S 的 Hasse 图 在 9.9 节 中 作为 有 向 无 圈 图 (DAG) 已 出 现 过 . 这 里 的 内 容 
不 依赖 于 以 前 的 内 容 . 这 里 我 们 主要 把 序 看 成 “小 于 ”或 “大 于 ”的 关系 ,而 十 是 有 向 连接 关系 . 
因此 ,在 内 容 中 有 一 些 重复 . 
例 14.3 (a) 设 4 一 11,2,3,4,6,8,9,12.18,24} 是 在 “z 整除 y" 关 系 下 的 序 集 . 4 的 Hasse 
图 由 图 14 - 1ta) 中 给 出 . (与 有 根 树 不 同 ,在 偏 序 集 的 Hasse 图 中 , 线 的 方向 总 是 向 
+ 上.) 
《b) 设 B 一 {tas6yc,d,e}. 图 14-1(b) 中 的 Hasse 图 ,用 自然 方式 定义 B 中 偏 序 . 即 4 
ae 等 等 . 
Cc) 有 限 线 性 序 集 的 Hasse 图 , 即 一 个 有 限 链 , 即 由 一 条 路 构成 . 例如 ,图 14 -16c) 
表示 五 个 元 素 的 链 的 Hasse 图 , 


24 如 
LA \, 18 | 
4 [3 9 er ! 
SAN 人 NN | 
NA BAN | 
LE {hi} {cy 
图 11-1 
例 14.4 正 整 数 x 的 一 个 划分 是 一 个 和 为 m 的 正 整数 的 集合 . 例 5 
如 ,mm 一 5 的 七 个 划分 如 下 4 一 ] 3 一 2 
5,3—2,2—2—1,1—]—1—1—1, | 一 一 二 | 
4—1,3—1—1;2—1—1-—1 | 
我 们 给 整数 m 的 划分 定 订 如 下 : A 的 划分 已 先 于 划分 人 


P ,如 果 Pi 中 整数 加 起 来 得 到 P; 中 的 整数 ,或 进一步 划 i 
分 P: 中 整数 得 到 已 中 的 整数 ， | 
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例如 ， 

2 一 2 一 1 先 于 3 一 2， 
因为 2 十 1 一 3, 另 一 -方面 ,3 一 1 一 1] 与 2 一 2 一 1 居 不 可 比较 的 . 
图 14-2 给 出 了 和 天 = 划分 的 Hasse 图 . 


板 小 元 素 和 极 琅 元素, 最 小 元 素 和 兰 大 元 素 


设 S 为 一 个 偏 序 集 . 5 中 的 一 个 元 率 a 叫做 极 小 元 素 , 如 果 5 中 没有 其 他 元 素 严 格 先 于 
a. 类 似 地 ,S 中 的 一 个 光 素 已 叫做 报 大 元 素 , 旭 果 SS 中 没有 元 素 严 格 后 于 5( 比 56 太 ). 注意 ,S 
可 以 有 多 于 一 个 极 小 元 素 和 极 大 元 素 . 

如 果 5 是 无 限 的 ,那么 S 可 能 没有 极 小 利 极 太 元 素 . 例如 , 带 有 常 序 和 的 整数 集合 也 没有 
极 小 和 拥 大 元 素 . 换 句 话说 ,如果 汪 昨 有 限 的 ,那么 S 一 定 至 少 有 一 个 极 小 元 素 和 一 个 极 大 元 
素 . 

S 中 的 一 个 元 素 a 叫做 最 小 元 素 , 如 果 对 于 S 中 每 一 个 7t 素 x 有 

a 

即 a 先 于 S 中 其 他 每 -一 个 元 素 . 类 似 地 ,S 中 的 一 个 元 素 靖 叫做 最 大 元 素 , 如 果 对 于 S 中 每 一 
个 元 素 y 有 


?二 
即 如 果 上 后 于 S 中 其 他 每 一 个 元 素 . 注意 ,S 至 多 有 一 个 最 小 元 素 , 它 一 定 是 极 小 元 素 ;S 中 至 
多 有 一 个 最 大 元 素 , 它 一 定 是 极 大 元 素 . 总 的 说 来 ,S 可 能 既 无 最 小 元 素 也 无 最 天 元 素 , 甚 至 在 
S 是 有 限时 . 
例 14.5 (a) 考虑 例 14. 3 中 的 三 个 偏 序 集 ,它们 的 Hasse 图 是 图 14 - 1. 
(i) A 有 两 个 极 太 元 素 18 和 24, 没 有 最 大 元 素 ;A 只 有 一 个 极 小 元 素 1, 它 也 是 最 小 
元 素 ， 
《ii B 有 两 个 极 小 元 素 4 和 e ,没有 一 个 最 小 元 素 ;B 只 有 一 个 极 太 元 素 a ; 它 也 是 最 
大 元 素 ， 
diii) 链 有 一 个 极 小 元 素 z, 它 是 最 小 元 素 : 还 有 一 个 极 大 元 素 v, 它 也 是 最 大 元 素 . 
(b) 设 4 是 任 一 非 空 集合 ,P(4) 是 带 有 集合 包含 关系 的 4 的 者 集 . 那 么 空 集 儿 是 
了 P(A) 的 最 小 元 素 ;因为 对 于 任何 集合 处, 有 襄 三 XX, 而且,A 是 P(A) 的 最 大 元 素 ,; 因 
为 P(A) 中 的 每 一 个 元 素 明 显 邮 是 4 的 一 个 子 集 , 即 YA. 


14.4 相 容 编号 


设 $ 是 一 个 有 限 偏 序 集 . 我 们 希望 对 S 中 的 每 一 个 元 素 指 派 一 个 正 整 数 使 得 序 关 系 能 保 
持 . 即 求 一 个 函数 f,S$S 一 N 使 得 ,如 果 a<5 那么 (2) 二 站 5). 这 样 的 函数 被 称 为 S 的 相 容 编 
号 .下 面 的 定理 表 骨 这 样 的 函数 是 存在 的 . 

定理 14.1 任何 有 限 偏 序 集 4 存在 相 容 编号 . 

我 们 将 在 问题 14. 15 中 证 明 此 定理 , 其 实 , 只 要 证 明 , 如 果 S 有 个 元 素 , 那 么 存在 一 个 相 
容 编 号 f:S 一 {1 ,2," sn}. 

我 们 强调 这 样 的 编号 不 是 惟一 的 . 侦 如 ,下面 是 图 14- 14b) 中 偏 序 集 的 两 个 编导 ， 

《iD Fld}=1, Fe) 一 2 10 一 3 ec) 一 4 f(a)=5. 

(1) gle)—=1l gla =2, g(t) m3 gb) =4,g(a)=5. | 
然而 图 14 -14c) 的 链 只 有 一 个 相 容 编号 ,我 们 把 集合 并,2,3,4,5), 并 规定 : 

hlr)=1 hv) 2) =3.h( w= 4,h(v) oe, 


14.5 上 确 界 和 下 确 界 
设 4 是 偏 序 集 3S 的 一 个 子 集 . S 中 元 素 M 叫做 A 的 一 个 上 界 , 如 果 邮 后 于 和 中 的 每 一 
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个 元 素 , 即 如 果 对 A 中 每 一 个 x 有 


AT 


如 果 4 的 一 个 上 界 先 于 A 的 其 他 每 一 个 上 界 .那么 它 叫做 4 的 上 确 界 ,表示 为 


StP{ AD)， 


如 果 刀 含有 元 素 44,… ,a, ,我们 也 将 supt A} 记 为 sup(al ao) 我们 强调 至 多 只 有 一 个 上 
确 界 sup(4); 当然 ,sup(4) 也 可 能 不 存在 ， 
类 亿 地 , 伪 序 集 3 的 一 个 元 素 m 叫做 S 的 子 集 和 4 的 一 个 了 下界 ,如 果 闸 先 于 4 中 的 每 


元 素 , 即 如 果 对 和 A 中 的 每 一 个 y 有 


My, 


如 果 A 的 一 个 下 界 后 于 A 的 其 他 每 一 个 下 和 界 , 郁 么 它 叫 向 和 A 的 下 殉 界 ,表示 为 


inf( 和 AA) ,或 inflay ,ary a,) 


如 果 4 会 有 元 素 4&1，…,a,. 我 们 强调 至 多 只 有 一 个 inftA) ;然而 inf(A? 也 可 能 不 存在 . 

有 些 书 用 最 小 上 界 人 代替 上 确 界 , 而 写作 lub(4) 生 写 suptA); 用 最 大 下 界 代 替 下 确 界 , 写 
作 glb(A4)? 不 写 in 长 4A)， 

如 果 和 有 一 个 上 界 , 我 们 称 和 是 上 有 界 的 :如 果 和 有 一 个 下 界 ,我们 称 4 是 下 有 界 的 . 特 
别 地 ,4 是 有 界 的 ,如 果 人 入 Pan 


例 14.6 


(a) 3S 二 (taycrdrt, 了 ,其 序 关 系 由 图 14 - 3t8} 表 示 , 设 A=i8,c.d), 及 的 上 界 是 
e， 了 因为 内 有 e 和 了 后 于 A 的 每 一 个 元 素 . A 的 下 界 是 a 和 5; 央 为 只有 a 和 6 先 于 
太 的 每 一 个 元 素 . 注意 ,e 和 了 是 不 可 比较 的 ,因此 sup(4)? 不 存在 . 然而 忆 也 后 于 = ， 
因此 inftA) 一 上 

《by SS 一 1123， 8} 可 以 用 图 14-3(b) 表 示 ; 设 A 一 14,547). 入 的 上 界 是 1,2 和 
3, 惟 一 的 下 和 界 是 8, 注意 ,? 不 是 下 界 , 因 为 ?不 先 于 4. 这 里 sup(A) 一 3, 内 为 3 先 于 
其 他 上 界 1 和 2. 注意 ,inf(AA) 一 8, 因 为 8 基 惟 一 的 下 界 . 


~ | | ”~ ,一 - 
Te 4 ~ 
ag | NN - ~ 
< 
[3 rb) 
图 14-3 


一 般 地 ,对 偏 序 集 $ 中 的 任 一 对 元 素 a 和 65,suptay 如 和 inflg, 刀 不 一 定 存在 ,下面 给 出 两 
个 偏 序 集 , 对 任意 aasup(a. 玉 和 infa:o) 都 存在 . 


秽 14.7 


(a) 设 N 是 在 整除 关系 下 的 全 体 正 整 数 集合 .N 中 4 利 有 
最 大 公 因 数 是 整除 和 6 的 最 大 整数 ,表示 为 

gcdtasb), pe 和 ~. 
<。 和 大 的 最 小 公 倍数 是 能 被 4 和 5 除 尽 的 最 小 整数 .表示 “~ > 才 
为 入 


~ 
一 


lecmCea,p). 

数论 中 有 一 个 重要 定理 ;es 和 5 的 每 一 个 公 因 数 都 可 
以 整除 gcdta; 总 .可 以 证 明 icm(a, 人 能 整除 es 和 的 每 一 图 14-4 
个 倍数 ,因此 ， 


gcdtas Bb) =inftad) ,em(ta.b) = sup(a,b), 
换 名 话说 ,inf(a ,全 和 sup(a,5) 对 整除 关系 的 N 的 每 一 对 元 素 a,6 部 存在 . 
《hb) 对 任何 正 整数 m, 我 们 用 D, 表示 m 的 所 有 因数 组 成 的 集合 , 序 关 系 为 整除 . 
Ds ={1,2,3,4.6,9,12,]8,36} 
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的 Hasse 图 福 图 14 -4 中 给 出 .再 者 ,inf(a;58) 一 gcdla; 们 和 suplai8) 一 lcemla;y 间 对 
DD 中 任 一 对 a,#z 都 存在 . 


14. 6 同 构 序 集 


假设 六 和 YY 是 偏 序 集 . 4 的 单 射 图 数 :和 X 一 了 被 叫做 从 和 到 站 的 相 伺 映射 ,如 果 了 保持 
序 关系 , 即 对 于 X 中 任意 元 素 a 和 ae ;下面 两 个 条 件 成 立 : 

(1) 车 ae 生 a ,那么 Fa 二 Fa )， 

《2) 若 aie 《不 可 比较 的 ) ,那么 (a) 5). 
车 A 和 如是 线性 序 集 ,那么 只 需要 条 件 (1)， 

两 个 序 集 X 和 工 是 同 枸 的 ,如 果 存 在 一 个 保持 序 关系 的 双 射 fF:X 一 了 , 即 一 个 同 构 映 射 
让 记 作 


XY, 
例 14.8 着 义 一 {1,2,6,8,12} 是 在 整除 关系 下 的 偏 序 集 ,Y 二 {a,58,c,d;e} 和 苹 同 攀 . 下面 的 
函数 f 是 从 XX 到 YY 的 同 构 上 映射 
f={(l,e) ,2,4d) ,6,0), (8,c), (12,a)} 
画 出 YY 的 Hasse 图 ， 二 1 
同 构 映 射 保持 了 初始 集 X 的 序 且 是 1 - 1 的 和 映 上 ~ 和 


的 , 因此 该 现 射 可 认为 是 初始 集 互 的 Hasse 图 中 顶点 的 标 | | 
记 . 世 和 站 的 Hasse 图 如 图 14-5. 


14.7 良 序 集 


我 们 从 定义 开始 ， 
定 久 ” 序 集 S 称 为 良 序 的 ,如 果 S 的 每 一 个 子 集 都 有 最 小 元 索 . 
良 序 集 的 传统 合子 是 带 有 常 序 委 的 正 整数 集 N. 由 定义 有 下 面 的 事实 ; 

《1) 一 个 良 序 集 是 线性 序 集 . 因为 如 果 < 和 ES, 那么 1a ,人 有 一 个 最 小 元 素 , 困 此 a 和 和 5 是 可 

比较 的 ， 

《2) 良 序 集 的 每 一 个 子 集 都 是 良 序 的 . 

《3) 车 苹 是 良 序 的 ,Y 与 六 同 构 , 则 Y 也 是 良 序 的 . 

(4) 所 有 含有 个 元 素 的 有 限 线性 、 序 集 部 是 良 序 的 , 且 相 互 同 构 . 事实 上 ,它们 都 与 常 序 筷 的 

{1,2,:" 72) 是 同 构 . 

(5) 对 于 不 是 最 大 元 素 的 任何 元 素 aE€ S, 有 直接 继 元 . 用 Ma) 表 示 严 格 后 于 a 的 元 素 集 , 那 

么 Mta) 的 最 小 元 素 是 a 的 直接 继 元 . 

例 14.9 (a) 整数 集合 Z 的 序 和 是 线性 的 ,其 中 的 每 个 元 素 都 有 一 个 直接 继 元 和 一 个 直接 前 
元 ,但 世 也 并 不 是 良 序 的 . 例如 ,ZZ 本 身 没有 最 小 元 素 . 然而 ,任何 有 下 界 的 Zz 的 子 集 
都 是 良 序 的 . 

《b) 有 理 数 集合 Q 的 序 委 是 线性 的 ,但 Q 中 没有 元 素 有 直接 继 元 和 直接 前 元 . 因为 
如 果 a,5EQ, 比 如 a<b, 那 么 有 (a 十 站 /2EQ 和 和 


a 


pp, 


(c) 考虑 不 交 的 良 序 集 合 ， 
A 二 (1,3,5.* ,B= {2,4,6,'"*}, 
那么 下 面 的 有 序 集 
S={A;B}={1,3,5,""32,4,6,**} 
是 良 序 集 .注意 最 小 元 素 是 1 而 且 元 素 2 没有 直接 前 元 . 
注 从 此 以 后 ,如 果 太 ,B,… 是 不 交 有 序 集 , 那 么 {4A;B;…: 意 味 着 集合 AUBU… 在 位 置 
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排序 是 藉 左 到 右 的 ; 即 相同 集合 中 的 元 素 保持 它们 白 己 的 顺序 ,左近 集合 中 的 任何 元 素 先 于 右 
边 集 合 中 的 任何 元 素 . 因此 ,A 中 的 每 个 元 素 都 先 于 B 中 的 每 个 元 素 ,等 等 . 


超 限 归纳 法 


首先 ,我 们 重 述 数学 上 轨 纳 法 的 原理 ,( 见 1.10 和 11.3 节 ) 

数学 归纳 法 原理 设 4 是 正 整 数 集合 N 的 一 个 子 集 昌 具有 下 面 两 个 性 质 ， 

(i 1EA, 

《ii 如 果 nEA, 那 么 mn 十 1E A 

则 4 一 N. 

士 述 原理 是 Peano 关于 自然 数 N 的 公理 之 一 , 它 还 有 一 种 有 时 用 起 来 很 方便 的 形式 , 即 

数学 归纳 法 厌 理 ( 第 二 种 形式 ) 设 A 是 NN 的 子 集 并 具有 以 下 两 个 性 质 ， 

(i 1E€EA. 

(tii) 如 果 对 于 1 所 上 nk&EABA; 那 么 nnEA. 

则 AA=N, 

归纳 法 的 第 二 种 形式 和 是 和 良 序 集 ( 公 理 11.6) 是 等 价 的 . 事实 上 ,有 对 每 一 个 良 序 集合 
都 适用 的 相似 的 叙述 . 

超 限 归纳 法 原理 ” 设 A 是 一 个 良 序 集 S 的 子 集 并 具有 以 下 两 个 性 质 

(i) oo EA. 

(ii) 如 果 se SEA, 那么 aeEA4. 

则 及 =S, 

此 处 的 o 是 S 中 的 最 小 元 素 ,s(a) 称 为 e 的 前 辍 , 即 S$ 中 严格 先 于 ea 的 所 有 元 素 的 集合 . 


选择 公理 , 良 序 定理 


设 :Ai:iE 了 是 一 个 非 空 的 不 交 的 集 乌 . 我 们 假设 A 三 ,函数 六 (A,} 一 XX 叫 敌 一 个 选择 
函数 ,如 果 有 Ai) 一 a,EA, 换 和 句 话 说 ,了 为 每 个 集合 A," 选 择 ” 一 点 a.E A， 

选择 公理 是 数学 尤其 是 集合 论 的 基础 . 这 个 “表面 简单 "的 公理 是 数学 中 的 一 个 有 效 的 重 
要 公理 . 

选择 公理 ”任何 一 个 非 空 集 合 的 非 空 集 复 都 存在 一 个 选择 函数 . 

选择 公理 的 一 个 重要 推论 就 是 下 面 的 Zermelo 定理 . 

良 序 定理 ”每 一 个 集合 S 都 能 成 为 良 序 集 , 

这 个 定理 的 证 明 超 出 了 本 书 的 范围 . 此 外 ,因为 我 们 所 论 结构 都 是 有 限 的 或 可 数 的 ,我 们 
不 必 运 用 这 个 定理 ,有 普通 的 数学 好 纳 法 就 足够 了 . 


14.8 格 


设 工 是 对 二 元 运算 交 太 和 并 YW 封闭 的 集合 . 隐 工 为 柳 , 如 果 对 了 上 中 的 任意 元 素 e,5,c, 有 : 
LiL] 交换 律 ， 
ta) aAp=pAa, {lbyaYV b= a. 
Elz] 结合 律 : 
(2a) CaABb) 六 Cs 一 CA (BbAc), (2b} ta VY c=aYy (OY ee), 
[L;] 吸收 律 ; 
C3a) a A (tayob)—a, 3byay ta ht) =a. 
记 ( 工 , ,VY ) 表 示 格 工 , 


对 锅 律 和 车 等 律 
一 个 格 红 ,A,V }) 中 任何 一 个 命题 的 对 偶 命 题 是 通过 互 换 信 和 VV 得 到 的 . 例如 ， 


:456 。 
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DY 二 a Ya 的 对 偶 是 ayV (BAa) 一 au Aa, 
注意 格 的 每 个 定律 的 对 偶 还 是 格 的 定律 , 由 此 可 得 对 侦 诛 理 , 其 
定理 14. 2{ 对 偶 原 理 } ” 格 中 任 向 一 个 定理 的 对 人 惕 还 是 格 的 一 个 定理 
格 的 一 个 重要 的 性 质 可 以 直接 从 吸收 律 得 到 ， 
定理 14. 3{ 寡 等 律 ) (D 4Aa 一 ce， (ii aVa=u. 
(让 的 证 明 只 需 两 行 


ah\a =ahlay (a 内 而) 《利用 (3b)) 
=a. {利用 (3a)》 
条 件 5ii 的 论证 可 以 通过 上 面 的 对 偶 诛 理 {( 或 与 人 类 似 的 证 明 ) 得 到 . 


格 与 序 


给 出 一 个 格 工 ,我 们 可 以 定义 工 中 的 偏 序 如 下 
2<Sp, 如 果 a Ab 一 a. 
类 似 地 ,我 们 可 以 定 文 
ay 旭 果 a Vp 二 二 
我 们 将 上 述 结果 叙述 为 一 个 定理 . 
定理 14.4 设 工 是 一 个 格 , 那 么 
(1 a 六 bp 一 a 当 且 仅 当 a WV 5 二 4b. 
(ti 关系 4 态 通 过 nA5 一 a 或 a 5 一 上 5 来 定义 ) 是 工 的 一 个 偏 序 ， 
更 在, 在任 一 个 格 工 上 我 们 都 有 一 个 偏 序 ,一 般 地 ,我 们 可 使 上 图 形 化 ,就 像 偏 序 集 的 
Hasse 图 一 样 . 
例 14.10 设 C 是 -个 对 交 和 并 封闭 的 集 篮 . 那么 (C, 门 ,中 ) 是 一 个 格 . 在 这 个 格 中 , 偏 序 关系 
就 是 集 的 包含 关系 .图 14- 6 为 apsc 的 所 有 子 集 构成 的 格 的 Hasse 图 , 


图 14-6 


我 们 已 经 知道 如 何在 格 上 中 定义 一 个 偏 序 . 下 一 个 定理 告诉 我 们 在 什么 条 件 下 能 够 在 一 
个 偏 序 集 PP 上 定义 一 个 格 使 得 这 个 格 能 够 给 出 原来 的 仿 序 卫 . 

定理 14.5 设 了 是 一 个 偏 序 集 使 得 对 于 任意 apE Pinf(a, 站 和 sup(e'6) 都 存在 . 设 
aAb=inftayb va Yb 二 suptarD). 我 们 有 !CP,A,V 是 一 个 格 , 进一步 地 ,这 个 格 诱导 的 信 序 
与 原来 的 偏 序 P 相同 . 

上 述 定理 的 逆 命 是 也 为 真 . 即 设 工 为 一 个 格 ,过 是 在 工 上 诱导 的 偏 序 . 那么 对 于 任何 一 对 
arpELini(a, 人 和 supfaysa 都 存在 ,从 偏 序 集 导 ,所 ?获得 的 格 与 原来 格 相同 .于 是 有 

殖 换 定义 ”一 个 格 是 一 个 偏 序 集 ,在 这 个 集合 中 ,对 任何 一 对 元 素 4 和 5， 

aAp=intta:D 和 和 ay b= supta:d) 

都 存在 ， 

首先 ,我 们 注意 到 任何 线性 序 集 是 一 个 格 , 因 为 infta,5)==a 和 supfa 站 一 站 当 a 二 六 时 ， 
报 据 例 14. 7 .已然 数 集 N 和 六 的 因数 集 D 在 整除 关系 下 是 格 , 
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子 格 , 同 构 格 


假设 M 是 格 上 的 一 个 非 空子 集 . 我 们 说 好 是 的 一 个 子 格 , 若 杀 本 身 是 一 个 格 ( 关 于 工 
的 运算 ). 我 们 注意 到 M 是 一 个 子 格 当日 仅 当 并 在 上 的 入 和 和 Y 的 运算 下 封闭 ,例如 ,rm 的 因数 
集 Dv 在 整除 关系 下 是 日 然 数 集 N 的 一 个 子 格 . 

两 个 格 工 和 4' 被 认为 是 同 构 的 ,如 果 存 在 一 个 并 射 f;:L 一 L', 使 得 对 上 中 的 任何 元 素 a， 
五 满足 


FlaAD= AH Flav = fa) ph). 
14.9 有 界 格 


一 个 格 工 称 为 和 有 下界 0, 如 果 对 上 中 任何 元 素 z 部 有 0 入 zx. 类 位 地 ,L 称 为 是 有 上 界 了 ,如 
有 果 对 工 中 任何 元 素 z 都 有 xz 二 工 我 们 说 上 是 有 界 的 ,如 果 工 有 下 界 0 和 上 界 工 在 这 样 的 格 
中 ,我 们 有 下 面 的 恒等式 


CT 一 六 ccATI 一 aaVv0O 一 aa hid=0, 
对 工 中 的 任意 元 素 a， 
对 于 非 负 整 数 的 常 序 
O12 3d 
有 下 界 为 0, 但 是 没有 上 界 . 另 一 方面 ,全集 口上 所 有 子 集 构成 的 赂 已 (CD 是 一 个 以 局 为 上 界 
以 好 为 下 界 的 有 界 格 . 
假设 工 ==1a1 ao，… 6,} 是 一 个 有 限 格 , 剖 么 
a VasV Va PHal Mas A Na, 
分 别 是 工 的 上 界 和 下 界 . 这 样 我 们 就 有 
定理 14.6 每 一 个 有 限 格 工 都 是 有 界 的 . 


14.10 分 配 格 


格 工 称 为 分 配 格 , 如 果 对 于 工 中 任何 元 素 a,5,c; 成 立 如 | 下 定律 
[LL] 分 配 律 ; 
da) aAtpVo—=taAD VaRc db ay HAN=taVv AIavVe)， 
否则 , 工 是 非 分 配 的 , 由 对 展 原 理 可 知 (44) 成 立 当 日 仅 当 (4b) 成 立 . 
图 14- 7(a) 是 一 个 非 分 配 格 ,因为 
&VI6Ac 一 aVO 一 ca, 但 (av 人 Cavc) 一 TIAc 一 ec 
区 14-76b) 也 是 一 个 非 分 配 格 . 事实 上 ,对 于 这 样 的 格 有 如 下 特征 . 
定理 14.7 格 工 是非 分 配 格 当 且 仅 当 它 包 信 一 个 形 如 14 - 7(a) 或 (bb 的 同 构 的 子 格 ， 
这 个 定理 的 证 明 超 出 本 书 的 范围 . 


“AN A、 | 
~/ NA 人 、 


{a} 人 fb) (al (b) 


图 14-? 狗 14 一 8 


并 下 可 欧元 素 , 原子 
证 工 旺 一 个 以 9 为 下 界 的 格 . 工 中 的 一 个 元 索 ae 称 为 并 不 可 药 的 ,如 果 4==x Vy 葡 合 着 
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4 二 Xx 或 a 一 y. (素数 的 乘法 有 这 个 性 质 , 即 如 果 p=ab, 那 么 p= 二 a 或 志 二 ,其 中 户 古 素数 . ) 显 
然 ,0 是 并 不 可 约 的 .如 果 a 至 少 有 2 个 直接 前 元 ,如 图 14-8(a) 中 的 负 和 ,那么 4 一 Vb， 
所 以 a 不 是 并 不 可 约 的 . 另 一 方面 ,如 果 a 有 惟一 的 直接 前 元 ec, 那么 对 任何 其 他 的 总 ,名 , 有 
CE 天 SUp( 和 ,1) 一 和 V 甸 .因为 止 如 图 14-8(b) 所 未: 在 将 与 上 之 间 , 换 何 话说 .a 是 并 不 
可 约 的 当 且 仅 当 a 有 惟一 的 直接 前 元 .0 的 直接 继 元 叫 原子 ,是 并 不 可 约 的 , 然而 , 格 可 能 有 其 
他 的 并 不 可 芍 元 素 . 如 图 14- 7(a) 中 的 ec 不 是 一 个 原子 ,但 它 是 并 不 可 的 的 ,因为 a 是 它 的 惟 
一 的 直接 前 元 ， 

如 果 一 个 有 限 格 工 中 的 元 素 a 不 是 并 不 可 约 的 , 则 可 以 写 sa 一 各 V 碳 .于 是 ,我 们 能 够 把 各 
和 三 写成 其 他 元 素 的 并 ,如 果 二,bs 不 是 并 不 可 约 ,等 等 . 因为 工 是 有 限 的 ,最 后 有 

a=d. VY dy VY dt,. 

其 中 d; 都 是 并 不 可 约 的 . 如 果 d, 先 于 4 那么 4, Ya; 二 dQ,. 所 以 可 以 把 去掉. 也 就 是 说 ,我 
们 能 够 假设 a; 是 两 两 不 可 比 , 即 没 有 一 个 d; 先 于 另 一 个 对 .我 们 强调 如 此 表达 并 不 是 惟一 
的 , 即 在 图 14 -7 的 两 个 格 中 均 有 T==a VY5 和 了 一 5Yrc 现在 给 出 本 部 分 的 一 个 主要 定理 (在 问 
题 14. 38 中 证 明 ). 

定理 14.8 设 工 是 一 个 有 限 分 配 格 . 则 工 中 的 每 一 个 元 素 a 都 可 以 惟一 (不 计 顺 序 ) 地 写 
成 两 两 不 可 比 的 并 不 可 约 的 元 素 的 并 ， 

事实 上 ,这 个 定理 可 以 推广 色 具 有 有 限 长 度 的 格 , 即 所 有 线性 序 子 集 都 是 有 限 的 (在 题 
14. 33 中 给 出 一 个 长 度 有 限 的 无 限 格 ), 


14.11 补 元 ,有 补 格 


设 工 是 一 个 下 界 为 0 上 界 为 1 的 有 界 格 .a 是 工 中 的 一 个 元 素 ,L 中 的 另 一 元 素 x 叫 敌 a 


aV r=I,aAx=0., 
补 元 不 一 定 存在 也 不 一 定 惟 一 , 例如 ,在 图 14- ?4a) 中 元 素 < 和 <c 都 是 5 的 补 元 . 而 图 14 - 1 
中 的 元 素 y,x 和 都 没有 补 元 . 我 们 有 下 面 的 结论 . 
定理 14.9 设 工 是 一 个 有 界 的 分 配 格 . 如 果 补 元 存在 ,那么 它 也 是 惟一 的 ， 
证 明 假设 z+ 和 是 工 中 任意 元 素 a 的 补 元 ,那么 
aVvzr=laVy=1laAr=0,aN\y=0., 


运用 分 配 律 

T=7YVO=7XVY aA =tr Va NrVy) =IAlrY y= y. 
类 似 地 ， 

y=yVO—yVY (a AT—=y VAOACy Y=IN(Yy YI) = Xx. 
那么 


所 以 定理 得 证 . 
有 补 格 


格 工 是 有 补 格 , 如 果 工 是 有 界 的 且 L 中 的 每 一 个 元 素 都 有 补 元 . 如 图 14 - 74(b) 中 的 格 是 
有 补 格 且 补 元 不 是 惟一 的 . 男 一 方面 ,全 集 U 中 的 所 有 子 集 构成 的 格 Pc 是 有 补 的 ,U 中 的 
每 个 子 集 4 都 有 惟一 的 补 元 A‘ 二 UA. 

定理 14.10 设 工 是 一 个 有 惟一 补 元 的 有 补 格 ,那么 上 中 的 并 不 可 的 元 素 除 0 以 外 是 它 
的 原子 ， 

结合 本 定理 与 定理 14. 8 和 14.9, 我 们 得 如 下 重要 结论 . 

定理 14.11 设 工 是 一 个 有 限 的 有 补 分 配 格 ,那么 二 中 的 每 一 个 元 素 a 都 可 与 成 惟一 的 
原子 集合 的 并 . 


X= yy Yr. 
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注 “ 有 些 书 定义 当 工 中 每 一 个 元 素 a 都 有 惟一 的 补 元 时 工 为 有 补 格 . 因此 定理 14. 10 的 


投 述 有 所 不 同 . 
问题 与 解答 
有 序 集 和 有 序 子 集 
14.1 假设 自然 数 集 合 N= 二 {1,2,3,…}) 是 整除 关系 下 的 偏 序 集 . 在 下 面 两 个 数 中 间 填 上 正确 
的 符号 , 志 , 放 战 上 (不 可 比较 的 )》. 
a2 2 8(by 18 24;(c)y9 _ 3;td) 5 15, 
和 解 5 a) 因为 2 整除 8,2 先 于 8, 即 2-8. 
fb) 18 不 能 整除 24,24 不 能 整除 18; 所 以 15 || 24. 
fc) 因为 9 被 3 整除 ,9>3. 
td) 因为 5 整除 15.5<15， 
14.2 设 NN 二 {1,2,3,"…} 是 整除 关系 下 的 偏 序 集 , 说 明 下 列 NN 人 
Cay (2242 全 hy {13.15.5}; (cy N={1,2,.3,."" 
Cdy 12,8,3234;;} Ce) {7},; (13,5,30}. 
解 #5 5a) 因为 2 整除 6,6 又 整除 24, 是 线性 序 集 . 
(b) 因为 3 和 5 不 可 比较 ,不 是 线性 序 集 . 
Cc) 因为 2 和 3 不 可 比较 ,不 是 线性 序 集 . 
td) 是 线性 序 集 , 因 为 2<4<8 飞 32. 
el 任何 只 有 一 个 元 素 的 集合 都 是 线性 序 集 . 
(人 DD》 因为 5 整除 15,15 又 整除 30, 是 线性 序 集 . 
14.3 设 4=11.2.3,4.5) 的 序 关 系 如 Hasse 图 14 -9 所 示 . 在 下 列 每 对 元 素 / ~ 
之 间 填 上 正确 的 符号 < ,> 或 中 ( 不 可 比较 的 )， 
(ay1 5b2 3od4 1;Cd)3 4 A 
泌 了 ”a) 因为 有 一 路 线 从 5 到 3 到 1,5 先 于 1, 所 以 1>5. 图 14-9 
tb) 因为 省 有 从 2 到 3 的 路 ,所 以 2 上 3 
Cc) 因为 有 一 路 从 4 到 2 到 1, 所 以 4<], 
(td) 既 设 有 3<4 也 没有 4>3. 所 以 3 
14.4 ”考虑 图 14-9 中 的 序 集 A， 
Ca) 求 及 中 的 极 大 元 素 和 极 小 元 素 . 
《by A 有 最 小 元 素 和 最 大 元 素 吗 ? 
解 (a) 没有 元 素 严 格 先 于 4 或 5, 所 以 4 和 5 是 AA 的 极 小 元 紊 ,没有 元 案 严 格 地 在 1 的 后 面 ， 
所 以 1 是 及 中 的 一 个 极 大 元 素 . 
《b) 44 中 没有 最 小 元 素 . 虽然 4 和 5 是 4 中 的 概 小 元 素 , 但 两 个 中 没有 一 个 先 于 另 一 个 . 的 而 .1 是 44 
中 的 一 个 最 大 元 素 , 因 为 在 4 中 所 有 元 喜 的 后 面 . 
14.5 ”考虑 图 14- 9 中 的 序 集 4. 工 (47? 指 的 是 4 中 所 有 具有 2 个 或 2 个 以 上 的 元 素 的 线性 


序 子 集 的 集合 . 工 (4) 是 包含 关系 的 偏 序 集 , 画 出 工 (4) 的 Hasse 图 ， 
解 坟 LCA) 的 元 农 如 下 
{db 1 3 1 2 {1d} {ld 13, {12d!1, {2,3) ,113.5). 


‘注意 ;42,31 和 {3.,4) 不 是 线性 序 集 , )L5A) 的 Hasse 图 如 图 14 一 10， 
(1,2,4} {1, 2. 51 出 3, 5) 


[AN A 人 NAN\ 


{1, 4} {2, 人 42， 了 4 了 {11,3 13, 31 


二 11 10 


raat 和 3 和 


» 360 。 
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14.6 


14.7 


14. 8 


大学 中 预备 课程 关系 是 熟知 的 可 选课 程 上 的 偏 序 关 系 , 我 们 说 4< 拟 吕 , 如 果 课 程 A 对 
于 课程 B 来 说 是 必要 的 . 考虑 图 14 一 114a) 中 数学 课程 和 它们 的 预备 谋 , 画 出 这 些 课程 
的 偏 序 关 系 的 Hasse 图 . 

解 二 ”数学 101 是 在 图 的 底部 ,因为 它 是 性 -不 要 对 备课 程 的 . 因为 数学 201 和 数学 250 仅仅 要 
求 数学 101, 我 们 有 数学 101 雪 数学 201, 数 学 101 志 数学 250; 所 以 画 -- 蔡 向 上 的 线 从 数学 101 到 数 
学 201 ,再 画 另 一 条 从 数学 101 到 数学 250 的 向 上 的 线 , 继续 这 样 的 过 程 ,我 们 可 以 得 到 如 图 
14- 110b 的 Hasse 图 . 


课程 所 沉着 备 谋 程 
数学 101 无 341 
数学 201 数学 101 全 人 
数学 250 数学 101 _ ~、 
数学 251 煌 汪 250 * A 7/ 
数学 340 数学 201 201 250 
数学 341 数学 340 和 ~、 人、 pa 
数学 450 数学 201, 数 学 250 101 
数学 500 数学 450, 数 学 251 

(a) (by 


图 14-11 

考虑 基于 数学 课 的 恼 序 集合 C, 如 图 14 ~ 11. 
ta) 求 C 中 的 所 有 的 极 小 元 素 和 极 大 元 素 . 
(by) C 有 最 小 元 索 和 最 大 元 素 吗 ? 
解 号 〈a) 没有 元 素 严 格 先 于 数学 101, 所 以 数学 101 是 C 的 一 个 极 小 的 元 素 . 没有 元 素 严 格 地 后 
于 数学 341 或 数学 500 ,所 以 数学 341 或 数学 500 是 CC 的 极 太 元 素 . 
tb) 数学 101 是 CC 的 最 小 元 泰 ,因为 它 先 于 CC 中 的 尾 何 一 个 其 他 元 素 . 然而 CC 没有 最 大 的 元 素 . 虽 然 
数学 341 和 数学 500 是 极 太 元 素 , 但 都 不 是 最 太 元 素 , 因 为 它们 都 不 先 于 它们 中 的 男 一 个 元 素 . 
考虑 正 整 数 集合 N= (1,2,3,…}),N 中 的 每 个 数 都 可 以 惟一 地 写成 2 的 非 负 整数 和 与 
一 个 奇数 的 乘积 , 假设 a 和 a 都 是 正 整 数 , 如 

a=z (25s 二] 和 a 二 x (25 1). 
其 中 > 和 :* 是非 负 整数 .我 们 定义 

aa 如果 rc<r ,或 者 7 二 7 ;但 5 之 5 

在 下 面 各 对 数 之 间 填 入 符 号 ">>" 或 “<” 
tay 5 ldtby6 9:Ctc}y 3 20;td) 14  _ 21, 
解 EN 中 元 素 如 图 14- 12 排列 ;第 一 行 是 奇数 ,第 二 行 是 上 述 奇 数 的 2 售 , 第 三 行 是 如 二 4 倍 的 
次 数 ,依次 类 推 , 因此 , 若 & 在 比 z 高 的 行 里 , 则 a<a’; 若 a 和 a “在 同一 行 中 ,但 a 在 a 的 前 面 , 则 a 志 
a', 例如 


0 
1 
: 


图 14-12 


ta} 5<14Fb) 6 93fcy 3 20;(d) 14>21, 
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集合 的 积 和 序 


14.9 


14. 10 


14. 11 


14. 12 


14. 13 


14. 14 


设 积 序 集 N 一 NXN, 这 里 N 是 常 序 集 . 在 下 列 每 对 NXN 元 素 之 间 填 人 符号 “<<”、 
“区 | 所 不 可 比较 ). 


《ay £35,7) 7,1); 

{by (4,6) (4,2); 

{ey (C5,3) (44,8) 3 

(d) ¢1,3) {1 ,7); 

Ce) C7,9) {4,1); 

‘fy (7,9) (8,2). 

解 tPF ”这 里 Ca; 太志 ta 人 ) 当 且 仅 当 ae ,85 从 而 当 a<a ,0 或 aSa' ,Db 时 有 (a; 中 世 
Ca ,58 因此， 


《ay ;因为 5 二? 但 ?>1; 
(by 泣 : 因 为 4 二 4 有 62; 
[cy 站 :因为 5>4 但 5<5 
《qd 过 ;因为 1 所 1 且 3<7; 
《ey 2: 闵 汶 7 了 4 且 9>1i 
(6 | ; 因 为 7 过 8 但 人 >2, 

设 和 N 二 NXN 是 字 上 典 排序 集 , 重 做 14.3 中 的 问题 . 

解 晤 ”这 里 (e, 久 <Ca ,5 ) 当 下 仅 当 a<ca 或 a= ea 但 Pt， 

《al 过: 因为 5 之 ?7;(b) > :因为 4 一 4 有 62 

(C0) >: 国 为 5>4H9dy 妇 : 六 为 1 王 1 且 3<7; 

(Ce) >: 因 为 7 守 41( 人 7 必 ; 因 为 ?<8. 

设 英文 字母 排序 集 = 人 {a,bycy yz ;入 :一 态 义 入 是 积 序 集 .下面 是 两 个 字母 的 字 
符 串 (看 作 AXA 的 元 束 ) ,在 每 对 中 间 寺 人 >>” “到” 或 “| ”. 
ay Cx at; (by cx byitc) cr CC 

(d} ex rsyte) cr Adristt) cr Cs, 

解 #w {a) 泣 ;: 央 为 ca 有 zx 让 

《by 1 :因为 c 汪 5 但 x 二 y 

Cc) 过 :因为 cc 且 工 < 

《dy :因为 c+ 相 过 s 

ce) 忆 : 因 汶 c-<d 年 工 所 工 . 

(是 >: 国 为 ec 委 ec 且 了 人 

设 A 一 AXA 是 字典 排序 集 , 重 做 问题 14. 11. 

解 早 (aa >: 因 为 c>a. 

《hb 半 : 因 为 cb 

《ce) 忒 :因为 c 二 c 且 工 <% 

Cd) 必 ; 因 为 cr 

Ce) 忆 : 因 为 cd. 

(人 半 : 因 为 cc 且 z 半 5 

设 英文 字母 排序 集 和 = {apc ,yz) ;AA' 由 中 所 有 字符 捉 组 成 并 赋予 字典 ( 自 
由 半 群 ) 长 度 序 , 把 下 列 单词 (字符 串 ) 排 序 : 


went; forget, to, medicine; me, toast, melt, for, me,arm 
和 解 8 ”首先 按 字 母 长 度 排序 ,然后 再 按 字母 表 顺 序 排序 ; 


me to werarm. for, melt ,went, toast. forget, medicine 


按 正常 的 字母 表 顺 序 将 问题 14.13 中 的 字符 囊 排序 ， 


”362 。 


离散 数 学 


解 FF 正常 顺序 为 ;arm, foryforgetyme; medicine, melt, toytoasty weywent 


相 容 编号 


14. 15 


设 序 集 S= tasbpcydei, 序 关系 如 图 14-13 所 示 . 求 所 有 f:S 一 {1， J 
2,3,4,5} 的 相 容 编号 ， a ~ 
解 5 。 因为 a 是 惟一 极 小 元 豆 , 从 而 fta) 一 ,又 因 为 。 是 惟一 极 大 元 察 ; 从 ,六 
而 fie) 一 5. 只 /f(b 一 2, 因 为 5 是 4 的 直接 继 元 .从 而 0) :=3, (qd) 一 4 起 首 | 
fo) 二 4,ftd) 一 3, 因 此 有 两 种 可 能 的 编号 . 如 下 ， ® 

CO FO 1 fb) 2 /0 =3. Ft) 4 fle) =5. 图 14~13 
GD fey = f=2, Fe =4, fd) =3, fe) =5. 

我 们 强调 通常 不 能 从 一 个 给 定 的 相 容 编号 中 青 产 生 原 先 的 编 序 . 


14.16 证 明定 理 14. 1; 假 设 $ 是 有 7 个 元 素 的 有 限 偏 序 集 , 那 么 存在 一 个 相 容 编号 f;:S 一 
{1,2,* 7}, 
证 办 ” 对 5 中 4 个 元 素 进行 归纳 证 明 .假设 n==1,S 一 is) ,那么 fs) 一 1 是 S 的 一 个 相 容 编号 . 
现在 假设 > 1, 定 理 对 于 少 于 ?2 个 元 束 的 偏 序 集成 立 . 设 S 中 的 a 为 极 小 元 素 .( 如 此 的 元 素 “ 是 存 
在 的 ,因为 S 是 有 限 的 . ) 没 T=S\{a}, 那 么 TT 是 有 "一 1 个 元 素 的 有 限 偏 序 集 ,因此 根据 归纳 假设 ， 
荆 有 一 个 相 容 编导 ;比如 g:T 一 {1,24'+,n 一 1). 由 

[1 车 x 二 &， 
了 一 | 8 十 1， 苦 工 让 

定义 f:S 一 {1 ,2,1,n)， 
则 了 是 所 求 的 相 容 编号 

14.17 假说 一 个 学 生 想 在 问题 14.6 中 选 所 有 的 8 门 数学 课程 ,但 每 学 期 一 门 . 
(a) 哪些 课程 是 她 第 一 或 最 后 一 学 期 (第 八 学 期 ) 选 择 的 ? 
(by 假如 她 想 在 第 一 年 (第 一 或 第 二 学 期 ?中选 数学 250 ,在 第 四 年 (第 七 或 第 八 学 期 ) 
选 数学 340, 找 出 所 有 她 选 8 门 数学 课程 的 方法 . 
解 四 (al 按 图 14- 11, 数 学 101 是 惟一 极 小 的 课程 ,因此 必须 在 第 一 学 期 选 .数学 341 和 500 
是 极 大 的 课程 ,因此 其 中 之 一 必须 在 最 后 - :学 期 选 . 
Cb) 数学 250 不 是 勤 小 的 课程 ,因此 在 第 二 学 期 选 ;数学 340 不 是 模 大 的 课程 ,因此 在 第 七 学 期 选 ; 
数学 341 在 第 八 学 期 选 , 教学 500 必须 在 第 六 学 期 选 . 下 面 给 出 选 8 门 课 可 能 的 方法 : 
LI101,250,251,201.450，500，349，3141]. 
[101.250,201,251.450,500,340.341 ]. 
[101,250,201,450,251,500,340,341], 

上 办 和 下 异 , 上 确 界 和 下 确 界 

14.18 设 序 集 S={a,b,cydve,f,g}): 序 关 系 如 图 14 一 14ta) 所 示 , 设 = {c,d，,e). 
(ay 找 出 苹 的 上 界 和 和 下界 . 
(b) 确定 美的 上 确 界 sup(x) 和 四 的 下 确 界 inf(X) ,如果 存在 的 话 . 
解 二 ”元素 6,f,g 后 二 以 中 的 每 个 元 素 ; 因 此 e, 六 g 是 天 的 上 界 . 元 素 。 先 于 处 中 的 每 个 元 
素 . 因此 它 是 下 的 下 界 . 注意 5 不 是 匀 的 下 界 ,因为 5 不 先 于 c; 事 实 上 ,b,c 是 不 可 比较 的 . 
因为 e 先 于 和 gg, 所 以 e 二 sup(X), 何 样 ,因为 a 后 于 的 每 个 下 界 ,. 所 以 a 二 inf(X) ,注意 supCX) 
属于 站 ,但 inft 和 不 属 丁 芭 . 

14. 19 ” 设 序 集 $= 二 {1,2,3,* 8); 序 关系 如 图 14-14(D 所 示 , 设 入 =12,3,6;， 


(a) 求 态 的 上 界 和 下 界 . 
《by 确定 A 的 上 确 界 和 下 确 界 ,如 果 都 存在 的 话 . 
解 ”Ca) 上 界 是 2, 下 界 是 6 和 8& 
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(a) (b) 


图 1]4 -1 


(b) A 的 上 确 界 为 2, 下 兢 界 为 6. 
14. 20 对 子 集 B 一 {1,2,5}, 重 做 问题 14. 19. 
解 晒 (Ca) 旦 没有 上 界 ,因为 没有 元 素 后 于 1 和 2, 下 界 为 5,6,7,8. 
《b) 显然 ,4 的 上 确 界 不 存在 ,因为 没有 上 界 . 下 确 界 为 5. 
14.21 设 序 集 届 是 有 理 数 集 , 序 关系 为 常 序 . 设 DD 二 {x,xEQ,8 二 如 之 15} 是 Q 的 子 序 集 ， 
(a) 口 有 上 和 界 或 者 下 界 吗 ? 
(b》 上 确 界 \ 下 确 界 存在 吗 ? 
能 ”a) 了 D 课 在 上 界 和 下 界 , 例 如 ;1 是 下 界 ,100 是 上 界 . 
(b) DD 的 上 确 界 不 存在 ,假设 DD 有 上 确 界 ,因为 V15 是 无 理 狐 ,x>> 15. 但 是 ,存在 有 有 理 数 y 使 得 


Wi5<<y<<r, 因 此 y 蚌 DD 的 一 个 上 界 . 这 与 假设 口 的 上 确 界 为 + 矛盾 . 另 一 方面 ,D 的 下 确 界 存在 ， 
即 inf(D) =2, 


同 构 序 集 , 同 拘 映 射 


14. 22 ”假设 偏 序 集 A4 与 B 同 构 ;f;A 一 B 是 同 梅 映射 ,下 面 的 说 法 对 吗 ? 
(a) 元 素 x 所 A 是 A 的 最 小 (最 大 , 极 小 或 极 大 ) 的 元 素 , 当 且 仅 当 f(a) 是 B 中 最 小 
“最 大 , 极 小 或 极 大 ) 的 元 素 . 
(b) 元 素 aE A 直接 先 于 元 素 a EA. 即 aKa’ 当日 仅 当 了 (a) 之 F(a') 
(ce) 元 束 cEA. 有 4 中 的 直接 继 元 ”>, 当 上 且 仅 当 六 ec 在 吾 中 存在 直接 继 元 (7). 
解 上 。 上 述说 法 均 正确 ,A,B 的 结构 顺序 相同 . 

14. 23 设 有 序 集 S 如 图 14 - 13 所 示 . 假说 4 一 11,2,3,4,5} 与 S 是 同 构 的 是 =={(a,1) (6b， 
3)(e,5)《d,2)《e,4)} 是 从 5 到 及 的 同 构 暴 射 , 画 出 4 的 Hasse 图 ， 
解 : 铬 。 向 构 映 射 了 保持 S 的 序 结构 ,因此 / 可 以 简单 地 看 作 是 S 的 Hasse 图 中 结 点 的 重新 标 
记 . 图 14-15 表示 太 的 Hasse 图. 

14. 24 ” 设 有 序 集 甩 二 们 ,2,3,.4,5} 如 图 14-15 所 示 . 求 同 构 映射 7:A 一 A 的 4 
个 数 m ri 
组 -种 因为 1 是 A 中 惟一 极 小 的 元 素 ,4 是 性 一 极 大 的 元 庇 ,所 以 必须 有 FG) 7 
二 1, 了 (4) 一 4. 同样 ,六 3) 一 3, 因 为 3 是 1 的 惟一 的 后 继 元 . 另 - 方 面 ,fC2),f(5) 有 | 
两 种 可 能 , 即 2) 一 2, (5) 二 5, 或 f(2) 一 5 ,7(5} 一 2, 因 此 w= i 

14. 25 求 一 个 与 Y 一 (A,R") 同 构 的 有 限 非 线 性 序 集 X= (A ,R). 图 14-15 
解 半 ”如 图 14-16(a), 设 呈 是 A 一 fa,5,cyd,e: 的 偏 序 . 图 14 16(b) 表 示 妇 的 逆序 RR-!1(KR 的 图 
简单 地 翻转 变 成 R-1) 注 意 两 个 图 了 标记 外 完全 相同 ， 
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设 4 为 有 序 集 , 对 于 aEA,pka) 表 示 a 的 前 元 的 集合 ; pCa) 二 {x:z 态 a)( 称 为 a 的 前 
元 集 ), 设 有 序 集 pCA) 一 {pla》 :aE4), 序 关系 为 集 各 的 包含 关系 ， 

(a) 证 明 A 和 pt 及) 是 同 构 的 ,方法 是 通过 证 明 上 映射 :A 一 ptA). 是 A 到 p(BA) 的 同 
构 映 射 ,这 里 f(a) 一 pla). 

Cb) 求 图 14 - 16ta}) 中 的 集合 A 对 应 的 5A) 的 Hasse 图 ， 

和 证 内 ”ta) 首先 ,证 明 保持 A 的 序 关 系 , 假设 4 亏 b, 车 工 Ep(la), 则 过 a; 从 而 志 b. 因 此 xE 
ptb}, 于 是 pta} 守 pl 妨 ), 很 设 a| 中 不 可 比较 ), 风 2 和 ze) 但 2E 训 (5 因此 产 (a) 攻 记 且 ,上 疾 亿 地， 
5EpD). 但 BFE pa) ;从 而 p(t) 入 pia). 因此 ,pla) | p05). 于 是 了 保 竺 序 关系 . 

以 下 只 需 证 明 六 是 单 射 和 满 射 .假设 yE pCA) ,那么 对 某 个 aEA 有 3 二 pla} ,因此 ,fta)= pla)== 
2 所 以 了 是 到 户 54) 于 的 满 射 . 假设 ae 天 六 则 as<5,5<e 或 & | .在 前 段 第 三 种 情况 下 ,bE PCB 但 6 
多 户 (a) ,在 第 二 种 情况 下 /aE zta) 但 apt 总 之 :在 三 种 情况 下 ,有 pta) 关 (5), 因 此 了 县 单 
射 . 
于 是 ,是 A 到 ptA) 的 同 构 映射 , 即 A 一 PC4). 

Cb》ptA) 的 元 素 如 下 

Plea} 一 CE 可 PIP) = {bycrd se}, 

pley={e,dey plad)={d}, ple) = {e. 

图 14-16(c) 按 集合 包含 关系 欠 出 了 pCA) 的 Hasse 图 . 注意 图 14- 16(a} 和 (ce) 除 标记 外 是 相同 的 . 


证 明 超 限 归 纳 原 理 : 设 4 是 良 序 集合 5 的 一 个 子 集 且 具有 两 个 性 质 : 

(1 omE& ai2) 苦 SCeCaA, 则 aa. 那么 一 9. 

证 地 ”这 里 a 是 A 中 最 小 元 素 ,S(4) 是 a 的 前 缀 , 即 所 有 严格 地 先 于 a 的 元 素 的 集合 ). 假设 
A 关 3, 设 B 一 3s\A, 则 B 尖 如 ,因为 S 是 良 序 的 ,B 有 最 小 元 素 %. 每 一 ES) 的 元 喜 先 于 名 且 
不 局 于 B. 这 样 每 一 zx 和 SCp ) 属 于 4, 即 SC6) 守 4, 由 人 2) ,后 4 这 与 假设 而 ES\A 了 矛盾 . 这 样 最 
初 的 候 设 A 二 S 是 错误 的 ,因而 A 一 5 

设 $5 是 以 ao 为 最 小 元 素 的 良 序 集 . 定义 3 的 极限 元 素 、 

解 E5 如果 5zm 而 且 5 没 有 直接 前 元 ,那么 称 元 素 8E S 是 一 个 极限 元 率 . 

设 S 二 (N, 态 ) 居 问题 14. 8 中 的 偏 序 集 见 图 14 - 12. S 有 极限 元 素 吗 ? 

解 #5 ”如 图 14-12 所 示 , 每 一 个 2 的 圭 , 即 1,2,4,8:“… 没 有 直接 前 元 ;因此 是 S 的 极限 元 素 . 

设 S 是 一 良 序 集 . 设 f,S 一 S 是 $ 到 5 的 一 个 相 亿 映射 , 证明; 对 于 每 个 aE5, 有 a 态 
fa), 

证 同 设 D=(tr:Ac<z, 若 万 为 空 集 , 则 命题 成 立 . 若 D 关 全 ,因为 也 是 良 序 集 , 卫 有 最 下 元 
豪 .因为 所 DD, 有 了 (ds) dr. 因为 是 一 个 相似 映射 :了 (do)<do 冀 合 fido)) fCdo). 因 
此 ,了 (do) 也 属于 DD, 伺 fd )<ds 且 fCd6)ED 与 d, 是 咯 的 最 小 元 碌 邓 盾 . 因此 最 初 的 假设 DD 关 
他 不 成 立 .所 以 口 是 空 集 ,命题 成 立 , 

设 4 是 一 良 序 集 . 设 及 ) 表 示 在 集合 包含 关系 下 所 有 4 中 元 素 a 的 脐 统 sa) 的 集 
合 . 证 明 4 与 5(A7 同 构 , 证 明 方法 是 证 明 驶 射 疡 4 一 5(C4) 是 4 一 54) 的 同 构 上 映射 ， 
这 里 六 ao 一 sec)， (与 14. 26 比较 ). 

证 8 ”首先 证 明 了 是 双 射 ,假设 yEs(4). 那么 对 于 某 个 aE A, 有 =sta) ,因此 Fo) 一 sfa) 一 
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和 从 而 是 C23) 的 满 射 , 假设 < 和 关 >， 那 么 -… 个 先 于 其 - -个 ,比如 说 < 那么 Esty), 但 x 区 
sz 因此 ,sz 天 区 .因此 上 了 也 是 单 射 . 

现在 只 要 证 明了 保持 序 美 系 , 基 了 过 y 当日 仅 当 ; (三 sty), 殷 设 x 亏 y 1 如 果 aEEstx), 那 笃 a< 了 并 
且 a<<y; 因 此 aEsCy) ,st 三 sty), 另 一 方向 .假设 区 y; 即 >>y. 那么 yE stz). 但 ystiy); 因 此 
让 和 sty). 换 各 话说 ,zr 亏 y 当 且 疏 当 5 tn)sCy). 于 是 了 是 A 到 s 人 A 的 同 柳 映 射 .因此 4 一 sfCA)， 


写 出 下 列 命题 的 对 偶 命 题 . 

(Ca) CaAD Ye=tpY eo AlcYa); 

ch) Ca AD Yc—=aA thYVa). 

解 ”用 A 代替 VW ,用 % 代替 人 ,得到 对 侦 命 是 : 
ta) Cay DD Ac= bhAOY cha): 

Cb) taV hb) Ma=aYy (BHAay. 

求 一 个 有 有 限 长 度 的 无 限 格 上 的 例子 . 


] 
解 9 设 二 :0,1.6 assay) 工控 图 14-17 排 序 . 即 对 /NN 
于 mnEN: 有 0<as< 1, 因此 工 有 有 限 长 度 , 因 为 上 没有 无 了 总 i ; 
性 子 序 集 . | pe 
证 明定 理 14.4: 设 工 是 一 个 格 .那么 BN fy 
Ci) 已 六 5 一 aa 当 且 仅 当 a V5==b. 0 


CD aS6( 由 a Ab=&4 或 a V6 一 6b 定义) 是 L 上 的 偏 序 
关系 . 
诈 - ”0) 假设 aA5==a1; 第 一 步 由 吸收 律 得 
b=bV pha =—oV an nbaaYyh. 
现 假 设 <V2 一 5 再 一 次 用 吸收 律 得 


a=ahtay =atb, 
因此 a 入 5=a 当 且 和 公 当 a WY 8 一 如 
Cii) 对 于 工 中 性 一 元 素 a ,根据 荞 等 律 有 a 六 a 一 a, 因 此 2Sa, 从 而 所 是 反射 性 的 . 
假设 as 三 5 和 #58 入 a, 那 么 a5=a 和 58Aa==5, 因 此 4 二 uaA5 一 bAa 一 b. 从 而 志 是 反对 称 的 . 
最 后 ,假设 2 志 5 和 5 入 c, 那 么 2 及 8 一 a 和 总 Ar 一 记 
因此 ,aAc= CaAD Ac=aA (bh eahba. 
因此 ,a 坊 c 从 而 志 是 忧 递 性 的 . 
于 是 ,和 是 关于 工 的 偏 序 关系 . 
14 一 18 中 哪些 偏 序 集 合 是 格 ? 
稻 多 ”一 伪 序 集合 是 格 当 且 仅 当 sup(z,y) ,inf(z,y) 对 于 集合 中 的 每 对 z,y 均 存 在 . 只 有 (ce) 不 
是 格 ,因为 te, 对 有 3 个 上 界 csd 了 ,其 中 无 一 先 于 其 他 两 个 . 即 :suptay 呈 不 存在 ， 


,IN 一 人 人 

| 一 | ,~ | ><| 

< > 和 二 ~ 
| 1 1 . 


考虑 图 14 ~ 18(a}) 中 的 格 工 ， 
Ca) 哪些 非 0 元 素 是 并 不 可 约 的 ? 
《b》 哪些 元 素 是 原子 ? 
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14. 37 


14. 38 


14. 39 


te) 下面 哪些 是 工 的 子 格 . 

Li={0,a,5,1}, ls—={0ae,T}, 

Ls={a,.crd, 1}, Ls={0,c,d,1}. 

Cd 工 是 分 配 格 吗 ? 

cey 车 存在 , 求 拒 素 ,5,c 的 补 元 . 

二 有 补 格 吗 ? 

解 FF (a) 有 惟 - 的 直接 前 元 的 非 零 元 素 是 并 不 可 约 的 ,因此 aa:z 和 是 并 不 可 约 的 . 

(b) 有 直接 后 于 0 的 元 素 是 原子 ,所 以 a 必 是 原子 . 

Cc) 各 杂工 对 刀 ,，V 封闭 时 ,是 上 的 一 子 格 ,Li 不 是 子 格 , 因 为 eaVe 一 cc 不 属于 工 ;.L 不 是 子 
格 , 因 为 <Ad 一 a 不 属于 工 ,. 男 两 个 集合 La 和 上, 是 子 格 . 

(由 工 不 是 分 配 格 , 因 为 工 的 子 格 M 一 10,aa,e: 了 于 问 构 于 图 14- 7(a) 所 示 的 非 分 配 格 . 

fe) 我 们 有 ae 一 0,a Ye 一 了 所 以 a 和 e 是 互补 的 元 . 同样 ,# 和 dd 是 互补 元 . 而 < 没有 补 元 . 

0 工 不 是 有 补 格 ,因为 c 没有 补 元 . 

考虑 图 14 一 18(b) 中 的 格 广 . 

ta) 求 MM 中 非 零 并 不 可 约 元 素 和 原子 . 

tb》 MM 是 分 屿 格 吗 ? 

Cc) M 是 有 补 格 吗 ? 

和 解 (ay 有 惟 - -直接 前 元 的 非 0 元素 是 a,5,d, 其 中 只 有 a 和 汉 星 原子 .因为 a 和 六 的 惟一 直 
接 前 元 是 0. 

tb) M 是 分 配 格 , 因 为 MM 没有 与 图 14- 7 同 构 的 子 阁 ， 

(cy M 不 是 有 补 格 , 因 为 5 没有 补 元 ,注意 a 是 惟一 的 适合 bh 六 r+ 一 0 的 解 , 但 5Va 一 ce 天 工 

证 明定 惠 14. 8: 设 工 是 有 限 分 配 格 , 奢 么 工 中 每 一 个 a 能 惟一 地 写 为 两 两 不 可 比 的 
并 不 可 约 元 素 的 并 , 

证 ez 因为 二 是 有 限 的 ,可 仿照 14. 9 节 的 讨论 写成 两 两 不 可 比 的 并 不 可 约 元 素 的 并 . 因此 我 们 
只 需 证 明 惟 -性 , 假设 


a=b Vb VV oo Vc YYe,s 
这 里 向 .如 如 种 人 7 tz4' st 都 是 两 两 不 可 比较 的 并 不 可 约 的 , 对 于 _ 绽 定 的 i 有 
DD Vo VY = te Ve VY ey). 

因此 

B= A Ve Vr yo) sth MoD NW tb Meo) WV YW th Ac). 
因 交 5 是 并 不 可 约 的 ;存在 一 个 ;使 b, 一 Ac, 从 而 如 入 c 类似 地 :二 让: 因此 

bc, Sy, 

因为 负 , 如 ，…, 训 是 两 两 不 可 比 的 ,从 而 如 一 6 一 点, 因此 定理 得 证 . 
证 明定 理 14. 10: 设 工 是 有 惟一 补 元 的 有 补 格 ,那么 工 的 并 不 可 约 元 素 ( 除 0 以外) 是 
它 的 原子 . 
证 8 假设 a 是 并 不 可 约 的 但 不 是 原子 ;那么 a 丰 惟 一 直接 前 元 a 基 0, 设 产 是 户 的 补 元 ,因为 5 
0, 我 们 有 5 关 I. 车 a 先 于 六 . 则 53a 从 市 5A5 一 5 ,这 是 不 可 能 的 ;因为 8A 一 0. 因此 a 不 
先 于 5 从 而 aA5 一 定 严格 先 于 a. 因为 上 是 a 的 惟一 直接 和 前 元, 我 们 也 有 aA 立 先 于 站 (如 图 14- 
19). 但 ahB 先 于 #8, 因此 ， 


anvsintb, 0 =pAp .0 


三 因此 aA8 一 0. 
因为 a 和 WP 一 ;及 有 
nb! aVvo =(taV DD Vb =ay bY b=ayI—l. 
因此 万 是 a 的 - -个 补 元 , 因为 补 元 是 惟一 的 ,a 一 & 这 与 假设 4 是 a 直接 前 元 
a 相 逆 盾 . 从 而 惟 - :的 并 不 可 约 元 素 是 它 的 原子 . 
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补 充 题 
有 序 集 和 有 序 子 集 


14. 40 设 序 集 4 一 11,2.3,4.5.6) ,如 图 14-20080) 所 示 . 
《ay 求 和 4 中 所 有 极 小 和 极 大 元 素 . 

《by 4 有 最 小 或 最 大 元 素 吗 ? 

Lc) 求 所 有 A 的 线性 序 子 集 , 符 个 和 子 集 至 少 有 3 个 元 束 ， 


> ~ 
4 | 一 d ~ 


(a) fb) fel 
图 14 - 20 
14.41 ” 设 序 集 本 = (eascsadse: 及 ,如 图 14- 25b) 所 示 - 
ta) 求情 中 极 小 , 极 大 的 元 素 . 
(b> BB 有 最 小 或 最 大 元 素 吗 ? 
tc) 求 8 到 集合 和 (1,2,3,4,5,61 的 相 容 编导 的 种 数 . 
14.42 ” 设 有 序 集 C={1,2,3,4) ,如 图 14- 20(e 所 示 , 设 工 (C) 表 示 集 台 包 含 关 系 下 的 所 有 C 的 非 序 的 线性 
序 子 集 的 集合 , 画 出 过 CC 的 Hasse 图 . 
j14. 委 画 出 的 划分 的 Hasse 图 (参照 例 14.14). 
{a) m=4: (hynmr=é. 
td4.44 ” 设 Di 表示 整除 关系 下 的 正 因数 的 上 集合 . 遂 出 Hasse 图 
ca) Dis; 《by Ds ; C0) Das; td) Dr 
起 特 设 5={fa,5,cydre, 放 是 偏 序 集 . 仿 设 怡 有 六 对 元 素 第 一 个 直接 先 于 第 二 个 : 
fa, fed eb ce ee bt. 
(ay 求 S 中 所 有 极 小 . 极 天 的 元 圳 . 
tb) S 有 最 小 或 最 天 的 元 素 吗 ? 
Cc) 如 果 有 的 话 , 求 不 可 比较 的 元 素 偶 . 
14. 上 判定 下 列 命 古 是 真 命题 还 是 假 合 题 ,如 果 是 候 命 题 , 请 给 出 反例. 
ca) 车 偏 序 集 S 只 有 一 个 极 大 元 案 ea, 则 是 入 大 元 束 . 
cb) 若 有 限 偏 序 集 S 只 有 一 个 极 大 元 素 a, 则 < 是 最 大 元 素 . 
tc) 若 一 线性 序 子 集 S 只 有 一 极 大 元 率 a4: 则 a 是 最 大 元素 . 
14.47 ” 设 序 集 $S={a1bsc,d,e} ,如 图 14-- 21Ca) 所 示 ， 


八 / ~\ 八 
SA 人 -~ 


(a) tb} 
图 14-21 


Ca) 求 5 中 所 有 极 小 , 极 大 元 素 . 

th) S 中 有 最 小 或 最 大 的 元 素 吗 ? 

Cc) 求 S 的 所 有 子 集 , 且 c 是 它 的 极 小 元 素 . 

《d 求 S 的 所 有 子 集 , 且 上 是 它 的 最 小 元 素 ， 

《el 列 出 所 有 有 3 个 或 3 个 以 上 元 窗 的 线性 序 子 集 . 
14. 48 ” 设 序 集 5 二 fa.5,cydse, 用 ,如 图 14-21(b) 所 示 . 

(ay 求 S 中 所 有 极 天 . 极 小 的 元 索 . 
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(b) S 中 有 最 小 或 最 大 元 素 吗 ? 
《c) 列举 3 个 或 3 个 以 上 元 素 的 族 性 序 子 集 . 

14. 49 ”说 序 梨 S= {aybycydre, 所 8) ;如 图 14--14(8) 所 示 , 求 S 中 的 :ta) 4 个 元 素 ;fb) 5 个 元 素 的 线性 序 子 
集 的 数 日 x 

14. 0 ” 设 序 集 5S 一代 ,2,… ,7,8} ,如 图 14-14(b) 所 示 , 求 S 中 的 ,ta) 5 个 元 素 ;(b) 6 个 元 紊 的 色 性 序 子 集 
的 数目 a. 


相 容 编号 


14.51 设 S={fasocradsei 如 图 11-2100 所 未, 列举 用 !1:2,3,41,5} 对 S 的 所 有 相 容 编导 ， 

14.52 设 S={asbycyd,es 店 ,如 图 14-21(Cb) 所 示 , 求 用 {1,2,3,4,5,6} 对 S$S 的 相 容 编导 的 个 数 n. 

14. 53 ”假设 下 列 为 有 序 集 4 一 {apsc:od 的 3 个 相 容 编号 [feel1) ,C682) ,Ce,3) ,Cd,4)], [Lar1},(b,3),{c， 
2) ,dd4)],， [ta,1), ad ,Ce,2),(Q,3)j ,假设 太 的 Hasse 图 品 是 连通 的 , 画 出 蕊 . 


序 、 积 集 和 Kleene 闭 包 


14.54 设计 一 12,3,4, 呈 和 二 MXM 以 如 下 方式 排序 :fay 各 态 (e yq) ,如 果 ale 且 8d 


求 MxM 中 所 有 极 大 和 极 小 的 元 素 . 
14. 55 ” 设 字母 排序 集 4 一 (aasc， yz, 长 leene 闭 包 4 是 和 中 所 有 字符 果 的 集合 . 设 工 是 下 列 元 素 的 集 
合 : 


gone.or,arm. go.an,about, gate: One ,at ,Occur 
(a) 特 虐 按 长 庶 一 字母 序 排列 , 即 先 按 长 度 再 按 字母 排列 . 
tb) 将 按 字 和 母 排 序 排列 . 
14. 56 ” 设 序 集 A 和 B 分别 如 图 14 - 200a 和 (pb 所 示 ， 
S 王 4X 中 赋予 积 序 , 即 ， 
(aa ,如果 aSa 且 6S5. 


填写 正确 的 符 导 < 失 ,> 或 | : 
(ay tA,b) 2,2), (by (C3.a) C6, A. 
【ce {50) {la). {dy {Bey (2,0). 


14.57 ” 设 常 序 集 N= 二 [1,2,3,…, 妨 一 1a,p,c， 呈 ysx} 和 字典 排序 集 S=NXA 将 下 列 元 窒 排 列 ， 
Coe ed Dl yd de CID), C2 a), 


上 界 和 下 界 ”上 确 界 和 下 确 界 


14. 58 ” 设 序 集 S 一 {apicriadie gg} ,如 图 14-14(a) 所 示 . 设 入 ={ascsd} 为 5S 的 子 集 
(a) 求 上 的 上 界 集 ， (by 求 4 的 于 界 集 ， 
{cy sup( 有 A) 存 在 吗 ? (Cd)》infCA) 存 在 蚂 ? 
14. 59 ”对 于 SS 的 子 集 8B 一 (9,c,e}, 重 做 问题 14. 58. 
14.60 设 SS= 和 ,2,… ,7,8}, 如 图 14- 14tb) 所 示 , 考 虚 S 的 子 集 A 二 {3,6,7). 
(a) 求 4 的 上 界 集 . tb) 求 和 的 于 界 集 . 
fcey supf4) 存 在 吗 ? (dy inf 4) 存在 吗 ? 
14.61 对 5 的 子 集 旦 一 11,2,4,7) ,回答 问题 14, 60. 
14.62 ”考虑 常 序 有 理 数 集 息 设 A 一 (zizEQ 且 5<mm<27}， 
ta) 太 有 上 界 或 下 界 吗 ? 
(by supt 访 ) 或 inft 态 ) 存 在 吗 ? 
14. 63 ”考虑 常 序 实数 集 及 . 设 4 一 {z:rE 且 5<z<27)， 
《al 各 有 上 界 或 下 界 吗 ? 
Cb) sup {总} 或 inf4) 存 在 吗 ? 


同 构 库 集 ” 同 构 映 射 


14.64 设 S 为 图 14- 21fa 中 的 序 集 ,假设 4-=11,2,3,4,5} 与 S 同 构 , 同 构 英 射 汶 ， 
一 (Ka :1)，(a,d) (cs5) (4,2), Ce,3)} 
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14.65 
14. 066 
14. 67 


14. 68 


良 序 集 


14.69 


14. 70 


14.76 


14.77 


14.78 


画 出 A 的 Hasse 图 . 

求 具 有 3 个 元 素 aiac 的 非 同 构 偏 序 集 的 个 数 , 并 画 出 它们 的 Hasse 图 . 

求 具 有 4 个 元 素 a,58,c ,4 的 连通 的 非 同 构 偏 序 集 的 个 数 , 并 画 出 它们 的 Hasse 图 ， 

求 相似 映射 ,六 SS 一 5 的 个 数 ,5 是 下 面 的 有 序 集 :ra) 图 14~20ta);(b) 图 14-20(b)ifc) 图 14- 20 
Coe), 

证 明 序 集 的 同 构 关系 A 二 B 是 一 个 等 价 英 系 , 即 :(a) 对 于 任何 的 序 集 4 ,4 一 Ai(by 若 4 一 五 , 则 B 二 
由 He) 若 4 一 了 上 且 用 一 局 , 则 4 人， 


假设 S 是 六 = falyaz ya 呈 一 人 太太 Ciscoyes) 的 并 ,排序 如 下 
S={AyB;C}= {a sas by barr sc ces) 

Ca) 证明 S 是 良 序 的 . 

Cb) 求 S$S 中 所 有 的 极限 元 素 . 

Ce) 证 明 5 与 常 序 集 N 一 11,2,…} 不 同 构 . 

设 序 集 4 一 {a,58,c) ,其 中 pc 设 常 序 集 RN 一 !1 2.) 

(a) 证 明 $= {141N) 与 N 同 构 . 

(b) 证 明 S 二 {N:A} 与 N 非 同 构 . 

假设 A 是 关系 私下 的 一 个 良 序 集 ,也 是 逆 关 系 关 下 的 一 个 息 序 集 ,描述 4. 

假设 和 B 是 同 构 良 序 集 ,证 明 只 有 惟一 的 …… 个 辐 构 映射 /:.A 一 B. 

设 S 为 一 个 良 序 集 , 对 于 任何 的 aES, 集 合 S(a) = 二 {x:z<a} 被 称 为 a 的 前 缀 ,证 明 S 不 能 与 它 的 一 
个 菠 妇 同 构 . {提示 :用 问题 14. 30). 

恨 设 Sta) 和 3( 的 是 一 个 良 序 集 3 的 两 个 不 同 的 前 织 , 证 明 Sta) 和 SiB) 不 能 闻 构 . 
‘提示 ;用 问题 14. 73) 


考虑 图 14 - 22ta) 中 的 格 工 . (a) 找 出 含有 5 个 元 圳 的 所 有 了 格 ,. Cb》 找 出 所 有 并 不 可 约 的 元 素 和 原 
子 . tc) 车 & 和 上 & 的 补 元 存在 ;请求 出 . id) 工 是 分 配 格 吗 ? 工 是 有 补 烙 吗 ? 


图 14-22 


考虑 如 图 14- 22(b) 中 的 格 ,(a) 求 并 不 可 约 元 素 . 1b) 求 原子 . Lc) 求 a 和 5 的 补 元 ,车 它们 存在 的 
话 . (d) 表达 居中 每 个 xz 成 两 两 不 可 比 的 并 不 村 的 元 素 的 并 . (ey M 是 分 配 格 吗 ? M 是 有 补 格 吗 ? 
考 洪 图 14 - 23ta} 中 的 有 界 格 工 . 

(a) 若 a 和 上 了 的 补 元 存在 ,请 求 出 

tb》 用 尽 可 能 多 的 方式 ,把 I 写成 两 两 不 可 比 的 并 不 可 约 元 素 的 并 . 

{c) 工 是 分 配 格 吗 ? 

(d》 描述 工 与 自身 的 同 构 . 

考虑 图 14 - 23(b) 中 的 有 界 格 . 

ca) 找 出 & 和 ec 的 补 元 ,如 果 存 在 的 话 . 

《by 用 尽 可 能 名 的 方式 ;把 1 写成 两 两 不 可 比 的 并 不 可 约 元 素 的 并 . 

te) 工 是 分 配 格 吗 ? 

cd) 描述 工 的 自 同 构 ， 
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14. 79 


14. 81 


14. 2 


14. 383 


14.84 


14. 85 


14. 40 


14. 41 


考虑 图 14 - 23i{c) 中 的 有 界 格 工 

Ca) 求 a 和 c 的 补 元 ,如 果 存 在 的 话 ， 

Cb} 用 尽 可 能 儿 的 方式 .把 了 写成 陋 两 不 可 比 多 并 不 可 约 旗 素 的 并 . 
《o 工 是 分 配 格 吗 ? 

(qd) 描述 工 的 自 同 构 . 


A~、 
不 王 人 人、 | 
7 


5 i te 
RNA NAN 
5 Be 
a) ic) 
图 14- 23 
考虑 格 Dw 一 {1,2,3,4,5.6,10,12,15,20,30, 人 的 ) ,有 则 60 的 因数 在 整除 甘 系 卜 序 集 . 
ta) 画 出 Dro 的 Hasse 图 . 
Ch》 哪些 元 素 是 并 不 可 约 的 ? 哪些 元 素 是 原子 ? 
to 车 2 和 10 的 补 元 存在 ,请 求 出 . 
cd) 描述 到 自身 的 同 构 . 
考虑 按照 整除 关系 排序 的 正 整 数 格 N. 
Ca) 哪些 元 素 是 并 不 可 约 的 . 
{b) 哪些 元 素 是 原子 ? 
证 明 下 列 “ 能 ”的 分 配 律 对 任何 一 个 格 都 成 立 ， 
(Dav pAStaV DA tay e). 
thy ah DY oa YY Cah ec). 
设 5S 二 11,2.3,4}), 用 记号 [1,2,3,4j] 二 Lt1,2},{3},14}]. S$ 的 三 个 划分 是 
P;=[12,3,4],P:=[12,34];P,=[13,2,4]. 
(al 我 出 S 中 另外 9 个 划分 ， 
tb) 设 工 是 按照 加 绍 排序 的 S 的 12 个 划分 攀 成 的 集合 , 即 :已 二 一 , 若 叫 的 每 一 块 都 是 局 的 基 一 
块 的 子 集 , 例如 已 和 Ps ,但 Pa 与 Pi 是 不 可 比 的 ,证 明 工 是 有 界 格 , 画 出 它 的 Hasse 图 ， 
格 工 中 的 元 素 a 是 交 不 可 约 的 ,车 a 一 + 信 y 蕴含 ea 一 工 或 < 一 凡 在 下 面 格 中 找 出 所 有 变 不 可 约 的 元 
蓝 .(a) 图 14-226al fb 图 14-22rb7 fc Da 参照 问题 ]4. 80). 
格 M 叫做 裤 格 ,如 果 aa 和 ec 草 合 a¥v bh ay ob he, 
Ca) 证 明 每 个 分 配 略 是 模 格 . 
Cb) 验证 图 14 - 7(b) 中 的 非 分 配 格 是 模 格 ,因此 (a) 的 逆 不 真 . 
(ce 证 明 :14 -~ ?ta 中 的 非 分 配 格 是 非 模 格 . 
(事实 上 ,能 够 证 明 每 一 个 非 模 格 包含 ~ 个 与 图 14 -7(a) 同 构 的 子 格 }. 
设 民 是 一 个 环 ,I 是 RR 中 所 有 理想 的 集合 . 对 于 民 中 的 理 起 了 ,到 . 定 尽 
VR=J+KIAR=INK. 
证 明 工 是 一 有 界 格 . 


补充 题 管 案 


(a) 极 小 元 :4,6; 极 太 元 :1.,2. 

(tb) 都 没有 . 

Coy 13 {1367 {23.4} 243.6), {2.5.6). 
(a) 极 小 元 ;2 记 极 大 元 :a. 

kb) 极 小 元 :无 :最 大 元 :a， 
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tc) 有 11 个 ;dfebca,d ferbe sd feeba, fdebca, raeia fdreha, fedbca, fedcba , fedeba, fecdba, fcedba. 


Id4. 42 见 图 14 一 24. 


{1 3, 4} (2. 3. 4} 


RE 


14,. 43 抑 加 14 - 25. 


入 ， 
~ < 
入 


a 
一 一 一 上 一 一 吕 


14.45 提示 ; 画 S$ 的 Hasse 图 . 
(a) 极 小 元 :e; 极 太 元 :a,d. 
{by 最 小 元 :6; 最 大 元 :没有 . 
(cy (cz {bc}. 
14.46 (a) 错 .例如 :NU {a} ,其 中 1<&a 和 N 按 所 排序 ， 
{b>》 正确 . 
《c) 正确 . 
14.47 (a) 极 小 元 :a; 极 大 元 :de. 
Cb) 最 小 元 :a; 最 大 元 ;没有 
《ce) 和 性 何 包 传略 去 a 的 子 集 , 即 cycbycd ,ce ycbad cheycde,abde, 
《dy ccd ,cescde. 
te) abd, acd,ace. 
14. ra) 概 小 元 ;a1b; 极 大 元 :e; 
(b? 最 小 元 :没有 ;最 大 元 :没有 ， 
《c) aceracf ,bees be f bed f. 
14. 4 fa) 4 fb) 没有 . 
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14. 6S 
14. 06 


14. 67 
14. 69 
14.70 


14.7] 
14.75 


14.76 


14.77 


《ay 6，(b) 没有 ， 

aprde abeed vactde sa: ec vacebd. 

11, 

a dc cd. 

极 小 元 : (p,2) 其 中 马 是 一 个 素数 ,无 极 大 元 . 

tay any at .gO Orrarm,.one, gate, gone, about, oceur, 
【by an,about, arm, at, gatey go, KONE, OCCUT ONE , Or, 
(al ‖ ;> COl; (<. 

les ly Da ,20,22,35,4D,42, 

《al erf sg: Ch} as Cc) sup CAY— estd) inf CA a. 
Cay eng fb) 元 ;cy sup (Be (Cd) 无 . 

{tay 1,2.3, (bY) 8 (ey suptA} 3. fdyinf( AAA 一 8 
(无 ;(b) 8;(0) 无 :td inf(B) 二 8. 

(a) 两 者 都 是 ; (b) sup(A)7=-3,int(4) 不 存在 . 

Ca) 两 者 都 是 ;Cb) sup(A4)==3,inf(A)== 克 . 

机 图 14- 27. 


AAA 
~ 
图 14- 27 


4 种 : (1) aascrf2y apecy(3) Daccid qa, 
四 种 ,见长 1 4 一 28, 


[机 
i 


中 
了 
总 


(1} {2) [ay 


(8) 1, 恒 等 映射 (bl 1. Ce) 2. 

{hb 如 yo. 《cy N 没有 极限 点 ， 

Ca) 通过 fa 一 1 ,让 二 2 了 3) 二 3, fF(2) 二 #8 十 3 定 半 ff:SN 
(b) 元 素 4 是 S' 的 一 个 极限 点 ,但 N 没有 极限 点 . 

六 是 有 限 线性 序 集 . 

{ay 六 种 ;Dabed TD0aca ,Dade TObce Oarce ,Ocde 了 

【by CD) ob,esd Cid) arbye. 

tc) cye 是 a 的 补 元 ,没有 补 元 . 


【9) 不， 不. 

(ay odecrgsy, Ch) 全 ie。 

(ey argib! 天. 

{dy I~—~aV gf=ayb=—=avVc ebYy cad—aYyec 
其 他 元 紊 是 并 不 可 的 的 . 

(ey 不, 不， 


aye 没有 ,六 有 上 由 和 cc， 
{by I=e¥ dV f=bVeYy foW dy ff. 
(cy) 不 ,因为 分 解 式 不 惟一 . 


14. 78 


14.79 


14. 30 


14. 81 
14. 33 


14. 84 


14.85 
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(Cd) 两 种 :0,d ,ef 了 必须 上 映射 到 自身 . 因此 一 14,L 上 恒 等 映射 成 F 二 { (b,c) ,tr,)}. 
tay a 有 csc 有 a 和 5. 

{by T=a¥ c=b Ye 

《cy 不 . 

《d) 两 种 :0,c,d, 了 必须 映射 到 自身 ,因此 /一 1 或 /一 {a, 耻 (8,a01. 

faa 月 ec 有 5 和 ee. 

thyl=aYVe—bV c=eYe. 


《cy 不 是 . 

(由 两 种 ,0,d,T 映射 到 自身 ,因此 /一 1 或 了 Te 的 全,afcyeD (dyey). 

Ca) 网 图 14- 29，(b) 1,2,3,4,5, 原 子 是 2,3,5. 的 

(cy 2 没有 ,40 有 3. ,一 -一 ~ 

Cd) 60=4YV 3V 65,50—2Y3V5,20—=4Y5, ZC N,N, 
4 


15 一 3V5,12 一 3Vd4,10 一 2V5,6 一 2V 3, 1 > 之 > 
(a) 率 数 的 突 和 1.(b) 素 数 . 1 一 
Ca) [1,2,3,4] 1014,2,3],013,24],C14,23], 1 


[123,4].[124,3],[134,2],[234,1],[1234]. 


“b) 见 图 14 - 30. 图 14- 29 
[1234] 
[123 4 [124, 3] [134, 3] [234, 1] 
[2 3 113, 之 4 114, 2, 3] 123 1,. 4] [24, 1.3] [34, 1, 2] 
[1, 2, 3, 4] 
图 11- 30 


从 几何 意 关 下 ,一 个 元 如 a 才 1 是 交 不 可 约 的 ,当量 公 当 4 上 只 有 一 个 直接 继 元 ， 
《ay acidel, 【bo abds fg:l. 
tc) dO, 12,15 ,60, 
ta) 车 asc: 则 avwre 一 <c. 
因此 

av pho=tay Dm Alay n=uayn he. 
tc) 这 里 a 夺 cy 但 aV tA 一 a¥0=# 和 ay 详 太 cc 二 1c 一 c; 因 此 

有 内 


第 十 五 章 布尔 代数 
15.1 引 言 


集合 和 命题 都 满足 相似 的 法 由 ,我 们 已 在 表 1 - 1 和 表 4- 1( 分 别 在 第 一 章 和 第 四 章 ? 中 列 
出 , 这 些 法 则 被 用 于 定义 一 种 抽象 的 数学 结构 ,叫做 布尔 代数 . 这 是 以 数学 家 George Boole 
(1813 一 1864) 命 名 的 . 


15.2 基本 定义 


市 是 一 个 非 空 集合 ,具有 二 元 运算 十 和 x ,一 元 运算 “和 两 个 不 疗 的 元 素 0,1. 称 B 为 
一 个 布尔 民 数 ,车 对 尾音 的 a,5,cEB, 了 以 下 公理 满足 . 

LB; ] 交换 律 

(1a} atp—=pia; (1b) a*p—p*a., 
LBzj] 分 配 律 

《2a) at thc) s(tath) * (atc)s 

【2b》 ao (BHO= at (ac). 
LB; ] 单位 元 律 

(3a) CT 十 0 一 ai (3b) ax 1=a. 
LB ] 互补 律 

Cda} ata’ =—=1; (4b) ax*a’ =—t). 

有 时 , 当 我 们 要 强调 其 六 个 部 分 时 ,用 (B, 十 ,x ，,0,]) 来 表示 一 个 布尔 代数 . 称 0 为 零 元 
素 ,1 为 单位 元 素 ,a 为 a 的 补 . 通常 ,我 们 省 略 符号 * .这样 , (2b) 就 可 以 写成 a 性 十 疏 二 
aa 十 ac: 这 和 是 环 和 域 里 裔 悉 的 恒等式 . 但 是 , (2a) 写 成 a 十 如 一 《a 六 拉 (a 十 疏 , 这 与 普通 代数 中 
的 分 配 律 不 同 . 

运算 十 , x 与 “分 别称 为 和 , 积 与 补 , 如 果 没 有 括号 的 话 , 则 可 采用 习惯 的 方法 .“ 运算 优 
先 于 * 运算 ,= 运算 优先 于 十 运算 . 例如 ， 

十 xc 表 了 水 a 十 (¥* 避 而 不 是 ta 车 们 Cc， 

ax 用 表示 ax (8 而 不 是 (a x 反 ). 
当然 , 当 a 十 Px 7r 写成 < 十 bc 时 ;其 意思 是 清楚 的 . 

例 15.1 (a) 假设 B==10,1} 是 一 个 位 元 (二 元 数码 ) 的 集合 ,具有 二 元 运算 十 和 * ,一 元 运 
算 “, 如 图 15 - 1 定义 . 这样 B 就 是 一 个 布尔 代数 . ( 注 ;“ 的 简单 运算 是 :1 一 0,0 一 
1). 


图 15-1 
(b) 设 Br 二 BXBX*XB(n 个 因子 ) ,运算 十 ,* 和 “用 各 个 分 量 定义 , 见 图 15 - 1. 
为 了 方 全 起 见 , 我 们 把 B" 的 元 素 写 成 没有 人 如 号 的 位 位 元 序列 . 例如 ,z=110011， 
3 一 111000, 这 都 属于 B*., 因此 
7 十 y 一 111011,zx wy 一 110000,z 一 001100. 

这 样 下 就 是 一 个 布尔 代数 . 这 里 0 二 000…0 是 零 艺 素 ,1 一 111…1 是 单位 元 素 . 我 们 
注意 到 B" 有 2 个 元 素 . 

(c) 设 Dn 一 {1.2,5,7,10,14,35,70), 其 中 的 元 素 都 是 70 的 因数 . 在 Do 上 定 头 十 ， 
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x 和 “: 


a+#=licm(at} a * b=—=gcdiab) .a= 并 


这 样 Di 是 一 个 布尔 代数 ,具有 零 泡 素 1 和 单位 元 素 ?0. 
《gd 设 C 是 一 个 集 悉 ,对 于 集合 运算 的 并 、 交 ., 补 都 是 封闭 的 , 这 样 C 就 是 一 个 布尔 
代数 ,具有 空 集 馈 作为 零 元 素 , 全 集 遇 作为 单位 元 素 , 


子 代 数 , 同 板 的 布尔 代数 


设 忆 是 布尔 代数 B 的 一 个 非 空子 集 . 如 果 C 本 身 是 布尔 代数 (相对 于 B 的 运算 ) ,我 们 就 
称 C 是 B 的 一 个 子 代 数 . 注意 CC 是 B 的 一 个 子 代数 当量 仅 当 C 对 于 BB 中 的 三 种 运算 ,如 十 ， 
x 和 “都 是 封闭 的 , 例如 ,{1,2,35,70} 是 例 15. 1Ce) 中 Dm 的 一 个 子 代 数 . 
两 个 布尔 代数 旦 和 B' 称 为 同 攀 的 ,如 果 有 一 一 对 应 ( 双 射 ;f;B 一 B', 并 保持 这 三 种 运算 ， 
即 ,使 得 对 于 B 中 的 任意 元 素 a 和 ,有 
flat = 0 4 Fax 站 一 Fa FCO)UO fla’) = fay. 


15.3 ”对偶 性 


在 布尔 代数 中 ,任意 命题 的 对 惕 是 由 在 原 命题 中 交接 运算 十 和 x* ,并 交换 单位 元 0 和 1 得 

到 的 命题 . 例如 
(十 &) x* (十 0) 二 6 的 对 掉 合 题 就 是 (0 x a} 十 (bx 1) 王 4. 

显然 布尔 代数 B 的 公理 是 对 称 的 . 妈 ,B 的 公理 集 的 对 偶 与 大 公理 集 是 相同 的 . 因此 ,在 8 中 
成 立 重 要 的 对 偶 原 理 , 即 ， 

定理 15.1 (对 偶 原 理 ) 任何 布尔 代数 的 真 命题 的 对 侦 仍 是 真 命题 . 

换 句 话说 ,如 果 一 个 命题 是 布尔 代数 公理 的 结论 ,那么 对 侦 命 题 仍 是 那些 公理 的 结论 , 央 
为 只 要 把 原来 命题 的 证 明 的 每 一 步 换 成 对 侦 形 式 即 能 证 明 对 侦 命 题 . 


15.4 基本 定理 


由 公理 [LB] 一 [Bj ,可 证 明 ( 问 题 15.5) 下 列 定理 . 
定理 15.2 设 a,5,c 是 布尔 代数 B 中 的 任意 元 素 . 


(DD 每 等 律 . 

(5a} a+a=a; (5b} a #* a=a. 
(ii) 有 界 律 ， 

(6a) 4 十 1 一 1 (6b} 和 xD 一 0。 
《ai 吸收 律 : 

《7a7y a (lab)=a; 《7b) a x (ab) =a. 
(iv) 结合 律 : 


{8a) (Cato) 直 < 一 在 十 (十 5 Cb) Cax bd) c=ax he 

定理 15. 2 和 我 们 的 公理 仍 不 能 包含 表 1- 1 中 所 列 出 的 集合 的 性 质 . 下 面 的 两 条 定理 将 
给 出 其 余 的 性 质 . 

定理 15.3 设 a 是 布尔 代数 B 中 的 任意 元 素 . 

(i) 《 补 的 惟一 性 】 如 果 a 十 x 一 1 且 a xxzx 二 0, 那么 r=a'. 

(ii) 《对 合 律 ) (a 一 a， 

《iiy《9ay 0=1; (9b) 1’~—0. 

定理 15. 4 [DeMorgan 律 ) (10a) tab 一 a’ * Bb ;(10b) (axb)’ =a’ 二 5, 

这 些 定理 将 在 问题 15. 6 和 15.7 中 证 明 . 


15.5 ”作为 格 的 布尔 代数 
根据 定理 15. 2 和 公理 [Bi j .每 个 布尔 代数 都 满足 结 台 律 , 交 换 律 和 吸收 律 ,因此 它 是 一 个 
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格 , 并 且 十 和 * 处 分 别 为 V 和 A 运 算 . 相对 于 这 个 格 , 对 于 任意 元 素 aE Ba 十 1=1 交合 a 所 1， 
而 ax*0=0 列 含 0 所 a. 于 是 :了 是 一 个 有 界 格 . 进一步 ,公理 LB,] 和 [LBs] 表 明 B 也 是 分 配 格 和 
有 补 格 . 反之 ,每 个 有 界 的 ,分 配 的 ,有 补 的 格 工 满足 公理 [Bj]~jBsyj, 因此 ,我 们 有 下 列 定 义 
替换 定义 ”一 个 布尔 代数 B 是 一 个 有 界 的 ,分 配 的 ,有 补 的 格 . 
既然 布尔 代数 昌 是 一 个 格 , 它 就 有 自然 的 偏 序 关系 (所 以 能 够 作出 它 的 Hasse 周 ). 当 等 
价 条 件 a 十 5 二 5 且 a x 5 一 a 满足 时 ,我 们 定义 sse 在 布尔 代数 中 ,我 们 实际 上 能 给 出 更 多 的 


等 价 条 件 ， 
定理 15.5 在 布尔 代数 中 ,下 列 条 件 是 等 价 的 
【17 已 十 右 一 已 (2) a ¥ =a 
(3) ua’+#—=1 (4) a * b=0. 


这 样 ,在 布尔 代数 中 ,只 要 知道 上 列 四 个 条 件 之 一 基 正 确 的 话 , 我 们 就 可 以 写 a 

例 15.2 (a) 考虑 一 个 集 笋 上 的 布尔 代数 . 如 果 4 是 B 的 一 个 子 集 , 那 么 A 先 于 B. 定理 
15. 4 表明 如 果 4 到 了 (如 图 15- 2) ,那么 以 下 等 式 成 立 ， 
(1) ALB=B (2) ANMNB= 和 六 
(3) A‘ LB=U (4) AN B=. 
《b) 考虑 布尔 代数 Dzo, 如 果 a 整除 ,那么 < 先 于 ,在 这 个 例子 中 ,lemta,&) 一 6， 
gcdta 的 = 一 ca 例如 , 邻 4 二 2,5 二 14, 那 么 下 列 等 式 成 立 : 
{1) lem(2,14)= 14 (2) gcd{2,14)=2 

3) lemg2a ,14 一 lemg35,14) 一 70 (4) ged(2,14) =—gcd(2,5)=1]. 


4 是 引 的 一 个 子 集 
图 15-2 


15.6 表示 定理 


假设 BB 振 一 个 有 限 的 布尔 代数 . 回忆 (14.3 节 }B 中 的 元 素 a 是 一 个 原子 ,如 果 a 直接 跟 
着 0, 也 就 是 说 ,如 果 0<&a. 设 六 是 B 的 原子 的 集合 且 PLA; 赴 原子 集 有 的 所 有 子 集 的 布尔 代 
数 , 由 定理 14.8,B 中 每 一 个 x 关 0 都 可 以 惟一 表示 成 (除了 顺序 ;原子 的 和 (并 ), 即 A 中 的 元 
素 的 和 (并 ). 比如 ， 


工 一 G 十 Qs 十 十 a 
是 这 样 的 一 个 表示 , 考虑 函数 f:B ->P(A) ,这 里 
一 人 eye 
这 种 映射 是 良好 定义 的 ,因为 表示 方法 是 惟一 的 . 
定理 15.6 ”上面 的 映射 7;B 一 P(A) 是 一 个 同 构 映射 . 
外 此 可 见 集 合 论 与 抽象 布尔 代数 之 间 的 本 质 联系 ,每 一 个 有 限 布尔 代数 在 结 徇 上 与 一 个 
和 集 艇 上 的 布尔 代数 是 相同 的 . 
如 果 集 合 4 有 = 个 元 素 , 那 么 它 的 曙 集 P(A) 就 有 2 个 元 素 . 同 此 ,由 上 述 定理 15.6 可 
得 到 下 列 结 论 . 
推论 15.7 ”一 个 有 限 的 布尔 代数 有 2"” 个 元 素 ,n 为 正 整 数 ， 
例 15.3 考虑 布尔 代数 Dr=11,2,5,……70;) ,如 图 15- 3(a). 注 意 A=12,5,7} 是 Do 的 原子 
的 集合 . 我 们 用 原子 惟一 -表示 每 个 非 原 子 : 
10 一 2V5,14 一 2V7,35 一 5V7,70 一 2V5V7， 
图 15 一 3tb) 给 出 原子 集 六 的 窒 集 P(AA) 的 布尔 代数 的 Hasse 图 , 显然 这 两 幅 图 在 结 
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构 上 是 相同 的 . 
了 30 过 
10 14 35 12,3} 人 23 {3,7} 
! 二 — ,一 <| 14 一。 ， 
下 > i il 
ia} Dr (hb) PA) 
图 15-3 


15.7 集合 的 积 和 式 


本 节 通 过 集合 论 的 一 个 例子 来 引出 布尔 代数 中 积 和 式 的 概念 . 考虑 图 15 - 4 中 的 三 合集 
合 4, 忆 和 CC 观察 这 些 集合 划分 息 形 (人 全集? 为 八 个 小 块 ,表示 如 下 : 

(4mBsnc， 27 ANBNC, 3) ANBNMC, (WAMNBNC, 

(5) ANMNE MC, (6 AMBNC, DANBNMC, WAMNMENC, 
这 八 个 集合 的 每 一 个 都 是 由 A* 们 B* 门 C* 的 形式 构成 的 ,这 里 

六 *' 一 站 或 A ',B* = 二 BB 或 B',C* = 二 CC 或 C' 
考 哄 任何 一 个 由 ,B,C 表示 的 非 空 集合 五 . 比如 ， 
E=[(ANBO UANMNCIINLGE UOMNAUCY. 

这 样 巨 就 代表 了 图 15 -4 中 的 菜 一 块 , 因此 ,五 将 惟一 表示 成 
八 个 集合 中 的 一 个 或 多 个 的 并 集 ， 

假设 我 们 将 并 作为 和 , 交 作 为 积 . 这 样 , 上 列 的 八 个 集合 就 
是 积 ,而 王 惟 一 表达 式 就 是 一 个 积 的 和 (并 ), 这 种 五 的 惟一 的 
表达 式 与 下 面 将 要 讨论 的 布尔 代数 的 完全 的 积 和 式 E 是 相同 
的 ， 


15.8 布尔 代数 的 积 和 式 


考虑 一 个 变 元 5 字母 或 符号 7) 的 集合 ,比如 ri rs，zn， 

由 这 些 变 元 构成 的 术 永 表达 式 巨 有 时 写作 已 (zzs zw 是 一 个 变 元 或 这 些 变 元 通过 布尔 
运算 十 , * 和 “构成 的 式 子 . (一 般 地 ,表达 式 玉 必 须 是 朗 好 构成 的 ; 即 十 和 * 用 于 二 元 运算 ，* 
用 于 一 元 运算 . ) 例 如 

Ei=(Crtye) trye tr yy 和 Em—((ryr ty) Tr 
是 关于 x,y,x 的 布尔 表达 式 ， 

一 个 文字 是 一 个 变 元 或 变 元 的 补 . 例如 xzr ,yy 等 等 , 一 个 基本 积 是 一 个 文字 ,或 两 个 
或 多 个 文字 组 成 的 积 , 在 这 个 积 中 没有 两 个 交 宁 包含 同 -个 变 元 . 困 此 ,zz zy zy ye 
是 基本 积 , 但 是 xyz'x 和 zyzy 不 是 . 注意 ,任何 文字 的 乘积 可 以 简化 为 0 或 者 一 个 基本 积 , 例 
如 zyzz 一 0, 因 为 zz 一 0( 互 补 律 ) ;zysy= 一 zz 因为 yy 一 %( 入 等 律 ). 

如 果 基 本 积 Pi 中 的 文字 也 是 基本 积 P; 中 的 文字 ,那么 称 Pi 被 包含 在 已 之 中 . 例如 : 
zx 包含 在 TI'yz 中 ,但 是 zz 不 包含 在 zy'z 中 ,因为 x 不 是 xy'x 中 的 文 宝 . 经 观察 ,如 果 PP， 
包含 在 Ps 中 ,就 说 P; 一 了 I < Q@, 根 据 吸收 律 ， 

PiTP;=Pl++P *Q=P 
于 是 有 例子 EE 上 工人 一 工人， 

定 义 ”车 布 尔 表达 式 忆 是 一 个 基本 积 或 是 两 个 或 更 密 基 本 积 的 和 , 旦 这 些 积 是 屯 不 包含 

的 ,这样 的 一 个 布尔 表达 式 王 称 汶 各 和 表达 式 ， 


图 15-4 
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定义 ” 设 巨 是 任意 的 布尔 表达 式 .上 的 一 个 积 和 去 是 一 个 等 愉 的 布尔 积 和 表达 式 . 
例 15.4 考虑 表达 式 
Fi=zxz 二 yz 二 xy 瑟 一 zz 2 yr’ 十 工 y sx， 
虽然 第 一 个 表达 式 EE 是 积 的 和 ,但 是 它 不 是 积 和 表达 式 . 特别 地 , 积 xz 包含 在 积 
zyz 中 ， 但 是 ,根据 吸收 律 ,Ei 可 以 表达 为 
五; 一 了 ge + ye7zye 一 2 十 了 十 y 一 Te 十 人 
这 是 的 积 和 表达 式 . 第 二 个 表达 式 E 已 经 是 积 和 表达 式 ， 


求 积 和 表达 式 的 算法 


下 面 的 四 步 算 法 是 应 用 布尔 代数 的 定律 将 尾 一 布尔 表达 式 王 化 为 一 个 等 价 的 积 利 表达 
式 ， 


算法 15. 84 输入 一 个 布尔 表达 式 E, 输出 一 个 与 上 等 价 的 积 和 表达 式 . 

步 强 1 应 用 DeMorgan 律 和 对 合 律 把 补 运算 放 到 括号 里 面 去 ,直到 最 后 补 运算 仅仅 出 现在 
变 元 上 . 那么 ,三 就 仅 由 文字 的 积 与 和 组 成 ， 

步骤 2 利用 分 配 律 把 王 变 为 积 的 和 . 

步骤 3 利用 交换 律 , 寡 等 律 和 互补 律 把 王 中 的 每 一 个 积 变 为 0 或 一 个 基本 积 . 

步骤 4 简 用 吸收 律 和 单位 元 律 把 FE 变 为 一 个 积 和 表达 式 . 


例 15.5 算法 15.8A 用 于 下 列 的 布尔 表达 式 

下 一 (Cr zz te) (ly 2 )). 

步骤 1 由 DeMorgan 律 和 对 合 律 ,得 
E=((zry) Fz (tr ta) ye) ory zr (re 十 yz). 

现在 五 只 是 由 文字 的 和 与 积 组 成 . 
步骤 2 由 分 配 律 ,得 

E=zxyre + ryve+ re ee ye, 
现在 到 是 积 的 和 . 
步骤 3 由 交换 律 , 稳 等 律 及 互补 律 ,得 

E=xyz' 十 zyz 十 2 :十 0 
玉 中 的 每 一 项 都 是 基本 的 积 或 0. 
步骤 4 积 ac 包 含 在 abe'. 因此 ,根据 吸收 律 ,有 
XE (re y=. 
因此 ,我 们 可 以 从 和 中 删除 csc ,并 由 单位 元 律 , 从 和 中 删除 9, 由 此 ， 
五 一 和 yz 十 ze 


现在 王 是 积 和 表达 式 . 
完全 积 和 式 


”一 个 布尔 表达 式 E 一 E(x za) 是 一 个 党 全 积 和 表达 式 , 若 下 是 一 个 积 和 表达 式 ， 
并 且 每 个 积 也 包括 了 所 有 的 = 个 变 元 , 如 此 的 一 个 基本 积 了 被 称 为 极 小 项 .对 于 nn 个 变 元 ,如 
此 的 积 共有 2" 个 . 

定理 15,8 ”每 个 非 零 的 布尔 表达 式 EE 一 (zi ,xz;，,…,zx,) 等 价 于 惟一 的 完全 积 和 表达 式 . 
上 上 面 关于 瓦 的 惟一 的 表达 式 被 称 为 王 的 完全 积 和 式 . 回忆 算法 15. 8A 我 们 知道 如 何 转变 
巨 为 一 个 积 和 式 , 下 面 的 算法 给 出 将 积 和 式 化 为 完全 积 和 式 的 方法 . 


第 十 五 意 布尔 代数 


算法 15. 8B 输入 一 个 布尔 积 和 震 达 式 EE==Ecxi xs,…:X,). 输 出 一 个 与 EE 等 价 的 完全 积 和 
表达 式 . 
步 又 1 找 出 EE 中 不 包括 变量 zx; 的 积 P, 然 后 以 z 十 x' 莱 ,删除 重复 的 积 . (这 是 可 能 的 ， 
因为 十 >. 一 1, 还 有 P 十 P=P). 
步骤 2 重复 步 又 1, 直到 王 中 每 一 个 积 忆 都 是 极 小 项 , 即 每 个 积 卫 包括 所 有 的 变 元 . 


例 15.6 用 完全 积 和 式 表示 了 (zz 一 了 (wz 
Ca) 算法 15. 8A 用 于 瑟 得 
E=x(yz)=7r{(y+z)=7ry+ xr’. 


现在 玉 是 积 和 表达 式 . 
(b) 算法 15, 8B, 用 于 区 得 
FEF =zy(zt+z)+zrz (yy ) =ryzt ye Try ry 
=xzye+ rye cry’. 
现在 互 是 完全 积 和 式 . 
注 这 一 章节 的 术语 还 不 是 标准 的 , 布尔 表达 式 五 的 积 和 式 也 叫做 五 的 分 离 正 规 式 或 
DNF,E 的 完全 积 和 式 也 叫 敌 记 的 完全 分 离 正规 式 或 是 王 的 极 小 项 标准 式 . 


15.9 极 小 布尔 表达 式 , 索 隐 项 


有 许 包 方法 可 以 表示 同一 个 布尔 表达 式 上 . 这 里 我 们 定义 并 研究 证 的 极 小 的 积 和 式 . 还 
要 定义 并 研究 三 的 素 隐 项 . 因为 极 小 的 积 和 式 涉 及 到 素 隐 项 . 其 余 极 小 式 也 存在 ,但 它们 的 研 
究 已 超出 了 本 书 的 范围 ， 

极 小 的 积 和 式 


考 虚 一 个 布尔 积 和 表达 式 FE. 设 丘 表示 中 文字 的 数目 (重复 计数 ), 设 Es 表示 玉 中 和 
项 的 数目 , 例如 ,假设 


E=2yz ry tr xyz tr yet, 
那么 
百 一 3 十 3 十 4 十 4 一 14.Fs 一 4. 
假设 三 和 下 是 等 价 的 布尔 积 和 表达 式 . 我 们 就 说 正比 下 简洁, 若 
(D ELF 上 且 开 es<F， 或 人 D Ei 所 且 EKEs 之 Fi ,我 们 说 百 是 极 小 的 ,如 果 没 有 比 瑟 简 
洁 的 等 价 的 积 和 表达 式 ,注意 可 能 有 不 止 一 种 等 价 的 极 小 积 和 表达 式 . 


素 隐 项 


一 个 基本 积 卫 被 称 作 一 个 布尔 表达 式 EE 的 素 隐 项 , 若 
P+E=E. 
且 P 中 不 包含 具备 这 个 性 质 的 其 他 基本 积 , 例如 ,假设 


E=zxy 十 xyz rx ye', 


我 们 能 (问题 15. 15) 证 明 
zz 十 EE 和 伯 xz 二 EE 有 x 二 +EAxE. 
因此 zx 是 五 的 一 个 紊 隐 项 , 
定理 15.9 一 个 布尔 表达 式 王 的 极 小 的 积 和 表达 式 是 下 的 素 隐 项 的 和 . 
下 面 基 于 基本 积 的 共识 给 出 一 种 求 三 的 素 隐 项 的 方法 . 这 种 方法 以 后 可 以 被 用 作 求 玉 的 
极 小 积 和 式 . 15. 12 节 将 给 出 求 素 隐 项 的 几何 方法 . 


+ 3798， 


* 380 * 
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基本 积 的 共识 


设 已 和 和 Pi 是 着 个 基本 积 , 面 且 怡 好 有 一 个 变 元 ,如 zz， 其 非 补 形 式 出 现在 一 个 积 中 , 补 
的 形式 出 现在 另 一 个 积 中 , 那么 已 和 P; 的 共识 是 在 x; 和 x 删除 后 的 文字 了 和 文字 P; 的 
积 ( 没 有 重复 ). (我 们 没有 定义 Pi 二 x 和 Pz 二 x 的 共识 ). 
我 们 有 下 面 的 引 理 (在 疝 题 15, 19 中 证 有 明 ). 
引 理 15. 10 ”假设 入 是 已 和 P; 的 共识 ,那么 ， 
P+P:;+Q= PP 十 卫 :， 


例 15.7 求 下 列 Pl 和 已 的 共识 ; 

(a) Pi=zxyz's, Pi =zxyt, 

删除 y 和 > ,然后 把 P: 和 已 : 的 文字 相 冬 (不 重复 ?就 得 到 QQ 一 rz sz 

《hy Pl=7y’ ,P= 

删除 y 和 > ,结果 是 QQ 一 zx. 

Cc) Pl 一 Te PP =x yt. 
没有 变 元 出 现在 一 个 积 中 ,和 且 它 的 补 出 现在 另 一 个 积 中 . 因此 .Pi 和 已 : 不 具有 共 
识 . 
《d) Pl 一 zz 也 一 zyg 
因为 zx 和 x 两 个 变 元 分 别 以 非 补 形式 出 现在 一 个 积 中 ,以 补 形 式 出 现在 另 一 积 中 ， 
所 以 P; 和 Pi 没有 共识 ， 


用 共识 方法 求 素 隐 项 
下 面 的 算法 ,叫做 共识 方法 ,用 于 求 布尔 表达 式 的 素 隐 项 ， 


算法 15.9A 【共识 方法 ) 输入 一 个 布尔 表达 式 ==Pi 十 Ps 十 … 十 Ps ,这 里 Ps 是 基本 积 . 输 
出 表达 式 王 ,以 它 的 素 降 项 的 和 的 形式 .定理 15. 11) 

第 一 步 ” 若 基本 积 P, 中 包含 其 他 基本 积 了; ,那么 就 把 P, 删除 . 

第 二 步 ”增加 P; 和 PP; 的 共识 驴 , 如 果 驴 不 包含 任何 Ps 根据 引 理 15. 10, 这 是 允许 的 ,》 

第 三 步 ”重复 第 一 步 与 第 二 步 , 直 到 第 一 步 . 第 二 步 不 能 用 为 引 , 


下 面 的 定理 给 出 了 上 看 算法 的 基本 性 质 . 
定理 15. 11 共识 方法 最 终 会 停 目 ,因而 下 由 它 的 素 隐 项 的 和 表示 . 
例 15.8 设 下 一 xyz 十 x 十 Xxyx 十 XY 十 yz ;那么 


EE 一 3g& 十 区 zxyz xy 《zz 和 包 会 这 之 ') 
=zxyz+zy Txye 二 zy % 十 Xxy 《xyz 和 zyz 的 共识 ) 
一 区 二 xyz+xy 《zyg 和 zyz 包含 3? ) 
=zxz 十 好 yy 十 了 yy 十 于 《zz 和 zy x 的 共识 ) 
一 了 二 xy 二 y 《zz 包含 zy"Y 
一 zz 十 Ty 十 Ty 十 ye . 《xx 和 xy 的 共识 ) 


现在 ,共识 方法 中 的 每 一 步 都 不 能 改变 E, 因此 EE 是 它 的 素 隐 项 的 和 ,这 个 和 出 
现在 最 后 一 行 , 即 zz ,zyyz3y 和 yz 
求 极 小 积 和 区 


共识 方法 (算法 15, 9A) 可 以 用 来 把 一 个 布尔 表达 式 于 表示 为 它 的 素 隐 项 的 和 . 下 面 用 这 
种 和 找 出 王 的 一 个 极 小 积 和 式 . 


第 十 五 章 ”布尔 代数 » 381 。 


算法 15. 9B 输入 一 个 布尔 表达 式 五 = 已 一 严 十 … 十 PP ,这 里 Ps 是 所 有 三 的 素 隐 
项 , 输出 五 的 极 小 积 和 表达 式 ， 

第 一 步 ” 表达 每 个 素 隐 项 P 作为 一 个 完全 积 和 式 ， 

第 二 步 “” 一 个 个 地 删除 那些 素 隐 项 ,它们 的 和 项 出 现在 其 他 素 隐 项 的 和 项 中 ， 


例 15.9 我 们 应 用 算法 15. 9B 于 
E=x'z 十 2 一 2 十 3 
(根据 例 15. 8,E 现在 表达 成 它 的 所 有 素 隐 项 的 和 . ) 
第 一 步 ” 把 EE 的 每 个 素 隐 项 表达 成 一 个 完全 积 和 式 , 得 到 
Xe =—=re yty = ye ry es 
一 人 二 二) 一 区 9 十 二 2 
人 一 一 和 
yx 一 32 rz 十 一 工 ye 十 工 vz 
第 二 步 zx * 的 和 项 是 xyz 和 xz yx ,它们 出 现在 其 他 的 和 项 中 . 因此 ,去 掉 zx * 得 
到 
E=xy+xy ye 
没有 其 他 素 隐 项 的 和 项 出 现在 剩 下 的 素 隐 项 的 和 项 之 中 ,因此 这 是 王 的 一 个 极 小 积 
和 式 . 换 铝 话说 ,没有 其 他 素 隐 项 是 多 余 的 , 即 如 果 保 持 五 不 变 , 没 有 其 他 素 隐 项 是 
可 以 去 掉 的 ， 


15. 10 逻辑 门 与 电路 


还 辑 电 路 (也 叫 全 运 辑 网 ) 是 由 某 种 被 叫做 逻辑 门 的 基本 电路 构成 的 , 每 个 逻辑 电路 可 以 
看 作 是 一 人 台 机 器 工 江 包含 一 个 或 多 个 输入 装置 和 惟一 的 输出 装置 .二 中 的 每 个 输入 装置 送出 
信号 ,具体 地 说 ,一 个 位 元 5 二进制 数 ) 


0 或 1 
对 于 电路 工 汪 处 理 位 元 集 产生 输出 位 元 . 于 是 一 个 2 -位 元 序列 可 以 被 分 配 到 每 个 输 人 装置 ， 
且 工 处 理 这 些 和 输入 序列 ,每 次 一 个 位 元 ,产生 一 个 了 -位 元 的 输出 序列 . 首先 我 们 定义 逻辑 门 ， 
然后 再 研究 逻辑 电路 . 


逻辑 门 

下 面 描述 三 种 基本 的 逻辑 门 . 我 们 采用 惯例 ,那些 从 左边 进 人 门 符 的 线 是 输 人 线 . 右边 的 
单线 是 输出 线 . 

Ca) 或 门 图 15 -5(a) 表 示 一 个 输入 为 A 和 B, 输 出 为 Y= 一 六 十 B 的 或 门 ,这 里 “加 法 ”由 
图 15 - 5Cb) 中 的 “ 值 表 ” 定 义 , 因此 输出 了 ==0 当量 仅 当 输 入 太 =0 且 B=0. 这 种 或 门 可 有 多 于 
两 个 的 输入 ,图 15 - 5(Cec) 表示 一 个 有 四 个 输入 4,B:,C,D 的 或 门 , 输 出 了 一 A 十 B 十 C 十 D, 只 
有 当 所 有 输入 都 为 零 时 ,输出 Y=0. 

例如 ,假设 图 15 - 5Cc) 中 输 人 数据 是 下 面 的 8- 位 元 序列 ， 

上 4 一 10000101,B 一 10100001,C 一 00100100,D 一 10010101， 


如 
Ce YA+B+OtD 


{a) 或 门 tb} (ce) 


+ 382 » 
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当 所 有 的 输入 位 元 为 0 时 ,或 门 输出 为 0. 这 只 发 生 在 第 二 个 ,第 五 个 及 第 七 个 位 置 ( 从 左 至 右 
读 ). 因此 输出 序列 了 一 10110101， 

《b) 与 门 图 15-~6a) 表 示 一 个 输 人 为 4 和 五, 笨 出 为 了 一 上， 五 (或 简 记 了 一 4 的 与 
门 , 这 里 “乘法 ”由 图 15 -866b) 中 的 * 值 表 " 定 立 . 因 此 当 输 入 4 一 1 且 B 二 1 时 ,输出 了 二 1; 否则 
Y 一 0. 这 种 与 门 可 有 密 于 两 个 输 和 人 .网 15-~6(Cc) 表 示 一 个 与 门 有 4 个 输入 4.8.C, 输 出 和 
一 4 五 CD. 输出 了 Y 一 1 当 且 仅 当 所 有 输入 均 为 1. 

例如 ,假设 图 15 ~ 6(0) 中 的 输入 数据 是 下 面 的 8 -位 元 的 序列 ， 

A=11100111, B01111011,C=01110011,D=11101110, 

当 所 有 输入 位 元 为 ] 时 ,与 门 输出 为 1 这 只 发 生 在 第 二 个 ,第 三 个 ,第 七 个 位 置 . 因此 ,输出 序 
列 是 Y 一 01100010， 


AND -ABCD 


DD nN wm 


(a) 与 门 {c) 


图 15-6 


《cy 非 门 ” 轿 15-?7(a)? 表 示 一 个 非 门 ,也 叫做 一 个 颠 人 ,有 输入 4 和 输出 YY 一 4 .这 里 * 颠 
倒 ” ,用 撤 点 表示 天 由 图 15 - 7(b) 中 的 “ 值 表 ”定义 , 输出 了 一 上 4 的 值 是 输 人 4 的 相反 值 :也 就 
是 当 4 一 0 时 上 一 1 当 A4 一 1 时 4 一 0. 我 们 强调 一 个 非 门 只 能 有 一 个 输入 ,而 或 门 和 与 门 可 


有 两 个 或 更 多 的 输入 . 
4 
本 y=A! | | 0 
站 1 


(a) 非 门 {b) 
图 15-?7 
例如 ,假定 一 个 非 门 外 理 下 列 三 个 序列 : 
A 二 110001 ;As 二 100901111 ,A 二 101100111000. 
非 门 将 0 变 为 1, 将 1 变 为 0, 因此 ， 
4 一 001110 ,4: 一 01110000, 4 一 010011000111 
就 是 三 个 相应 的 输出 . 


膛 辑 电路 


导 辑 电路 工 是 一 个 良好 形成 的 结构 , 它 的 基本 元 件 是 上 述 的 或 门 .与 门 和 非 门 .图 15-8 
是 有 输入 入 ,B,C 和 输出 Y 的 逻辑 电路 的 例子 . 标注 早 点 的 位 置 表 示 在 该 处 输 人 线 分 开 使 得 
位 元 信号 被 发 向 不 止 一 个 方向 , (通常 ,为 方便 计 , 我 们 将 省 略 门 符号 内 部 的 字母 . ) 从 左 到 右 运 
算 ,我 们 以 输入 4,B,C 的 术语 表达 了 如下. 与 门 的 输出 是 A，B, 它 接 下 去 被 否认 生成 (A … 
B)', 较 低 的 或 门 输出 A' 一 C, 它 接 下 去 被 否认 生成 (4 十 CY .右边 的 或 门 ,输入 是 CA， BY》 和 


| 


B 


二 15-8 
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(4 十 C) , 输 出 即 为 所 需 表达 式 . 
Y=(A ，B) 十 (4 十 人 


还 缉 电 路 与 布尔 代数 


容易 堵 出 或 门 .与 门 和 非 门 的 值 表 与 各 白 的 命题 pV at 析 取 ,"p 或 9”),pAq(l 合 取 ,“ 记 与 
9g”) 和 一 p( 否 定 ,“ 非 p”) 的 真 秆 表 完 全 相同 ,它们 已 经 在 4.3 节 出 现 过 , 惟一 的 不 同 点 就 是 用 1 
和 0 分 别 代表 着 “T* 和 “F*, 内 此 逻辑 电路 满足 关于 命题 的 定律 ,构成 布尔 代数 , 正式 叙述 这 个 
结论 如 下 . 

定理 15.12 兆 辑 电路 形成 一 个 布尔 代数 ， 

于 是 ,用 于 布尔 代数 的 所 有 的 术语 ;如 : 补 ,文字 , 基 本 积 , 极 小 项 , 积 和 式 , 完 全 积 和 式 , 也 
可 用 于 人 巡 辑 电 踏 . 


与 -或 电路 


对 应 于 布尔 积 和 表达 式 的 逻辑 电路 叫做 与 -或 电路 . 这 样 的 电路 工 有 个 输入 ; 
《1 一 些 输 入 或 它们 的 补 被 送 入 每 一 个 与 门 . 
(2) 所 有 与 门 的 输出 被 送 人 单个 的 或 门 ， 
《3) 或 门 的 输出 就 是 电路 工 的 输出 ， 
下 面 说 明 这 种 交 辑 电路 . 
例 15.10 15-9 是 有 三 个 输入 A,B,C 和 输出 了 的 费 型 的 与 -或 电路 . 不 难 将 了 表达 为 输 
和 人 4,B,C 的 布尔 表达 式 , 首先 求 每 个 与 门 的 输出 : 
《a) 第 一 个 与 门 的 输 人 是 4,B,C; 因 此 输出 为 4。 日。C， 
《b) 第 二 个 与 门 的 输入 是 A,8,C; 因 此 输出 为 A，B’…C, 
Cc) 第 三 个 与 门 的 输入 是 A',B; 因 此 输出 为 A ，B. 
然后 所 有 与 门 输出 的 和 就 是 或 门 的 输出 ,也 就 是 电路 的 输出 了 
因此 


Y=A. BC+A*: BC+A :EB. 


图 15-9 


与 非 门 和 或 菲 门 


还 有 另外 两 个 基本 门 

(a) 与 非 门 ,如 图 15 -10ta) 所 示 , 是 一 个 与 门 后跟 一 个 非 门 . 

{b) 或 非 门 ,如 图 15 - 106b) 所 示 ,是 一 个 或 门 后 跟 一 个 非 门 ， 

这 些 门 的 真 值 表 如 图 15 -~ 10(e) (两 个 输入 A 和 B). 与 非 门 和 或 非 门 实际 上 有 两 个 或 更 
多 的 输入 ;就 像 对 应 的 与 门 和 或 门 一 样 , 而 且 , 当 且 仅 当 输 入 都 是 1 时 ,与 非 门 的 输出 才 是 0; 
当 且 仅 当 输入 都 是 0 时 ,或 非 门 的 输出 才 是 1. 


i rie ie a a a 
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ta) 与 非 门 tb) 或 非 门 


图 15- 10 


观察 与 门 和 与 非 门 ,或 门 和 或 非 门 之 间 惟 一 的 差别 是 与 非 门 和 或 非 门 者 跟 有 一 个 圆圈 . 有 
些 书 也 在 门 前 面 使 用 这 种 小 圆圈 来 表示 补 , 例如 ,下 面 的 布尔 表达 式 对 应 着 图 15 - 11 中 的 敢 辑 
电路 ; 

(a) Y=(A'B)’, 《bl 了 一 (4 十 下 十 CO ， 


图 15~ 11 
15.11 真 值 表 , 布 尔 沙 数 


考虑 具有 nr==*3 个 输入 装置 4,5,C 和 输出 了 的 逻辑 电路 ,如 
Y=—=A* BCA BB. CHA :.B 
把 三 位 元 集 的 每 一 个 输入 到 A,B,C 产生 一 个 位 元 输出 给 Y. 共有 2 一 到 一 & 种 可 能 按 排 位 元 
输入， 
DO0.001,.010,011,101,11c,11], 
假定 第 一 个 位 元 分 配给 A, 第 二 个 位 元 分 配给 也 ,第 三 个 位 元 分 配给 C. 因此 上 面 的 输入 集 可 
重 写 成 ; 
六 二 C00001111 ,8B 二 00110901] ,C=01010101. 

我 们 强调 这 些 三 个 2 一 8 -位 元 序列 包含 了 输入 位 元 的 所 有 8 个 可 能 组 合 . 

上 面 电 路 的 焉 值 表 了 T 一 T 工 由 输出 序列 组 成 ,Y 对 应 着 输入 序列 4 ,B,C, 因此 , 真 值 表 丁 
可 写成 如 下 形式 : 

T(tA,B,O)= 了 或 Tt)=[A,B,C;Y]. 

如 此 形式 的 上 的 真 值 表 本 质 上 与 4.4 节 中 命题 的 真 值 表 相同 . 惟一 的 区 别 是 这 里 态 ,B,C 和 Y 
的 格式 是 水 平 书写 的 ,而 4. 4 节 中 是 垂直 书写 的 . 

考虑 一 个 具有 个 输入 装置 的 逻辑 电路 工 . 有 许多 种 方 法 形成 # 个 输入 序列 A) ,As,…， 
4,, 使 得 它们 含有 输入 位 元 的 2 个 不 同 的 组 合 . (注意 ,每 个 序列 必须 含有 2” 个 位 元 . ) 下 面 是 
一 个 分 配方 案 : 

Al 分配 2 :个 位 元 0, 后 面 跟着 2 :个 位 元 1. 

A 重复 分 配 2 一 个 位 元 0, 后 面 跟着 2 “个 位 元 1. 

A， 重复 分 配 2 一个 位 元 0, 后 面 跟着 2 个 位 元 1 
等 等 . 以 这 种 方法 得 到 的 序列 被 称 为 特殊 序列 . 在 特殊 序列 中 用 1 代替 0 和 0 代替 1, 可 得 特 
殊 序 列 的 补 . 

注 很 设 输 入 是 一 个 特 姑 序列 , 则 通常 对 于 真 值 表 

TELED) 一 [LA A An; 


与 输出 了 不 作 区 别 . 
例 15.11 (a) 假设 一 个 逻辑 电路 工 有 nn 二 4 个 输入 装置 A,B,C,D. A,B,C,D 的 2" 一 2: 二 
16 -位 元 的 特殊 序列 如 下 所 示 : 
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A=000000001111111]， C=001109011001100110011， 
B=0000111100001111， D=01010101010101910101, 
其 
(DA 以 8 个 和 开始 后 面 跟着 8 个 1 (这 里 2 一 兰 一 8 ) 
(2) BB 以 4 个 0 开始 后 面 跟着 4 个 1, 等 等 , (这 里 27? 一 22 一 4 ) 
(3) 已 以 2 个 0 开始 后 面 跟着 2 个 1, 等 等 . (这 里 2 一 2!: 一 2.) 
《4) DD 以 1 个 0 并 始 后 面 跟着 1 个 1, 等 等 . (这 里 2 一 2 一 1. ) 
《b) 假设 一 个 逻辑 电路 上 有 n=3 个 输入 装置 A4,B,C. A,B,C 的 2*' 二 2 二 8 -位 元 的 特殊 
序列 和 它们 的 补 A',B',C 如 下 所 示 : 
A=0000111ll, B=001]100]], C=019010101,， 
和 一 11110000， B’ 二 11001100， C=10101010. 
下 面 是 求 逻 辑 电 路 工 的 真 值 表 的 三 步 算法 ,这 里 输出 Y 以 输入 的 布尔 积 和 式 给 出 ， 


算法 15.11 输入 一 个 布尔 积 和 式 Y 了 =Y(4, ,A,*…)， 

步骤 1 写 出 输入 4: ,4:… 的 特 跌 序列 及 它们 的 补 . 

步骤 2 求 出 现 于 YY 中 的 每 一 个 积 . (回顾 在 一 个 位 置 x,，z，*，… 二 1 当 和 且 仅 当 在 这 
个 位 置 所 有 的 zx ，… 都 为 1.) 

步 红 3 求 积 的 和 YY, (回顾 在 一 个 位 置 zi 十 x; 十 … 二 0 当 且 仅 当 在 这 个 位 置 所 有 的 
Xi rTor"" 痢 为 0.》 


ee 
例 15.12 对 于 图 15-9 所 示 的 多 辑 电 路 上 ,利用 算法 15. 11 求 上 的 真 值 表 , 或 等 价 地 求 布尔 
积 和 表达 式 


7 一 4 有. C+A .C+A'.B. 
(1) 特殊 序列 及 其 补 见 例 15. 11Cb). 
(2) 积 如 下 上 所 示 ， 
A*B.C=00000001, A+:B’ :C=00000100, A’ .B=00110000. 
(3) 和 Y= 二 00110101. 
于 是 ， 
TCO000011]1,00110011,01010101) 二 00110101 
或 简单 地 IT(1L) 一 00110101, 这 里 我 们 假定 输入 由 待 殊 序列 组 成 


布尔 函数 


设 巨 是 一 个 会 = 个 变 元 rm zs 的 布尔 表达 式 . 上 面 的 讨论 也 可 以 被 应 用 到 已 上 ， 
现在 这 里 的 特殊 序列 被 分 配 到 变 元 ri xs，…z ,而 不 是 输入 装置 A ,4; ，……A4,. 下 的 真 值 表 
了 二 了 TCE) 可 如 逻辑 电路 工 的 真 值 表 了 二 了 (ILL) 一 样 来 定 类 .例如 ,布尔 表达 式 

E=zyz zy ry 
和 例 15, 12 中 的 逻辑 电路 工 是 相 类 似 的 ,产生 出 真 值 表 
TCO00001111,00110011,01010101) 一 00110101 
或 简单 地 T(E) 一 00110101, 这 里 我 们 假定 输入 由 特殊 序列 组 成 . 

注 傅 育 4 个 变 元 的 布尔 表达 式 巨 二 ECxi ;3s,… ,x ) 的 鼻 值 表 也 可 以 被 认为 是 一 个 从 
下 到 B 的 布尔 函数 ,布尔 代数 B" 和 B= 二 {0,1} 由 例 15, 定义 . ) 即 B* 中 每 一 个 元 素 都 是 
个 位 元 的 一 个 排列 ,而 当 这 些 排列 被 分 本 到 玖 中 的 变 元 时 ,就 能 在 8 中 产生 出 一 个 元 素 . 玉 的 
真 值 表 T(E) 就 是 这 个 函数 的 一 个 简单 图 像 . 

例 15.13 (a) 设 有 含 3 个 变 元 的 布尔 表达 式 王 一 ECryyz)》 从 个 极 小 项 (所 括 3 个 变 元 的 基 
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本 积 ) 如 下 所 示 : 
XYZ TY TY 之 Ps ‘ye XY" sy" Ty “ 

这 些 极 小 项 (对 x,y,x 用 特殊 序列 ?的 真 值 表 如 下 所 未: 

YYyz 一 DO0000001,zyz =00000010,7y z=00000100,z'yz =00001000， 

zy 一 00010000,7r3yz 一 00100000,zry 一 01000000,r'y 一 10000000. 
显然 每 个 极 小 项 的 入 个 位 置 中 内 有 一 个 值 为 1. 
《b) 考虑 布尔 表达 式 二 x yx 二 zy 十 zy 注意 已 是 含有 三 个 极 小 项 的 完全 积 
和 表达 式 . 因此 ,对 x,y,z 用 特殊 序列 ,EF 的 真 值 表 荆 一 TCE) 可 以 简单 地 从 Ca) 中 
序列 得 到 . 具体 地 说 ,E 的 三 个 极 小 项 中 i 所 处 的 位 置 上 真 值 表 (二 也 为 1. 因此 

T00001111,00110011,01010101})==01001010 

或 简单 地 T(E) 二 01001010. 


15. 12 ”Karnaugh 图 


Karnaugh 图 是 求 至 多 包含 6 个 谈 元 的 布尔 表达 式 的 罕 隐 项 和 极 小 形式 的 一 种 图 解法 ,其 
中 关于 相同 变 元 极 小 项 用 方 格 来 表示 . 我 们 只 讨论 会 两 个 ,三 个 和 四 个 变 元 的 情 沉 . 在 Kar- 
naugh 图 的 讨论 中 ,有 了 时候 将 交 震 使 用 术语 “ 方 格 * 和 “ 极 小 项 ”. 我 们 知道 概 小 项 是 一 个 含有 所 
有 变 元 的 基本 积 而 完全 积 和 表达 式 则 是 极 小 项 的 和 . 
首先 给 出 相 邻 积 的 概念 . 如 果 P 和 Ps 有 相同 的 变 元 ,并 且 它 们 和 恰好 有 一 个 文字 不 同 , 那 
么 两 个 基本 积 已 和 Ps 就 称 为 是 相 邻 的 . 因此 :在 一 个 积 中 有 一 个 变 元 , 而 在 女 一 个 积 中 有 这 
个 变 元 的 补 , 特别 地 ,这 样 两 个 相 邻 积 的 和 将 是 比 原来 的 积 少 一 个 文字 的 基本 积 . 
例 15.14 求 下列 相 邻 积 P 与 P; 的 和 ;: 
《ay P=xyz’ 与 Ps—ry'x’, 
Pi+Ps—xyx trys =r (yy )} ore (1) =re’. 
Cb) Pi=7'yxt 与 Pi—x yr’, 
P+Pr—x yt yr tr yt ete) yt (1) = yt, 
Cc) Pi=x yzt 和 Ps—ryzt. 
这 里 P; 和 Ps 是 不 相 邻 的 ,因为 它们 在 两 个 文字 上 不 同 . 
cay Pl =xyz 和 PF; 二 Tyzt, 
这 里 Pl 和 P; 也 是 木 相 邻 的 ,因为 它们 含有 不 同 的 变 元 . 人 这样 ,它们 将 不 能 以 
正方 形 的 形式 呈现 在 同一 个 Karnaugh 图 中 . 


两 个 变 元 的 情形 

对 应 于 含有 两 个 变 元 过 各 y 的 布尔 表达 式 下 一 ECz,y) 的 Karnaugh 图 ,如 图 15-12Ca) 所 
示 , Karnaugh 图 可 看 作 是 Wenn 图 ,这 里 x 用 图 上 半 部 分 的 点 来 表示 , 即 图 15 - 12cb}) 的 阴影 
部 分 . 而 * 用 图 左 半 部 分 的 点 来 表示 , 即 图 15 - 12(c) 的 阴影 部 分 , 这 样 x' 用 图 下 半 部 分 的 点 
来 表示 ,而 y 用 图 右 半 部 分 的 点 来 表示 . 于 是 ,含有 两 个 文字 的 四 个 可 能 的 极 小 项 


Fr 了 六 
时 


7 bE } 区 
x x 亚 二 工 
四 (bj 阴影 为 x (el) 附 影 为 > 
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用 图 中 的 四 个 方 格 来 表示 ,如 图 15 - 126d). 正如 上 面 定义 的 ,两 个 这 样 的 方 格 基 相 邻 的 , 当 且 
侈 当 方 格 在 几何 图 形 上 上 是 相 邻 的 (一 般 地 认为 有 公共 边 . 》 
任何 一 个 完全 积 和 布尔 表达 式 下 (zy 者 是 极 小 项 的 和 ,因而 可 在 Karnaugh 图 的 适当 方 
格 处 做 上 标记 来 表示 . 王 (zy 的 素 隐 项 将 是 三 中 的 一 对 相 邻 方 格 或 者 是 一 个 狐 立 的 方 格 , 即 
这 个 方 格 不 和 任何 下 (zy) 方 格 相 邻 , ECz,y) 的 -个 机 小 积 和 式 将 由 盖 住 E(x,y) 的 所 有 方 格 
的 极 小 个 数 的 京 隐 项 构成 ;下面 的 例子 浇 明 这 一点. 
例 15.15 汐 下 简 每 个 完全 积 和 布尔 表达 式 找 出 素 隐 项 和 一 个 极 小 积 和 式 ，; 
(ay El=xy+7xy (hb) El=ryir yi+r ye) ES=rytry.. 
这 可 以 用 下 面 的 Karnaugh 图 来 解决 : 
(a) 检查 xy 和 zy 对 应 的 方 格 ,如 图 15 - 13ta) 所 示 . 注意 ,El 由 一 个 素 隐 项 组 成 ， 
即 图 15 - 13(a) 中 用 环 标 明 的 两 个 相 邻 方 格 . 这 对 相 邻 方 格 表 示 变 元 x, 因 此 x 是 
三: 的 惟一 的 素 隐 项 . 从 而 ,Fi 一 上 是 它 的 极 小 和 . 


出 15-13 


(by》 检查 zyyzy 和 zy 对 应 的 方 格 , 如 周 15- 13(b). 我 们 注意 到 已 : 包含 两 对 相 
邻 的 方 格 5 图 中 用 两 个 环 标 出 ) ,这 些 方 格 包 含 了 所 中 所 有 的 方 格 , 垂直 的 一 对 表 
示 而 水 平 的 一 对 表示 x :因此 > 和 和 x 是 E; 的 两 个 素 隐 项 . 所 以 枉 一 六 十 9 是 
它 的 极 小 和 , 

(c) 检查 xy 和 xz?y 对 应 的 方 格 ,如 图 15 - 13Ce), 注意 到 瑟 由 两 个 分 离 地 表示 <? 
和 zy 的 方 格 组 成 ;因此 ,zy 和 zx'y 是 玉 ; 的 两 个 素 隐 项 ,并 且 五 :一 zy 十 zy 是 它 
的 极 小 和 和 . 


三 个 变 元 的 情形 
对 应 着 三 个 变 元 xyyvg 的 布尔 表达 式 王 一 Eryvy zi 的 Karnaugh 图 ,如 图 15 -14(a) 所 
示 . 如 所 知 , 三 个 变 元 怡 有 8 个 极 小 项 ， 
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图 15-14 


列 出 这 些 极 小 项 是 为 了 更 明确 地 表示 它们 与 Karnaugh 图 的 对 应 关系 . 

另外 ,为 使 图 15 - 14(a) 中 的 每 对 相 邻 的 积 按 照 几何 方式 相 邻 排列 ,我 们 必须 让 图 的 左边 
和 右边 变 成 同一 条 边 . 这 等 于 沿 着 标记 前 下 ,折合 和 精 贴 就 可 以 获得 一 个 如 图 15 - 144b) 的 加 
柱 , 在 圆柱 中 , 相 邻 的 积 就 可 表 水 成 有 共用 边 的 方 格 . 

当 把 Karnaugh 图 15 一 14(a) 看 作 一 个 Yenn 图 时 ,表示 变 元 ;yy;zz 的 区 域 如 图 15-15 所 
示 , 特别 地 , 变 元 = 仍 由 图 的 上 半 部 分 表 术 , 即 图 15 ~ 15(a) 的 阴影 部 分 ;同样 变 元 y 由 图 的 左 
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半 部 分 表示 ,如 图 15 - 15Cb) 的 阴影 部 分 ;新 变量 z 由 图 的 左 1/4 部 分 和 右 1/4 部 分 表示 ,如 图 
15 -15《c) 的 阴影 部 分 . 因此 ,z .> 和 x 分 别 用 下 半 部 , 右 半 部 和 中 间 两 个 1/4 部 分 表示 . 


ta 阴影 为 x (b) 阴影 为 (阴影 为 = 


图 15-15 


具有 三 个 变 元 的 Karnaugb 图 中 的 一 个 基本 矩形 ,是 指 一 个 方 格 , 两 个 相 邻 的 方 格 或 者 可 
以 组 成 一 个 1x4 或 2x2 的 矩形 的 4 个 方 格 , 这 些 基 本 竹 形 分 别 对 应 着 3.2 和 1 个 文字 的 基 
本 积 . 此 外 ,由 一 个 基本 和 矩形 表示 的 基本 积 是 由 在 此 和 矩形 的 每 个 方 格 中 都 出 现 的 文字 所 产生 的 
积 !, 

假设 一 个 完全 积 和 式 的 布尔 表达 式 一 上 C(x,y,z). 用 记 导 在 Karnaugh 图 的 适当 的 方 格 
标记 .五 的 素 隐 项 就 是 一 个 极 大 基本 矩形 , 即 包 含 在 EE 中 的 一 个 基本 矩形 不 被 中 任何 一 个 
其 他 的 基本 乞 形 所 包 信 .三 的 一 个 枢 小 积 和 式 将 由 三 的 一 个 极 小 覆盖 构成 , 即 极 小 个 数 的 极 
大 基本 矩形 一 起 盖 住 三 的 所 有 方 格 . 

例 15. 16 从 下 列 完全 积 和 布尔 表达 式 中 求 泰 隐现 和 一 个 极 小 积 和 式 ， 
(a) Fi =xye ry 二 i Ye 十 XY 之 
(b) Es—=zy2+zxye ry 二 Tr yz 二 Try . 


(0) Es—xzyet rye 十 yz Tr ye x Ye, 
这 些 可 用 Karnaugh 图 解答 如 下 : 
(a) 检查 对 应 4 个 和 项 的 方 格 , 如 图 15 - 16(a) 所 示 , 观 察 El 有 3 个 素 隐 项 ( 极 大 
基本 第 形 ) ,它们 已 圈 出 ;它们 是 xy,yx 和 zy xz. 这 三 个 都 是 覆盖 FE 所 必需 的 ; 因 
此 Ei 的 极 小 和 是 
Fl—=zxyy 2x'y'z, 
(b) 检查 对 应 5 个 和 项 的 方 格 ,如 图 15 -16(b) 所 示 , 观 察 E 有 两 个 素 隐 项 ,它们 
已 圈 出 . 一 个 是 表示 zy 的 两 个 相 邻 的 方 格 , 另 一 个 是 表示 = 的 2X2 方 格 . 这 两 个 
都 是 覆盖 EE; 所 必需 的 ;因此 Es 的 极 小 和 是 
正 > 一 工 Y 十 习 ， 

Cc) 检查 对 应 5 个 和 项 的 方 格 , 如 图 15 一 16(c) 所 示 , 观察 E 有 4 个 素 隐 项 zy， 
yz ;zz' 和 和 Ty ;如 图 中 环 所 示 . 然而 yz 或 zz 是 E; 的 极 小 覆盖 所 必需 的 ,这 样 
Ei 有 两 个 极 小 和 的 形式 

已; 一 zy 二 32 try —xytrz tary, 


例 15.17 ”用 下 面 的 真 值 表 谨 计 一 个 3 - 输 人 极 小 的 与 -或 电路 工 
IT 一 [4,B,CiIL]= 一 [oo0001111,00110011,01010101511001101， 
由 真 值 表 能 读 出 了 的 完全 积 和 式 ( 如 例 15. 10) 
L=A'BC ABCTTABOC 十 ABC 二 ABC， 
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关联 的 Karnaugh 图 如 图 15 - 17(a}) 所 示 . 在 极 小 禾 盖 中 上 有 两 个 素 隐 项 B 和 
aC. 因此 工 =B' 十 AC 是 工 的 一 个 极 小 和 ,图 15- 17C3) 给 出 了 L 相应 的 极 小 与 ~ 
或 电路 . 


Be BE BC 


Sy 
他 守 
ND 


{a) 


图 13 一 17 


四 个 变 元 的 情形 


对 应 于 四 个 变 元 TysTaf 的 着 尔 表达 式 E=E(r,y, z;t) 的 Karnaugh 图 ,如 图 15 一 18 所 
示 . 16 个 正方 形 与 四 个 变 元 的 16 个 极 小 项 一 一 对 应 . 


和 站 时 + 和 
TY TY TY sry TT yet z! zr! 三 2 


可 由 方 格 的 行列 标号 表示 . 观察 上 面 和 左边 的 标记 使 得 相 邻 的 积 ,、、 

正好 有 一 个 字 不 同 . 于 是 又 必须 把 左边 和 右边 看 作 辣 一 条 边 ( 如 

处 理 三 个 变 元 的 情形 ) ,而 此 时 还 必须 把 上 边 和 底 边 看 作 同 一 边 。 全 
在 一 个 具有 四 个 变 元 的 Karnaugh 图 中 ,一 个 基本 矩形 就 是 


一 个 方 格 , 两 个 相 邻 的 方 格 ,四 个 方 格 组 成 的 1x4 或 2X2 和 矩 形 ，” 


或 8 个 方 格 组 成 的 一 个 2X4 矩形. 这 些 矩 形 分 别 与 有 着 4,3,2 和 x 

1 个 文字 的 基本 积 相对 应 . 再 一 次 极 大 基本 矩形 就 是 素 隐 项 , 布尔 

表达 式 ECz,y;z; 旭 的 极 小 化 技巧 和 前 面相 同 . 图 15~18 
例 15.18 在 Karnaugh 图 15-19 中 我 出 由 基本 定形 所 示 的 基本 积 PP. 


例 15. 19 


Ei zt z¥ zr 2 人 2 2 2 z¥ 了 


图 15-19 
对 于 每 一 种 情况 , 炒 得 出 现在 基本 第 形 中 所 有 方 格 中 的 文字 ; 忆 是 由 这 些 文字 
产生 的 积 ， 
(a) zy 和 zx 出 现在 两 个 方 格 中 ,因此 Pxy > 
Cb) 公有 yy 和 = 出 现在 所 有 的 四 个 方 格 中 ,因此 P= yz. 
Cc) 仅 有 上 出 现在 所 有 的 八 个 方 格 中 ,因此 卫 一 上 
用 Karnaugbh 图 求 三 的 极 小 积 和 式 xy 
FE=zxy ryrt+r yz 十 和 yt. | 
检查 表示 得 个 基本 积 的 所 有 方 格 , 即 标 出 表示 ? 
23 的 四 个 方 格 ,表示 xyz 的 两 个 方 格 , 表 示 yx 的 
两 个 方 格 和 表示 z'yzt 的 一 个 方 格 ,如 图 15-20 所 
示 . 图 的 一 个 极 小 覆盖 由 做 了 标记 的 二 个 极 大 基本 矩 疗 
形 构 成 . 那个 2x2 方 格 表示 基本 积 xz 和 和 yz’, 另外 两 
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个 相 邻 的 方 格 (上 部 和 底部 ) 表 示 yzr'. 因此 ， 
E=7xrzt+ yx’ yet 
是 记 的 一 个 极 小 和 . 


问题 与 解答 
布尔 代数 


15.1 写 出 每 个 布尔 等 式 的 对 偶 式 ; 
(Ca) 《as 1)}# (0+a)=0; {b) < 十 oa 人 一 < 十 已 
解 #F ”ta) 要 得 到 对 偶 式 ,把 十 和 =* 交换 ,把 0 和 1 交换 ,得 到 
ra 十 的 十 上 Le 一 1， 
(b) 首先 用 * 号 写 等 式 得 se 十 ta * 站- a 十 b, 这 样 对 侦 式 是 a* (a 十 总 二 a * 5; 也 可 写成 
ala’ =ab. 
1$.2 回顾 (第 十 四 章 }),m 的 因数 集 D, 基 一 个 有 界 分 配 格 ,具有 a 十 8 二 a 5 一 lemta;B) 和 a 
* b=aAb=gcdtasD). (a) 如 果 mx 是 无 平方 因 子 数 , 即 mx 是 不 同 素数 的 积 , 证 明 D。 是 
一 个 布尔 代数 , (b) 求 D,, 的 原子 ， 
和 证 (a) 只 上 时 证 明 DD 是 有 补 格 . 设 TED, 和 > 一 zj 腊 热 六 是 不 同 冤 数 的 积 ,z 和 和 zz' 有 不 同 
的 率 数 因子 . 因此 x * x 二 gcdCr,T) 一 ] 和 了 + 过 一 Icemfzzr 一 mm 回顾 ] 是 六 的 0 元 素 ( 寻 下界 
和 六 是 区 的 单 售 元 素 5" 即 上 界 ). 这 样 x' 是 zx 的 一 个 补 ,所 以 DD。 是 一 个 布尔 代数 . 
(b> pu 的 原子 是 mr 的 素数 因子 . 
15,3 考虑 布尔 代数 Dy、 
Ca) 列 出 它 的 元 素 并 画 出 Hasse 图 . 
(b) 求 原子 集合 4， 
(e) 求 两 个 具有 8 个 元 素 的 子 代数 ， 
Cd) 外 二 和 ,2,6,210} 是 Dou 的 一 个 子 格 吗 ? 一 个 子 代 数 吗 ? 
Ce) Y 一 {12,3, 6 是 Deno 的 一 个 子 格 吗 ? 一 人 个子 代 数 吗 ? 
潮 4 。(a) 210 的 因数 是 1,2,3,5,6,7,10,14.15,21,30,35,42,70,105 和 210. Daw 的 Hasse 图 如 
15 - 21 所 示 ， 
Cb) AA 二 {2,3,5;7} 是 210 的 素 因 数 的 集合 . 
(ey B={1,2,3,35,6,70,105,210} 和 人 CC 一 {1,5.6,7,30,35,42,210} 是 Dow 的 子 代 数 . 
(dd) 和 是 一 个 子 格 ,因为 它 是 线性 排序 的 . 然而 下 不 是 子 民 数 ,因为 35 是 Dao 中 2 的 补 , 恒 是 35 不 属 
于 XX, (事实 上 ,没有 一 个 具有 两 个 或 两 个 以 上 元 素 的 布尔 代数 是 线性 排序 的 . ) 
《ey 了 是 Doin 的 一 个 子 格 , 因 为 它 关 于 十 与 * 封闭 . 然而 ,Y 不 是 ko 的 -- 个 子 代 数 ,因为 它 对 De 中 
的 补 不 封闭 . 倒 如 ,35 一 2 不 属于 Y. 《注意 Y 本 身 旦 一 个 布尔 代数 ,事实 车 Y 一 Ds,) 


15.4 求 Dow 中 子 代数 的 个 数 . 
解 e。 Diu 中 的 一 个 子 代数 必须 包 会 2 个 .4 个 ,8 个 或 16 个 元 素 . 


~ 1 2 Oe 


15. 5 
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人 只 可 能 有 --" 个 两 元 家 了 代数 ,包含 上 界 210 和 和 下界 1, 即 11,210}， 
人 i 因为 Ds 包含 16 个 元 素 , 故 惟一 的 其 有 16 个 元 素 的 子 代数 即 为 Ds 本身. 

ci 任何 一 个 合 4 个 元 素 的 子 代数 都 具有 11,z,x ,210} 的 形式 , 即 包含 着 上 界 和 下 界 , 而 且 还 有 一 
个 非 上 ,下 界 元 素 和 它 的 补 . Dax 中 有 :4 个 非 1 ,下 界 元 案 , 所 以 有 14/2 一 ?对 {zx,zx'. 这样 Do 就 有 
7 个 售 4 个 元 素 的 子 代数 . 

fiv》 任 一 个 8 元 素 的 子 代数 S 本 身 都 将 含 3 个 原子 5 .51,5 可 选 5 vs 为 Dos 的 4 个 原子 中 的 两 
个 ,然后 m 必 为 男 外 两 个 原子 的 积 . 例如 ;可 设 5 一 2.5 一 3,54 一 5，7 二 35( 由 上 述 子 代数 吾 决 定 》. 


或 者 说 吕 一 5 二 ?5 一 2。3 一 6 由 雇 定 上 这 子 代数 CC, 这 里 有 (,)=6 种 方式 从 Da 中 的 四 个 原 


子 中 选择 人 和 sa， 于 是 了 Do 有 6 个 各 元 素 子 代数 ， 
综 上 所 述 ,Dawo 有 1 十 1 十 ?7 二 15 个 子 代数 . 
证 明定 理 15.2: 设 a,b,c 为 布尔 代数 B 中 的 任意 元 率 ， 


0) 震 等 律 ， 

{5a) a+a—ay{(5hb) a x*a=a, 
(0 有罪 律 : 

(6a) al1=l1;8b)a * 0=0. 
(1) 吸收 律 ， 


ra) a (as td)=aytrh) wx ath) =a, 
{iv) 结合 律 ; 
(8a) ta 二 c=—=at pi db) Ca x pb) c=—=as (axe), 
证 1 (5b) a=axl=axtata y=(ana) F(axa)-- (taxa)+0—axa. 
(5a) 由 《5b) 和 对 偶 性 得 . 
《GD 站 基站 一 (人 基站) +0=ta0)+tara) =a (OFa ax ta 0 a ra =0, 
《6a》 由 {6by 和 对 伟人 性 得 . 
《7b) ax 《十 下 一 (2a 十 0 * (at) attor =at (bh0)—at0 -a, 
《7a) 由 (7by 和 对 侦 注 得 ， 
Sb) 设 上 二 (a**c 和 和 民 一 2# Cbxc). 我们 来 证 = 一 R. 先 证 a 十 = 二 a 十 RR 最 后 一 步 运用 吸收 律 
a 二 LL=at (ta 人 一 (十 【Q 关 加) (Cate) —ar atc) =a., 
最 后 一 步 也 运用 吸收 律 
a R=atia he) =—=tata} x (at thr ax (tutti ce))}=a, 
因此 ,a 十 L 王 a 十 RR. 下 面 我 们 指出 a 十 LL 一 a 十 R. 
+L =atttes 卫生 和 一 ta (a (ate) 
一 KKQ& ta x (a tI Ca tr)=—tlx (a ob) * (tae) 
二 Ca’ 十 耻 # (a 十 二 a 十 (四), 


同样 、 


HE 
人 


同样 ， 
a R=a ttax (hc) =ta ta (a (hse) 
l(a tbac)) =a — (hxr), 
于 是 ,可 得 a 十 La' 十 RR 所 以 
工 一 0 十 工 一 (axa 十 一 (一 工 ) < (a +L})= (a+R) x Ca’ +R) 
一 (axa 十 及 一 0 十 有 一 民 . 
(8a) 由 C8b) 和 对 侦 性 得 . 
证 明定 理 15. 3: 设 a 为 布尔 代数 B 中 的 任 一 元 素 . 
CC 补 的 惟一 人 性) 如果 a1-r= 二 1] 里 4a xx 一 0; 那 各 一. 
(i 《对 合 律 ) (a 一 aa. 
(ii) {9a) 0'=1,(9b) 1'==0, 
证 时 6 我 们 有 


& =a 二 Oma 二 ttar rr}=(a +a) x Ca’ 十) 
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15.9 


一 1x#x (a ++) 二 a 十 并 


一 x 十 0 一 + 十 (a x*a = (cia * (rta’y 


=1#* (rta )==zta. 


因此 ， 

工 一 工 十 由 a +zx=a'. 
di) 根据 补 的 定 儿 ,a 十 a 二 1 上 日 #*a 二 0. 根据 交换 律 ,a 十 a 二 1 且 axe 一 小 根据 补 的 惟一 性 ,a 是 
2 "的 补 , 邵 a 一 (ae 
Ciii)》 根据 有 界 律 ct6a) ,0 十 1-=1, 同 理 (3b) ,0 * 1 一 4， 根据 补 的 惟一 性 ,1 是 0 的 补 , 即 1=0' 根 据 对 偶 
性 ,一 二 
证 明定 理 15. 4 (DeMorgan 律 } (10a) (a 十 /二 a’ x (0b) (ax5)' 一 和 十 六， 
挝 地 ”C10a) 我 们 要 证 明 (a 十 想 十 (a # 二 1] 和 (a 十 站 x* Ca #5) 王 0; 锥 后 根据 补 的 惟一 性 ,有 
a x 二 Ca 十 太 ), 我 们 有 ， 

《在 十 区 (a #6)=6+at (a #6)=pH (ata dx (atp) 
二 十 1 x* (a 十 六 ) 一 8 十 a 十 六 
=8+6 +a=1l+a=1, 


也 有 
(ut rta so)=(tath xa) sb 
ara) a)) xy =(t0+(bra x 
pra jb =p ) ra =0ra = 0. 
内 此 


a ¥p =(atb), 
(19b) 对 侦 原 理 ( 定 理 15. 17. 
证 明定 理 15.5: 下 面 式 子 在 布尔 代数 中 等 价 : 
(1) atp=b, (2) a #5=a;(3) a tb=1,(4) ax 天 一 0. 


证 早 根据 定理 14.4,(1) 和 (2) 等 价 . 现在 证 明 {i) 和 (C3) 等 价 . 候 设 (1) 成 立 , 闭 么 
a 二 =a 十 (4 十 的 二 (4 十 a) 十 Bb 一 1 二 6 二 1 
现 候 设 C3} 成 立 , 那 必 
at+p=l* fa 十 下 一 (ee + < tath}=(a ae) 十 六 一 0 十 二- 所 
因此 届 ) 和 5 引 ) 等 价 ， 
下 面 证 明 (3) 和 (4) 等 价 . 假设 (3}) 成 立 , 根 据 DeMorgan 律 和 对 合 律 ， 
0=1 = (+) = #8 =a*t, 
反 过 来 ,如 果 (4) 成 立 ; 那 之 
1=0° = (a #8)’ =a +8 =a +b. 
医 此 (C33 和 C42 等 价 . 所 以 ,4 个 式 于 均等 价 . 
证 明定 理 15,6: 上 映射 f:B 一 P(A4A) 是 一 个 同 构 映 射 ,其 中 B 是 布尔 代数 ,PiA) 是 原子 
集 4 的 舌 集 . 旦 


fr) = 1d sd 
这 里 x=& 十 … 十 a 是 a 作为 原子 和 的 惟一 表达 . 
三 # 回忆 第 二 四 童 有 ,如 时 GC] 12 是 原子 ,那么 位 一 人 一 1,2,*20); 介 是 对 于 Bi 天 人 » 


aia, 一 0. 假设 z+,y 属于 号 , 并且 假设 
宇 一 尼 | 二 二 如 十 本 上 已 ， 
y= 再 一 十 本 十 cj 十 "十 ci 


这 里 
册 一 4 nr * 古 1 ， 人 solr + "rn” rd * 
是 B 中 不 子 的 集合 : 则 


下 十 y 二 i 十 十 ;十 向 十 中 十 只 二 十" 十 c， 
和 Vs 十 十 二 
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因此 
二 人 
一 人 
=FA Uy), 
Fira {bs rb, 
lar Db, cs 
= NN Fy. 
令 ， 
二 十 十 十 太 十 十 ， 
那么 衬 十 3 一 二 .zy 一 心 
因此 ,一刀 
故 


Flr’)= {er ii rl sO {a [i si 四 =e 
因为 表示 是 惟 一 的 .f 为 一 对 一 和 上 观 上 的 上 映射 ,所 以 了 是 布尔 代数 的 同 构 映 射 . 


布尔 表达 式 


15. 10 


15. 


15. 12 


15, 13 


15. 14 


化 简 下 列 布尔 积 为 0 或 基本 积 ; 

Ca) zyr zs (bh) yrys Cc) Te yry Cd) Te ys 

和 解 w 利用 交换 律 z+ y 一 yx xz; 机 律 x # 一 0 和 和 害 律 #4 一 x: 

(a) yx 一 4r yc 一 DDoS 一品 

(by yy 一 Tyy2 = Ty. 

《cy yz yx—=TLYyYye 一 了 2 

(qd) et 一 0 一 

把 下 列 布 尔 表达 式 E(xz,y,x}) 表 示 为 积 和 式 , 并 且 用 它 的 完全 积 和 式 表 示 . 
(a) FEF=x(xy x yy zs) (Cb) E=—z(tzr’ -ty) ty.. 


"ce} 


st } 


解 地 ”首先 用 算法 15. 8A 来 表示 下 的 积 和 式 , 然 后 用 算法 15. 8B 来 表示 三 的 完全 积 和 式 . 


ta) 首先 ,我 们 有 FF 二 zry 十 Xzy 十 TY2 二 zy 十 ry. 然后 
E=2y (zte)trye—ry erye 十 zx 一 十 
《b) 首先 ,我 们 有 一 zt 十 3 十 六 二 x 十 六 十 YY. 热 后 
E=x 人 ey —retyty yer r+y Crtr ete) 


区 Li | | E | ’ | Li a i 
—=w ver yayer yery ery —xy etry 


—zys+zyei ry tr ytry er ye 


将 ECryys2) 一 (x' 十 y) 十 x'y 表示 成 完全 积 和 式 ， 


解 太 ”我 们 有 E=(Cr' 十 y) 十 zy 二 xy 十 Ty ,如果 玉 是 工 和 3 的 布尔 表达 式 ,那么 EE 已 经 是 完 


全 积 和 式 , 然而 . 己 是 x,y,z 三 种 变 元 的 布尔 表达 式 . 因此 

E=—zy xy=xy (te +r yetz)—=ryetryz tz ye 二 i ye 
是 下 的 完全 积 和 式 . 
把 耻 列 布尔 表达 式 ECzy,yyz) 表 示 为 积 和 式 , 然 后 表示 为 完全 积 和 式 
(a) 五 一 yz 十 yz Cb) E=zr(xyty ry). 
解 本 (Ca BE 一 yz 一 和 yi) 一 十 7'yr' 一 x/yz' 且 已 为 完全 积 和 式 . 
tb) 首先 ,Ezxy 十 Ty 十 TTY 二 Ty 十 YY ,然后 ， 

E=—zxy (z+z) Fry (rte ) ryetrye ry 十 之 党 

把 下 列 集合 表达 式 ECA,，B,C) 改 写 为 交 的 并 ， 
(a) FE=(AUBY MCUB Db) E=(BNO MN CA NN CY, 


解 凡 ”利用 布尔 符号 ，' 表示 补 , 十 表示 并 , * 表示 交 , 然 后 把 表示 成 积 和 式 ( 交 集 的 并 》 
Ca) E=(tA+BY (C+D -ABCFB) SABCHABBABDC 或 E=ANMENMNC':: 
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(hy E=(BO AO ={B HONAYI=ABC TAC 或 E= ANB NCOUANCD. 
设 E=zxy 十 Tyz 十 x yz', 证 明 ， 
Ca) zz t+E=E; (bj r+ EE: (e) x +EAE. 
证 8 二 ”因为 完全 积 和 式 是 惟一 的 ,下 一 EE 二 玉 , 其 中 及 关 0, 当 有 旦 术 当 A 的 完全 积 和 式 的 加 项 在 瑟 
的 完全 税 和 式 的 加 项 中 , 因此 ,首先 求 工 的 完全 积 和 式 
E=.ry te-Fe yy aye dr ye = yy Ay 7 yr. 


《ay 表示 zz 的 完全 积 和 式 


一 Te 一 十 
因为 xz 的 加 项 在 EE 的 天 项 中 ,所 以 有 zx 十 匹 一 六 
‘b> 表示 x 的 完全 积 和 式 
T— wy oy ree ory Tye 十 二 十 二 和 人 
工 的 加 项 xyz 不 是 的 加 项 ,内 此 zx 十 E 闫 忆 
《ec)》 表示 * 的 完全 积 和 起 
2 = (x yy ys ry ye ry 


x* 的 加 项 yx 不 是 下 的 加 项 ,因此 x 十 严 基 互 


极 小 布尔 表达 式 , 素 隐 项 


1S. 16 


15,17 


15. 18 


15. 19 


15. 20 


对 于 任何 布尔 积 和 表达 式 下, 设 EE 表示 五 中 文字 的 数 月 ,Es 表示 王 中 被 加 项 的 数 
目 . 求 下 列 各 式 的 Ei 与 Es: 

(a) E=xry er es ye ts Cp) E=x yeryri yt ye rz 
(0) E—zxyt try et ret; 《d) E(xry ze) Try. 

解 8 ”只 需 把 每 个 式 中 加 项 的 文字 数 相 吉 且 数 出 加 项 的 数目 : 

a) 五 ,一 3 十 2 十 2 一 1 一 8 一 

by 瑟 一 3 十 3 十 1 十 2 十 2 一 1 FEs 一 3 

fc) 二 3 十 4 十 3 二 10, Es 二 3. 

《dy 因为 户 不 是 积 和 式 ,Et 和 Es 无 定妆， 

已 知 巨 和 下 是 等 价 的 布尔 积 和 式 ,定义 : 

Ca) 王 比 F 简单:《b) E 是 极 小 的 . 

解 旺 (人 (a 焉 比 上 简单, 如果 杰 < 拓 记 且 Es 和 启 或 EF 是 Er<Fs. 

{Bb} 下 是 要 小 的 ,如果 设 有 与 五 等 价 的 且 比 石 简单 的 积 利 式 . 

求 基 本 积 Pl 种 P; 的 共识 Q: 

(ay Pl 一 六 Ps 一 区 《by Pi 一 了 yz ,PT—xe 


C0) Pi 一 xyz ,Ps mx y zt; Cd} Pl 一 了 we 一 二 zt 
解 是” 当 存 在 惟一 变 元 二 , 空 的 补 出 现在 或 有 中 ,而 它 的 非 补 出 现在 另 一 个 中 ,那么 户 和 
PP: 的 共识 六 存 在 ,而 且 妆 是 互 和 局 在 zt 和 zx 被 删 之 后 的 文字 的 积 (无 重复 ). 
(al 删除 yY 和 y, 再 把 户 和 了 相 乘 5 无 重复 ] .得 只 一 zt 
Cb) 其 除 x 和 zzz, 得 QQ 二 zy 
(c) 因为 x+ 和 x 中 每 一 个 在 一 式 中 为 补 ,在 男 - 式 中 为 非 补 ,所 议 它 们 没有 共识 ， 
《qd) 因为 没有 -个 变 元 以 补 形 式 出 现在 一 式 , 以 非 补 形 式 出 现在 男 一 式 , 所 以 它们 设 有 共识 . 
证 明 引 理 15. 10; 假 设 忆 是 P; 和 户 的 共识 , 则 Pj 十 Pz 十 Q@ 二 Pi 十 PP;. 
证 暑 ”因为 文字 可 人 交换 ,不 和 完 一 般 性 ,假设 
Pagarat, P= bb ,Qa dod hh,. 
则 人 一 QU 十 站 二 吕 二 C2 因为 QQ 包 会 Pi,Pi 二 信 一 P. .而 月 Qe 和 包 合 六 :1 十 一 Pz, 所 以 
PP+Q-P ~—P Oto =P A) | CP + QO—P +h. 
设 五 一 zy 十 zyz 十 xX'yz , 求 :La) 已 的 素 隐 需 ;(b) 五 的 极 小 和 ， 
和 解 a) 运用 算法 15.94A: 共 识 方法 ) 如 下 


15. 21 


逻辑 门 


15. 22 


15. 23 


15. 24 
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E 一 zy 十 zyz 十 二 ye 十 工 z (xy 和 xys 的 共识 ) 
二 了 Tz ye 十 xe" (xys 包含 re 
== 了 十 wa 十 za 十 yz (ryz' 和 2 的 共识 ) 
=xYy 十 rz 十 ye cr yz 包 合 yx') 


共识 方法 不 能 再 用 . 因此 zy ,zz 和 yx’ 为 EF 的 率 隐 项 . 
Cb) 运用 算法 15.9B. 把 五 的 每 个 素 隐 项 写成 完全 积 和 式 
XY ty (ze ) =ryr ty, 


机 四 rl 有 
Xe Ore [yy Ty TT 


ye = ye (rr ) =ry 二 yr. 
仅 zs 的 被 加 项 zyx’ 和 zyx 出 现在 其 他 被 加 项 中 .所 以 zx' 可 以 作为 多 余 而 删除 , 因此 EE=xzy' 十 
yz 为 五 的 圾 小 和 . 
设 =xy 十 y? 十 Xx yz 十 Zyxt 求 (a)FF 的 岩 隐 项 ;(b)FE 的 极 小 和 . 
解 : 晤 (al) 运用 算法 15.9A (共识 方法 ) 如 下 


Exrytyti+r ye try et + ret (zy 和 zy'zt 的 共识 ) 
=xy 二 yt 二 x ye 十 em (zw st 和合 zt 
一 了 zy 十 3 十 下 3 十 ae 十 人 (zy 和 .yx 的 共识 
一 .3 十 3 十 守 s 十 ye (reg 包间 和 
二 xXy 十 yt 十 Xz 十 vz 十 zt 《zy 和 的 共识 ) 
二 zy 十 十 Tet 十 yw 十 Xt 十 x (zat 各 xz 的 共识 ) 
二 zy 十 wf 十 ye 十 十 这 tzxat 和 包 舍 zt) 
二 zy 十 十 yw 十 XX 十 区 十 x (133 种 wz 的 共识 ) 


共识 方法 不 能 再 用 ,因此 EE 的 素 隐 项 为 zy ,yt ys .ztize 和 = 
《by 运用 算法 15. 9B. 即 写 出 每 一 个 素 隐 项 的 完全 积 和 式 , 然 后 消去 多 余 的 夫 隐 项 . 最 后 结果 
FEF= yt 十 zz 十 ye 


是 三 的 极 小 和 ， 


将 下 列 逻 辑 电路 的 输出 王 表 示 成 输入 4 .B,C 的 布尔 表达 式 ; (a) 图 15 - 22(a);(b) 
图 15- 22kb). 

解 ' 和 (a) 第 一 个 与 门 的 输入 是 A 和 B', 第 二 个 与 门 的 输入 是 B' 和 忆 . 因 此 Y 了 =AB’ 十 B'C. 

Cb) 第 一 个 与 门 的 输入 是 太 和 B’, 第 二 个 与 门 的 输入 是 A 和 C. 因 此 Y=AB' 十 A'C. 


(a) Db} 
图 15- 22 
将 图 15 - 23 所 示 的 逻辑 电路 的 输出 了 表示 成 输入 4 ,BC 的 布尔 表达 式 . 
解 晤 ”第 一 个 与 门 的 输出 是 4 BC ,第 二 个 与 门 的 输出 是 4BC ,最 后 一 个 与 门 的 输出 是 4B'. 因 
此 ， 
Y=—ABC+ABC'+AB'. 
将 下 列 逻 辑 电 中 的 输出 YY 表示 成 输入 A ,B,C 的 布尔 表达 式 ;: (a) 图 15 一 24(a); (b) 
图 15 一 24cby, 


解 三 (a) 与 站 的 输出 是 BC, 所 以 或 非 门 的 输入 是 A 和 BC, 因此 或 非 门 的 输出 是 (4A 十 BC) 所 
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CE 


人 多 


图 15- 23 


以 或 门 的 输入 是 (180O)' 和 B. 因 此 Y= (3 十 BOY' 十 BB. 
tb) 与 非 门 的 输出 是 CAB)’, 或 非 门 的 输出 是 (A 十 中 因此 Y=(AB)' 十 (A 十 CY 


(a) ib) 
图 15- 24 
15. 25 ”将 图 15 - 25 所 永 运 辑 电路 的 输出 了 表示 成 输 人 上 和 和 B 的 布尔 表达 式 . 
泌 饰 . 这 里 电路 中 的 小 圈 表 示 补 . 所 以 左边 三 个 门 的 输出 分 别 是 4B (4 二 B) 43) 因此: 
Y 一 AB 二 (4 十 BDI TAB)., 


图 15- 35 


15. 26 画 出 逻辑 电路 工 工 的 输入 是 太 ,B.C, 输 出 为 了 , 且 Y 相应 的 布尔 表达 式 分 别 是 


(ay Y=ABC+AC’+BC’, (b) Y=ABC+ABC 十 ABC 
:和解 只 ”上述 式 子 汐 为 积 和 式 , 所 以 上 是 一 个 与 -或 电路 , 且 一 个 积 对 应 一 个 与 门 ,一 个 和 对 应 一 
个 或 门 . 所 求 电 路 如 图 15- 26{a) ,15 -26Cb) 所 示 。 

真 值 束 


15. 27 求 输入 是 4,B:C 的 与 门 (或 等 价 地 写成 了 = ABCO) 的 输出 序列 了 , 其 中 : 
(a) 4A 一 111001,B 王 100101.C 一 110011， 
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NE 


15, 28 


15. 29 


15. 30 


15. 31 


六 克 


{a) ABC+ATCHBC! (by ABC+ABC+AB'C' 
图 15~26 


Cb) A=1l111100,B=10101010 ,C=00111100. 
“cy A=00111111, B=11111100,C=11000011. 


能 当日 仅 当 输 和 序列 各 位 都 是 1 时 ,与 门 的 输出 是 Y 一 1. 因此 ， 
Ca) 三 个 序列 都 具有 第 一 位 和 最 后 一 位 是 1, 故 工 一 100001， 
(by 三 个 序 询 都 具有 第 三 位 和 第 五 位 (从 左 向 右 数 }) 是 1, 放 了 =00101000, 
(ce) 三 个 序列 各 位 都 不 是 1, 故 了 一 00000000. 
求 答 人 是 4A,B,C 的 或 门 (或 等 价 屯 写 成 Y 一 4 十 BT 二 C) 的 输出 序列 站 其 中 
(a) A=—=100001, B=100100,0C=110000, 
《by A=11000000, B= 二 10101010,C=00000011., 
《c) A—~00111111,8=11111100,C=11000011. 
解 :FF 当 且 仅 当 输 人 序列 各 位 都 是 0 时 ,或 门 的 输出 是 了 一 0, 因此 
ka 三 个 序列 者 只 有 第 三 位 和 第 五 位 是 0, 故 Y=110101, 
Cb) 三 个 序列 都 内 有 第 四 位 和 第 六 位 (从 左 向 右 数 ) 是 0. 故 Y 了 二 11101011. 
Le) 三 个 序列 各 位 都 不 是 0. 故 了 一 41111111， 
求 输入 是 A 的 非 门 (或 等 价 地 写成 了 = A 的 输出 序列 Y. 其 中 
Cay 4 一 00111111，fby A=11]11100, Ce) 和 一 11000011， 
能 WF 非 门将 0 变 为 1, 将 1 变 为 0, 因 此 
(Ca) A’=11000000, (hy A’=00000011, (ec} A’=00111100. 
考虑 一 个 逻辑 电 小 工 ,L 有 nn 二 5 个 办 人 ;及 ;B,C,D',E, 或 者 等 价 地 说 , 即 考虑 一 个 布 
尔 表达 式 EF; 有 5 个 变 元 TL rT ds Ts 
Ca) 求 变 元 (输入 ) 的 特殊 序列 . 
《b) 可 以 有 多 少 种 方法 来 给 2 一 5 个 变 元 分 配 位 元 (0 或 1)? 
《cy 特殊 序列 的 主要 人 性质 是 什么 ? 
解 四 (a) 所 有 序列 前 长 都 是 2 一 外 一 32. 它们 由 交替 的 0 块 和 1 块 组 成 ,其 中 块 的 长 度 分 别 为 
lt 1 因此 
=O0000000000000001111111111111111， 
zs =0000000011111:110000000011111111， 
zs C—O000111190001-110000111190001111， 
x =001100110011G0110011001100110011， 
五 一 01010101010101010101010101010101. 
tb) 结 一 个 变 元 分 配 位 次 有 两 种 方法 (0 或 10, 所 以 给 4 二 5 个 变 元 分 配 位 元 有 呈 一 此 一 32 种 方法 ， 
Ce) 特殊 序列 的 32 个 位 置 给 5 个 变 元 以 32 种 可 能 的 位 元 组 合 方式 . 
求 布尔 表达 式 EF 一 ECx,y,x) 的 真 值 表 T= 二 T(E). 其 中 (a) FEF 二 xz 十 x'y; 《(b) 下 一 


~ 


me 
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ye 十 3y 十 将 
姐 BP 变 元 zx,yz 及 其 补 的 特殊 序列 如 下 
x00001]11, y=00110011,.<=010]0101, 

x =11110000,»y =11001100,x 一 10101010. 

Ca) 这 里 xz 一 00000101,xy 一 00110000, 从 而 瑟 -zz 十 zs 一 00110101. 因此 
TO0001111.00110011,010101013 一 00110101. 

或 当 我 们 民 定 输 和 上 四 特殊 序列 组 成 时 ,可 简单 地 写成 TCE) 一 00110101. 

tb) 这 里 ra 一 00000100,zy 一 00000011 ,过 一 01010101. 从 市 =zyx 十 zy 十 z 二 01010111, 因此 
TE00001111.00110011,01010101}=0101011]1, 


15. 32 ” 求 布尔 表达 式 =E(z,y,z) 的 直 值 表 本 一 TCE), 其 中 (a) EF 一 xyx 一 ye (b}) FE= 
XY2 十 XY 十 YY 之 。 
解 ”这 里 玉 是 极 小 项 的 和 的 完全 积 和 式 . 例 15. 13 给 出 了 极 小 项 的 真 值 表 ( 用 特殊 序列 ). 每 
个 极 小 项 的 真 值 表 和 包含 一 个 1; 因 此 EE 的 真 值 表 与 的 极 小 项 在 相同 的 位 置 上 出 现 1. 
(ay TOE =00001010, thy TE} =—=01000101, 
15. 33 ” 求 布尔 表达 式 一 (x;y x) 一 Cx y) yz 十 x (yz 十 xz 的 真 值 表 T= T(E)， 
解 凤 ”首先 将 瑟 表 示 成 积 和 式 
E=trty ye tr yitre’ =ryr ty ye 二 zr yr Te 
二 Tyz 十 TY 十 工作 
再 将 EE 表示 成 完全 积 和 式 
E=xyx zr yet+re tytYy ) 
—xyz Tr yr ye tr ye. 
如 同 问 题 15. 32, 利 用例 15. 13 中 出 更 的 极 小 项 的 真 值 表 可 得 TCE}Y= 二 10191016. 
1$.34 “” 求 下 列 真 值 表 相 应 的 布尔 表达 式 
《ay TtE)=01001001, {by TE)=00010001, 
解 ”TCE} 中 的 每 个 1 对 应 着 极 小 项 的 相间 位 上 的 1 利用 例 15. 13 极 小 项 芍 真 值 表 }. 例如 ,第 
二 位 的 1 对 应 着 zy xz 的 真 值 表 的 第 二 位 的 1. 从 而 E 是 这 些 极 小 项 的 和 . 因此 . 
(a) EF=z'y'e er yet ry Ch EF=xyx’ zy, 
‘我 们 仍然 设 定 输 人 由 特 处 序列 组 成 . } 
Karnaugh 
15.35 求 图 15-27 中 Karnaugh 图 的 每 个 基本 矩形 所 表示 的 基本 积 . 
解 旺 ”只 要 找到 那些 出 现在 基本 和 抢 形 的 所 有 方 格 里 的 文字 ,邦人 么 己 就 是 这 些 文字 的 积 . 
(a) x 和 z' 都 出 现在 两 个 方 格 中 ,所 以 已 一 六 =， 
《by x 和 z 都 出 现在 两 个 方 格 中 ,所 以 P= xz 
te) 只 有 = 出 现在 所 有 四 个 方 格 中 ,所 以 P=z. 
图 15-27 
15.36 设 民 是 变 元 xz,y1z,t 的 Karnaugh 图 中 的 一 个 基本 和 矩形. 用 RR 中 方 格 的 数目 舰 述 对 


应 于 R 的 基本 积 PP 的 文字 的 数目 . 
解 晤 民有 8,4,2 或 1 个 方 格 , 相 应 地 , 王 有 1,2,3 或 4 个 文字 . 


el AE 
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15. 37 “” 求 图 15-28 中 Karnaugh 图 的 每 个 基本 知 形 所 表示 的 基本 积 已 
解 古 ”只 要 找到 那些 出 现在 基本 窍 培 所 有 方 格 里 的 文字 ,那么 了 就 是 这 些 文字 的 积 , (问题 
15. 36 指出 了 PP 中 这 些 文字 的 数目 . ) 


(2) 


(a) 灵 中 有 2 个 方 格 , 从 而 中 中 有 3 个 文字 . 具体 地 说 ,xy 都 在 每 个 方 格 中 出 现 , 所 以 卫 一 
Tyt. 

(Cb) 民 中 有 4 个 方 格 ,; 从 而 中 有 2 个 文字 ,具体 地 说 ,只 有 yy 和 :在 全 部 四 个 方 格 中 出 现 , 所 以 
P= 六， 

Cc) 及 中 有 8 个 方 格 , 从 而 三 中 只 有 ] 个 文字 . 具体 地 说 ,只 有 y 在 全 部 信 个 方 格 中 出 现 ,所 以 二 


全 
15.38 设 互 是 图 15-29 所 示 Karnaugh 图 给 出 的 布尔 表达 式 
{a) 把 三 写成 完全 积 和 式 ，《b) 求 五 的 极 小 式 . 
解 央 。 (a) 列 出 七 个 基本 积 ,得 
E= xryet’ trye tt Ty et ry et’ tery tr yt ye 
《b) 图 中 2X2 极 大 基本 矩形 表示 yx ,因为 只 有 > 和 = 出 现在 所 有 四 个 方 格 中 . 而 一 对 水 平 相 邻 的 
方 格 表示 xyz ,覆盖 顶 边 和 底 边 的 相 邻 方 格 表 示 yx. 因为 所 有 这 3 个 矩形 对 于 极 小 覆盖 都 是 必 
需 的 ,所 以 
F=y zi cyz’ ye 


是 下 的 极 小 和 . 


| 


.Te 


图 15-29 图 15-30 


15.39 在 图 15 -30 所 示 Karnaugh 图 中 ,考虑 以 变 元 x,y,zx.t 表示 的 布尔 表达 式 EE, 和 EE. 
求 (a) Ei 的 极 小 和 ,(b》E; 的 极 小 和 |， 
甫 .$e (ay 在 图 中 标 出 的 2X4 极 太 基 本 把 形 中 .只 有 » 出 现在 伞 部 八 个 方 格局 , 自 其 中 一 对 带 
标记 的 相 邻 方 格 表示 zzz . 因为 两 个 矩形 对 于 极 小 发 羡 都 是 必需 的 ,所 以 


Ey gt 


是 下; 的 极 小 和 . 
Cb) 四 个 角 上 的 方 格 形成 了 一 个 2Xx: 的 极 大 基本 矩形 ,表示 yt; 因 为 只 有 3 和 1 出 现在 所 有 四 个 方 
格 中 . 另 有 4X 1 极 大 基本 矩形 表示 * 2 ,而 两 个 相 邻 的 方 格 代 表 ys“. 因为 这 三 个 矩形 对 于 极 小 


”399 = 


"dy ， 


离散 数学 


15., 40 


15. 41 


15. 42 


效 关 都 是 必需 的 ,所 以 
Es=yttr'y ty et’ 
是 Es 的 极 小 和 . 
在 图 15- 31 所 示 Karnaugh 图 中 ,考虑 变 元 x,y.zx;i 的 布尔 表达 式 Fi ,Ez, 求 (a) 瑟 
的 极 小 和 ,tb》 Ez 的 极 小 和 . 
解 ez (a) 这 里 有 五 个 来 了 项 ,由 四 个 环 和 一 个 虚线 图标 记 . 然而 虚线 轿 是 多 余 的 ,四 个 环 却 是 
必需 的 . 因此 .这 由 个 环 绽 击 了 Ei 的 极 小 和 , 即 
EFE=zret try tr ye 
《by 这 里 有 五 个 素 隐 项 ,由 五 个 环 标记 ,其 中 有 两 个 是 虚线 环 . 要 覆盖 方 格 zy'zx 只 有 颂 这 两 个 虚线 
环 中 的 一 个 .因此 EE 有 两 个 极 小 和 ,如 下 
Es=z yt ytiryt t+ ye =r y+ yt ry tee. 


(ay El 


图 15- 31 


用 Karnaugh 图 求 下 列 各 式 的 极 小 和 : 

(a) Fl=z 之 十 RE ti yet ryt ry et, 

(bY) Fao=yt Hye t+r'Yy et ye, 

解 虹 (al 标 出 对 应 ryz 和 yzt 的 两 个 方 格 , 再 标 出 对 应 于 工 yx、ryrt 和 xy sw 的 方 格 . 这 
样 可 作出 如 图 15 - 32Ca) 所 示 的 Karnaugh 图 .一 个 极 小 虱 盖 由 3 个 标记 环 组 成 , 因此 五 的 极 小 和 
如 下 


FE=at tryt’ tx yw, 
(b) 标 出 对 应 zt 的 4 个 方 格 、 对 应 yx 和 yzt' 的 两 个 方 格 以 及 对 应 xz“y'zi 的 方 格 . 这 就 给 出 了 如 
图 15- 32tb) 所 示 的 Karnaugh 图 . 一 个 极 小 覆盖 由 3 个 标记 的 极 大 基本 和 矩形 组 成 . 所 以 E 的 极 小 
和 如 下 

Es=2et ry try, 


(a) El 


15- 32 
用 下 列 真 值 表 求 布 尔 表达 式 王 的 一 个 极 小 积 和 式 : 
《ay TCOOOOLIII1.00110011,01010101) 二]0100110， 
(by TCOOCOL111,001]100]1,01010101) 二 00101111. 


解 是 (ay 由 给 定 真 值 表 Tt 和 例 15. 13 中 用 变 元 z,y,z 表示 的 极 小 项 的 真 值 表 ) 可 得 下 的 完全 
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积 和 式 
FEF=47 ye ye hye aye. 
它 的 Karnaugh 图 如 图 15 ~ 33ta? 所 示 . 这 里 有 三 个 素 隐 项 ,由 三 个 环 标记 ,形成 了 E 的 极 小 覆盖 ， 
因此 五 的 极 小 式 为 
FE=yr rr trye 
《b》 由 给 定 真 值 表 可 得 己 的 完全 积 和 式 
FE=x ye a ye try erye 十 区 wy 
它 的 Karnaugb 图 如 图 15 - 33(b) 所 示 . 这 里 有 两 个 染 隐 项 ,由 两 个 环 标记 ,形成 了 的 极 小 虱 盖 ， 
因此 五 的 极 小 式 为 


天 一 十 沁 
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15. 43 


15. 44 


15. $2 


写 出 布尔 表达 式 的 对 个 式 . 
{a) age TD) =ab, 
thy tat Dat0o)=a. 
{ey Cath) hte =acth. 
考虑 和 因数 的 格 D, (xn 二 1). 
ta) 证 明 DD, 是 一 个 布尔 慌 数 , 当 且 仅 当 xm 是 没有 平方 因子 的 数 , 即 ; 当 m 是 不 同 的 察 数 之 积 . 
tb)》 车 DD 是 一 布尔 代数 ,证 明 它 的 原子 是 m 的 不 同 的 素 轨 数 . 
考虑 下 面 的 格 ; (a) Deo ，(b) Ds; ,Cc) Des Cd Du. 哪些 是 布尔 代数 ,它们 的 原子 是 什么 ? 
考虑 布尔 代数 Duo ,ta) 列 出 它 的 元 素 并 面 出 它 的 Hasse 图 . (b) 求 其 所 有 子 代 数 .《c) 求 四 元 子 格 
的 数目 . Cd) 求 Dw 的 原子 集合 4 te} 按 定 理 15.6 中 定 六 ,给 出 同 构 上 且 射 疡 Di 一 PCA)， 
设 吕 是 一 布尔 代数 .证 明 ， 
Ca) 对 于 旦 中 任 一 TO 1. 
(by a<, 当 上 用 仅 当 已 <e 
布尔 代数 中 的 一 个 元 率 工 被 称 为 极 大 项 ,如 果 单位 元 是 它 惟 一 的 后 继 元 . 求 图 15 - 21 中 布尔 代数 
su 的 极 大 项 . 
设 电 是 一 布尔 代数 . (a) 证 明 B8 中 原子 的 补 元 是 极 大 项 ，:b) 证 明 B 中 的 元 素 x 能 惟一 地 表示 为 极 
大 项 的 积 . 
设 BB 是 一 个 16 元 素 布 尔 代 数 ,S 是 BB 的 一 个 8 元 索 子 代数 ,证 明 S 中 有 两 个 原子 一 定 是 8 的 契 子 . 
设 B=(B, 十 . * ， ,0;,1) 是 一 布尔 代数 .用 

TAY ry yy) 
来 定义 8 的 4 运算 ( 称 作对 称 差 ). 
证 明 :及 一 (了 ,aa * ) 是 一 个 交换 布尔 环 ( 见 12, 6 节 问 题 12.77)， 
设 R 二 (RR, 针 ,*) 是 带 有 单位 元 1 天 0 的 布尔 证 ,定义 : 

和 一 ] 红 rz 一 2 一 开光 

证 明 ;B=(CR; 十 ; # ; ,0;1} 是 一 布尔 代数 . 


布尔 囊 达 式 , 索 隐 项 


1S. 53 


化 简 下 面 的 布尔 积 为 0 或 一 个 基本 积 : 


离散 数学 


15. S54 


15. SS 


15. 56 


18. S7 


1$. S$ 


15. sy 


(a) TY sy 《by way ts， (0) 人 ore [dy ys tw 
将 布尔 表达 式 ELzr,s x) 表示 为 积 各 式 , 再 表示 成 完全 积 各 式 ，: 

(Ca) FEF=rtry — ry— ye), ch) EF=(Criy eI ty ey), 

(0 Eir Ty) ty ze. 

将 布尔 表达 式 ECx ;3 ,zx) 表 示 鸭 积 和 式 ,再 表示 成 完全 积 和 和 式 ， 

《ay EF=—(x'y)' (rryz’), (hy E= trty) Ce， 

Cc) E— yr ye), 

求 基本 积 PP 利 Ps 的 其 识 名 

(Ca) Pi =xrye,P; 一 2 Cb) 天 一 了 了 32 Ps 一 rzt 

(ey Pr =ry rt, Pe—rye, (Cd) P=zxyrt, P= xet. 

对 任意 布尔 积 和 式 王 , 设 El 表示 下 中 文字 的 数 晶 (重复 计算 ) ,Es 表示 上 中 加 项 的 个 数 , 求 已 、Es: 
(8) E—zye tir yi ry et, (Ch) E=rystt rt ta yt yt 

运用 共识 方法 (算法 15. 9A) , 求 布 尔 表 达 式 的 素 隐 项 . 

(a) 五 | 一 TY ee ry+r ye +r yz. 

(Ch) 一 工 村 十 工 文生 十 .Fet tA se 

Coy Es —=ryett rye Tat oye 二 7 yt, 

求 癌 题 15. 58 中 布尔 表达 式 的 极 小 积 和 和 式 . 


逻辑 门 , 真 值 表 


15. 6n 


158, 61 


15. 62 


对 下 面 的 还 辑 电 有 路 ,用 以 输入 总 ,B,C 作为 变 元 的 布尔 表达 式 来 表示 输出 六 
(a) 图 15- 3d(a)， th) 图 15 -34 iby, 


中 是 于 沁 


图 15- 34 
对 下 面 的 逻辑 电路 ,用 以 输入 站,B, 忆 作为 变 元 的 布尔 表达 式 表 示 输 出 Y. 
(a) 图 15 35ta)， 《bl 图 15~ 35¢b}. 


全 


{a} (b) 
图 15- 35 
画 出 对 应 于 下 而 布尔 表达 式 的 珊 辑 电路 虐 . 工 的 输入 为 六 ,B,CC, 给 出 为 
{ay YABC+ACHBC,. Ch YABC-— ABC +ABC., 
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，403 ， 


1S. 03 


1s8. 64 


15. 65 


15. 66 


15, 67 


1S. 68 


15. 69 


15, 70 


15,71 


对 于 输入 4,B,C 的 与 门 ( 等 价 开 YY 一 ABC) , 求 输出 序列 工 ; 

《a) A—110001; B— 101101;C=-110011, 

fby A=01111100;B=10111010; C={0111100., 

《cy A—O0111110; B—=01111100;C—11110011. 

对 于 输入 六 ,B,C 的 或 门 { 等 价 于 了 =A 十 8 十 C) , 民 输出 证 列 YY. 

(a) A=100011:B=100101;C—1000001, 

(by A= 10000001;B—00100100;C—=00000011. 

Co) A=O00111100; B=11110000 ;C= 10000001. 

对 于 输入 4 的 非 门 5 等 价 于 一 4 ) , 求 输出 序列 : 

Ca) A=11100111} th) A=10001000; Cey A11111000. 
考虑 有 6 个 输入 有 ,B,C,DD,E,F 的 逻辑 电路 工 , 或 等 价 地 ,考虑 有 6 个 变 匹 zl ,zo ;TTXs 的 
布尔 表达 式 已 

(ay 有 密 少 种 方法 将 位 元 人 或 1 分 配给 日 个 变 元 ? 

Cb) 求 变 元 (输入 } 前 三 个 特殊 序列 

求 布尔 表达 式 E 二 Etx,y;x) 的 真 值 表 T= Tt). 

[ay E- rye, Cy EF xyz’ yt iy 

求 布尔 表达 式 EE 一 上 (x,y,z) 的 真 信 表 TT 一 TCE). 

[ay 五 一 xs Te yr, 《by 已 二 二 we 二 -Le 一 

求 对 应 于 真 值 表 的 布尔 表达 式 E 一 Etr ,ysx). 

(ay 了 (了 一 10001010， 【by 了 (了 0010001， tc 了 CE) -00110000. 
求 图 15- 38 所 示 Karnaugh 图 冶 出 的 布尔 表达 式 前 所 有 了 可 能 的 极 小 和 . 


图 :5-36 


求 图 15 - 37 所 水 Karnaugh 图 给 出 的 布尔 表达 式 的 所 有 可 能 的 极 小 和 . 


15. 72 


15.73 


15.74 
15.75 


利用 Karnaugh 图 求 布尔 表达 式 的 极 小 和 : 


(a) Erytr ytry: Ch) Exr+xr yr—ryr., 
求 布尔 表达 式 的 机 小 和 ; 
ta) EF=yzty et tz ts 【by Ey zt rat ry, 


用 Karnaugh 图 重新 设计 图 15 - 38 所 示 逐 辑 电 路 工 ,使 之 成 为 极 小 的 与 -或 电路 . 

假设 三 个 开关 与 大 厅 蛙 同一 个 灯 相 连 , 企 任何 时 候 , 一 个 开关 “向上 “用 1 表示 ，“ 向 下 ”用 0 表示 , 任 
条 个 开关 变化 将 改变 1 的 个 数 的 奇偶 性 . 当 1 的 个 数 为 奇数 时 ,表示 灯亮 , 当 1 的 个 数 为 偶数 时 ， 
灯 不 亮 . 


，404 。 


15. 43 


15. 和 45 
15. 6 


15. 48 
15.49 
15. 53 
15. $4 


15. 55 


158. $6 
15. 57 
15. 53 


Mm 


图 15-38 


(a 证 明 ;下 面 的 真 值 表 满足 这 些 条 件 
TIA,B,C) 一 TI00001111,00110011,01010101) 一 C1101001. 


(b》 用 上 面 的 真 值 表 设计 一 个 极 小 的 与 -或 逻辑 电路 工 . 


补充 题 答案 


《al 人 十 6 号 一 4 十 六 

Ch) a * 0+a* La. 

《ce abt bc= ta ee)h. 

《hb Dss ;原子 5 和 11， (dd) Dy: 原子 2,5 和 13. 

(a) 有 8 个 元 素 ;1,2,3,10,11,22,55,110, 见 图 15- 39(a)， 

tb) 有 5 个 子 代 数 ,{1,110},{1,2,55,110},{1,3,22,110; .41,10;,11,110} ,Do. 
(cy 有 15 个 子 格 ,它们 包含 上 面 三 个 子 代 数 . 

‘od A={2,5,11}. 

(Ce) 见 轿 15 -39(b). 


< | 5 ll 10 22 
> 


5 11 | | | | 
! 2, {2}, {51, {It}, {2,5}, {2,11}, 
(9) Dr (by jiDio 一 > P(A) 
图 15-39 
械 太 项 ,30,42,70,105. 


(by 提示 :用 对 偶 性 . 

《al ryzi CHO (ey eye (dy0, 
(a) Ezy 十 了 9 并 一 工人 十 工交 二， 

Chy E=2xyt is Tyre 十 


《ce EF=zy ye—=ryetrye ry 


(a) E=ryx xy 一 了 3 ry zit yz. 

(hy Fwy =r ye ye 

《cy Ez yz'. 

(a) RQ 一 zzt; 。(b) Q 一 zyt'; (ce) 不 存在 ; (中 ) 不 存在 ， 
Ca EL=ll,Ec=3thb) Er=11,Es=4. 

《ay ey LE yy 

【by zy Tat sy rt yxy, 


C0) TYE LEE YE ye 


EE 


| 


{5,11}, 


hh 咕 一 -一 
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15. S59 


15. 60 
15. 61 


15. 62 


15. 63 
15. 64 
15.65 
15.66 


15. 07 
15.68 
15. 69 


18.70 


15.71 


ta) 下 一 了 YY 十 er, 
【by FEF= zy tet Fr ri Yer, 


te) FEF=zryst i ret tye Ta, 

Ca) YY 一 ABC 二 ATC 十 BC (by Y=A+BTC+A BC ABC.. 
(a) Y=CAB'Y' + +B+O+AC. 

(by Y 一 (ABCY 十 ABC 二 (ABC ABC.. 

见 图 二 -40. 


(a (bh} 
图 -3 一 40 
1a) Y=100001; 【by 了 一 001110003 te) Y= 0110000, 
{a} 了 一 100111;， th}y YY 一 101001115 try Y==11111201. 
fa) 4 一 00011000;《b) A‘=01110111; Ce) 4 一 00000111， 
(a) 加 一 竺 一 64 
thy 二 一 0D00…001I1 11132 个 DO132 个 1)， 
心 一 (000000000000000011111L1I1ITLLLLI 7 ， 
2 一 (00000000111111117， 
fay T(E}Y=01010011; {by 工 (一 00111111. 
《aa) TE ==01000000; {hy TD 一 10001010， 
对 例 15. 13 的 极 小 项 用 真 什 家. 
(a) FE=z' yz’ ry TTY, 
(by E=xzy'x’ 十 了 ys， 
(0) FE=xr ye zy z. 
(ay E=zxy +r yy mry ry xe. 
(by E=zy x yz, 
{c) 五 一 工 十 
(2) E=zx yar rsti rye—r yet et ryt. 
(by E= yz yt' tet + Tye", 


(cy E=z'y ry Tr et ry 十 好 下 了 YE yt. 
(a E=x Ty; Cb) EF=x2 十 ys 

(ay E=y +zt; (by E=—zy’ et 十 y 对， 

a) 见 图 15 - 41. 


， 6 + 


158. 75 


《b》 岂 几 15 -42， 


